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Sommario

Gli obiettivi del presente lavoro sono lo sviluppo di modelli per l'analisi aeroelastica di roto-
ri di elicottero innovativi, e la de�nizione di una procedura di ottimizzazione �nalizzata alla
progettazione preliminare di rotori a basso livello vibratorio. Nello speci�co, sono stati svilup-
pati due diversi solutori aeroelastici per pale dalla geometria avanzata caratterizzate da un asse
elastico non rettilineo e realizzate in materiale composito. Tali modelli si di�erenziano princi-
palmente per la strategia di implementazione numerica adottata. Il primo dei due modelli è
stato implementato con il software commerciale basato sul metodo agli elementi �niti COMSOL
Multiphysics, mentre il secondo è stato modellato con un approccio spettrale alla Galerkin non
convenzionale per l'integrazione spaziale. Entrambi i solutori sono basati su modelli di trave
rotante bi�esso-torsionale non lineare, soggetta a deformazioni moderate. Per quanto riguarda
il solutore agli elementi �niti (FEM), esiste una formulazione per pale ad asse elastico rettilineo
che è stata estesa per la de�nizione di uno speci�co elemento �nito di pala, arbitrariamente
orientato nello spazio. Per il solutore spettrale è stato invece necessario sviluppare una formu-
lazione originale di pala ad asse curvilineo; ciò si è reso necessario per avere un modello che si
adattasse bene anche all'analisi di pale con discontinuità geometriche come gli angoli di freccia
e diedro al tip. Nella fase di validazione dei solutori sono stati eseguiti numerosi confronti con
risultati numerici e sperimentali disponibili in letteratura; questi dati sono relativi ad analisi di
risposta a carichi stazionari, oltre che di comportamento dinamico ed aeroelastico, per pale ad
asse elastico non rettilineo sia in hover che in condizioni di avanzamento.
Successivamente è stata de�nita una procedura di progettazione ottimizzata di rotori a basso
livello vibratorio, in cui le proprietà meccaniche/strutturali e la geometria della pala sono state
considerate come variabili di progetto. Durante il processo di ottimizzazione è stato utilizzato
un algoritmo di tipo genetico a codi�ca binaria per l'identi�cazione della con�gurazione ottima,
mentre per la valutazione della funzione obiettivo è stato utilizzato il solutore spettrale sviluppa-
to nel presente lavoro. Inoltre per la valutazione della velocità indotta, necessaria nel calcolo dei
carichi aerodinamici, è stato adottato un approccio non convenzionale che coniuga due esigenze:
elevata accuratezza ed e�cienza computazionale. Questa metodologia consiste nella de�nizione
di un modello surrogato di velocità indotta basato sull'utilizzo di un solutore aerodinamico BEM
ad alta fedeltà. La peculiarità del modello utilizzato è che tiene conto degli e�etti aerodinamici
dell'interazione pala-scia (BVI).
Verranno esposti diversi risultati numerici per dimostrare l'e�cacia della procedura di ottimiz-
zazione proposta, e per veri�care la robustezza di questo approccio rispetto a condizioni di volo
fuori progetto.
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Nomenclatura

A = area della sezione della pala

B = numero di pale

c = corda della pala

cd0 = coe�ciente di resistenza aerodinamica

clα = coe�ciente angolare della curva di portanza

CT = coe�ciente di spinta del rotore, T/ρπΩ2R4 (T = spinta)

E = modulo di Young

e = o�set di massa

ea = tensile o�set

EA = rigidezza assiale

EIζ = rigidezza �essionale di �appeggio

EIη = rigidezza �essionale di lag

EET = rigidezza di accoppiamento estensione-torsione

ETC = rigidezza di accoppiamento torsione-�essione di lag

ETF = rigidezza di accoppiamento torsione-�essione di �ap

EESc = rigidezza di accoppiamento estensione-taglio a lag

EESf = rigidezza di accoppiamento estensione-taglio a �ap

EFSc = rigidezza di accoppiamento �essione di �ap-taglio a lag

ECSf = rigidezza di accoppiamento �essione di lag-taglio a �ap

Fx,Fy,Fz = componenti delle forze al mozzo

GAc = rigidezza a taglio di lag

GAf = rigidezza a taglio di �ap

GJ = rigidezza di torsione

J = funzione obiettivo
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Ka = raggio di girazione polare della sezione

km = raggio di girazione di della sezione

km1 , km2 = raggi di girazione di �ap e lag

m = massa di sezione della pala

m0 = massa di sezione della pala di riferimento

Mx,My,Mz = componenti dei momenti al mozzo

R = raggio del rotore

vi = velocità indotta

γ = numero di Lock (3ρ c clαR/m0)

ΛA = angolo di diedro al tip della pala

Λs = angolo di freccia al tip della pala

% = densità dell'aria

γ = solidità del rotore

Ω = velocità angolare del rotore
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Capitolo 1

Introduzione

Il rotore principale riveste un ruolo fondamentale nella dinamica di un elicottero poiché svolge
funzioni primarie per il velivolo quali la generazione sia della portanza che della spinta, ma al
contempo è fonte di e�etti indesiderati come le vibrazioni ed il rumore. Ad oggi la riduzione
di entrambi è un obiettivo fondamentale per la progettazione dell'intero velivolo, in quanto
le vibrazioni in�uenzano in modo signi�cativo non solo la vita a fatica delle strutture, i costi
di manutenzione, l'e�cienza e il costo delle strumentazioni di bordo, il comfort di pilota e
passeggeri, ma sono anche una delle fonti principali di rumore all'interno della cabina. Il rumore
emesso all'esterno da un elicottero è, invece, fonte di inquinamento acustico, poiché arreca
notevole fastidio alla popolazione che si viene a trovare nelle vicinanze delle zone in cui opera il
mezzo.

Negli ultimi anni molte attività di ricerca, sia da parte dei ricercatori che dell'industria, sono
state indirizzate verso l'identi�cazione di soluzioni progettuali e tecnologiche che riducessero
vibrazioni e rumore. Sono state, e sono tutt'ora, considerate ed analizzate sia strategie passive,
come la determinazione di forme di pala ottimali e l'utilizzo estensivo di materiali compositi (si
vedano ad esempio i Ri�. [1, 2, 3]), sia attive, come l'utilizzo di tecniche di controllo innovative
quali l'HHC, l'impiego di �ap oppure di materiali piezoelettrici (si veda ad esempio il Rif. [4]).

In questo lavoro l'attenzione è stata focalizzata su soluzioni passive quali la progettazione
ottimizzata del rotore. Dall'attività di ricerca svolta negli ultimi due decenni è emerso infatti
che l'utilizzo di pale di rotore dalla geometria avanzata, caratterizzate da un'asse elastico non
rettilineo (con frecce e diedro all'estremità), risultano essere particolarmente e�caci per la ridu-
zione di rumore e vibrazioni prodotti dal rotore (si vedano ad esempio i Ri�. [5, 6, 7]). Queste
tipologie di pale riducono infatti il numero di Mach normale al bordo d'attacco nella regione
d'estremità e, di conseguenza, la resistenza dovuta alla comprimibilità del �uido; inoltre pos-
sono alleviare l'interazione che si veri�ca tra le pale e la scia rilasciata dal rotore (nota come
blade-vortex-interaction BVI), che è uno dei meccanismi principali di generazione di rumore
e vibrazioni. Quest'ultima risulta essere in�uenzata principalmente dalla struttura dei vortici
d'estremità delle pale, dalle deformazioni aeroelastiche e dalla distanza tra le strutture vorticose
e la pala (si veda ad esempio il Rif. [8]).

Nelle Figure 1.1 e 1.2 sono mostrate le pale innovative sviluppate negli ultimi anni dalle
due principali aziende produttrici di elicotteri in Europa, Eurocopter e AgustaWestalnd. Tali
pale sono evidentemente caratterizzate da un asse elastico non rettilineo e sono state progettate
principalmente per la riduzione dei carichi vibratori al mozzo e del rumore prodotto (si vedano
ad esempio i Ri�. [5, 6]).

Dunque le pale ad asse elastico non rettilineo risultano essere e�caci per la riduzione di
rumore e vibrazioni poiché sono caratterizzate da un notevole accoppiamento �esso-torsionale,
il quale è in grado di in�uenzare signi�cativamente il comportamento aeroelastico del roto-
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Figura 1.1: Immagine della pala Blue Edge TM in fase di sviluppo da Eurocopter.

Figura 1.2: Immagine della pala BERPTM sviluppata da Agustawestland.

re. E�etti analoghi a quest'ultimo posso essere ottenuti anche mediante l'utilizzo di mate-
riali compositi che, in funzione dell'orientamento delle �bre, possono generare accoppiamenti
assiali-�essionali-torsionali.

Gli obiettivi della presente attività di ricerca sono lo sviluppo di modelli per l'analisi aeroe-
lastica di rotori innovativi, e la de�nizione di una procedura di progettazione ottimizzata mirata
all'identi�cazione di con�gurazione di pala che portino ad una riduzione dei carichi vibratori
trasmessi al mozzo.

Considerando che i carichi vibratori sono dovuti all'interazione tra la dinamica strutturale
delle pale ed il complesso campo aerodinamico in cui operano, un ruolo fondamentale nel pro-
cesso di progettazione ottimizzata è svolto dal solutore utilizzato per predire il comportamento
aeroelastico del rotore.

Negli anni passati, diversi autori hanno sviluppato modelli matematici per pale ad asse non
rettilineo, solitamente basati sul metodo degli elementi �niti per l'integrazione spaziale. Tra i
primi lavori indirizzati alla modellazione di pale ad asse elastico non rettilineo c'è quello esposto
nel Riferimento [9], nel quale viene presentata una versione modi�cata di un modello di pala ad
asse rettilineo, in cui si tiene conto della presenza della freccia introducendo eccentricità tra asse
elastico (rettilineo) e centro di massa. Negli anni successivi è stato dimostrato che tale modello
risulta ine�cace specialmente ad elevati angoli di freccia (Ri�. [10, 11]). Un modello aeroelastico
per pale ad asse non rettilineo basato sul metodo agli elementi �niti, è stato sviluppato ed
applicato con successo per rotori hingeless con freccia al tip nei Riferimenti [10, 11]. Una
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formulazione per pale con freccia, diedro, twist e pianta è presentata nel Riferimento [12], mentre
nel Riferimento [1] viene sviluppata una formulazione, basata sul metodo agli elementi �niti, per
l'analisi aeroelastica di pale con freccia e diedro al tip, realizzate in materiale composito. Un
modello FEM di pala con freccia al tip per grandi deformazioni è stato sviluppato e validato nel
Riferimento [13]. Tale modello è basato sulla formulazione per pale ad asse elastico rettilineo
soggette a deformazioni moderate descritta nel Riferimento [14], ma viene adottato un approccio
di tipo lagrangiano in cui l'origine di ciascun elemento di trave è solidale allo spostamento del
nodo d'estremità dell'elemento precedente. In questo modo un numero su�ciente di elementi
consente di analizzare pale soggette a grandi spostamenti. Recentemente un modello di pala
ad asse non rettilineo è stato applicato anche per l'analisi aeroelastica di aerogeneratori ad asse
orizzontale (Rif. [15]).

Nel presente lavoro sono stati sviluppati due diversi solutori per l'analisi aeroelastica di rotori
con pale ad asse elastico non rettilineo. L'obiettivo principale è quello di ottenere un solutore
dall'elevata e�cienza computazionale che ben si adatti ad applicazioni di tipo aeroeleastico,
anche con un utilizzo accoppiato a solutori aerodinamici esterni, e di progettazione ottimizzata.
La scelta del metodo di implementazione numerica del primo solutore è quindi ricaduta su
un codice scritto in casa, il quale si basa sull'applicazione non convenzionale del metodo di
Galerkin per l'integrazione spaziale. L'utilizzo di tale approccio ha richiesto lo sviluppo di una
formulazione originale con un modello di trave rotante, non lineare (per moderati spostamenti),
ad asse curvilineo realizzata con materiali compositi. L'originalità della formulazione proposta
sta principalmente nell'integrazione diretta delle equazioni di equilibrio di tagli e momenti, che
consente di ottenere le equazioni �nali della dinamica della pala in una forma molto elegante
e compatta; inoltre non risulta necessario utilizzare esplicitamente la matrice della curvatura
iniziale della pala che, in caso di discontinuità geometriche come freccia e diedro al tip, presenta
delle singolarità di�cilmente modellabili numericamente, in particolare con un metodo spettrale
come quello di Galerkin. Il sistema �nale è stato quindi ottenuto direttamente dalle equazioni
di equilibrio dei momenti, diversamente dall'approccio comunemente adottato.

Nel corso di questo lavoro è stato sviluppato un secondo solutore aeroelastico, sempre per
pale ad asse elastico non rettilineo soggette e deformazioni moderate. La strategia di imple-
mentazione numerica adottata in questo caso è il metodo agli elementi �niti, il quale si presta
all'analisi di strutture dalla geometria complessa come quelle oggetto di studio. In partico-
lare il modello di pala ad asse rettilineo sviluppato nel Riferimento [14] è stato adattato per
la de�nizione nel software commerciale FEM (COMSOL Multiphysics) di un elemento �nito
personalizzato, arbitrariamente orientato nello spazio. Tale solutore, vista anche la scarsa di-
sponibilità in letteratura di risultati dettagliati per analisi di pale ad asse elastico non rettilineo,
è risultato di fondamentale importanza per la validazione della formulazione sviluppata per il
solutore spettrale.

Nello sviluppo della formulazione del solutore spettrale sono stati considerati anche gli e�etti
dovuti all'anisotropia della pala, i quali generano accoppiamenti strutturali in grado di modi�-
carne signi�cativamente il comportamento dinamico. Negli ultimi decenni sono stati sviluppati
diverse formulazioni per la modellazione dei materiali compositi come, ad esempio, quelli presen-
tati nei Riferimenti [1, 16, 17]. In questo lavoro ci si è basati su quello descritto nel Riferimento
[16], in quanto coniuga una buona accuratezza della soluzione con l'e�cienza computazionale,
poiché, non richiede l'introduzione dei gradi di libertà di taglio nonostante vengano considerati
gli e�etti di accoppiamento ad essi associati (come invece fatto ad esempio nel Rif. [1]).

La de�nizione di una procedura per progettazione ottimizzata di rotori a basso livello vi-
bratorio presenta molte di�coltà in quanto è un problema di minimizzazione multidisciplinare,
multidimensionale, vincolato, caratterizzato da una funzione obiettivo non lineare che presenta
diversi minimi locali. Gli algoritmi genetici (GAs) sembrano essere particolarmente adatti per
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risolvere questa tipologia di problemi poiché, sono in grado di evitare minimi locali e convergere
all'ottimo globale; inoltre sono particolarmente e�cienti dal punto di vista computazionale in
quanto intrinsecamente paralleli, scalabili quindi su più processori.

Per la riduzione dei carichi vibratori negli anni passati sono state applicate diverse procedure
di ottimizzazione basate principalmente su metodi deterministici (si vedano, ad esempio i Ri�. [1,
18, 18, 3]), mentre più recentemente, in un numero limitato di lavori, sono stati adottati metodi
di ottimizzazione non-deterministici come i GAs per il perseguimento del medesimo obiettivo
(ad esempio quelli descritti nei Ri�. [19, 2, 20]). Con l'obiettivo di avere una buona e�cienza
computazionale, per entrambe le strategie di ottimizzazione, si è ricorso spesso all'utilizzo di
un modello surrogato per la valutazione diretta della funzione obiettivo, come nei Riferimenti
[18, 2, 20]. Review estensive riguardanti la progettazione ottimizzata di rotori sono disponibili
inoltre nei Riferimenti [21, 22]. Da questi lavori, è emerso come un punto estremamente critico
nella determinazione dei carichi vibratori al mozzo di un rotore, sia il modello aerodinamico
utilizzato. In particolare, viene sottolineato come in un processo di ottimizzazione non conta
tanto il valore della grandezza �sica che si intende minimizzare, quanto la sua sensibilità alle
variabili di progetto. Viene anche evidenziato come l'utilizzo di modelli aerodinamici troppo
sempli�cati, seppur siano computazionalmente molto e�cienti, possa portare a pessimi risultati
in cui i carichi vibratori generati dalla con�gurazione ottima trovata, sono in realtà maggiori
di quelli della con�gurazione originaria. Tali ri�essioni hanno portato a considerare modelli
aerodinamici più accurati nella procedura di ottimizzazione (come ad esempio nei Ri�. [18,
2, 20]), i quali hanno però un costo computazionale piuttosto elevato, da cui l'introduzione di
modelli surrogati.

In questo lavoro la procedura di progettazione ottimizzata di rotori a basso livello vibratorio
è basata sull'utilizzo di un algoritmo genetico a codi�ca binaria, in cui sono state considerate
come variabili di progetto le proprietà meccaniche/strutturali e la geometria della pala; inoltre
il processo è soggetto a vincoli di stabilità aeroelastica e di equilibrio del rotore. L'algoritmo
genetico impiegato è stato recentemente sviluppato ed applicato con successo nei Riferimenti
[23, 24].

Diversamente da quanto presentato in letteratura, ad oggi lo stato dell'arte (Ri�. [18, 2, 20]),
i modelli surrogati vengono de�niti direttamente per la valutazione della funzione obiettivo,
richiedendo un elevato numero di punti di campionamento nel dominio delle variabili di progetto,
nella presente procedura di ottimizzazione si è voluto de�nire un modello surrogato basato su un
solutore aerodinamico ad alta fedeltà della sola velocità indotta. Esso si basa sull'utilizzo di una
formulazione tridimensionale, potenziale, non stazionaria, basata sul metodo BEM (si veda il
Rif. [25]). Tale approccio consente di ridurre notevolmente il numero di punti di campionamento
per la de�nizione del surrogato, in quanto la velocità indotta risulta poco in�uenzata dalle
caratteristiche strutturali della pala e molto, invece, dalla geometria e dalla condizione di volo.
In questo modo si raggiunge un buon compromesso tra e�cienza computazionale ed accuratezza,
come dimostrato dai risultati presentati nei capitolo successivi.

I risultati numerici presentati, sono relativi sia alla validazione dei due solutori aeroelastici
sviluppati, sia alla dimostrazione dell'e�cacia della procedura di progettazione ottimizzata pro-
posta. In particolare, sono stati eseguiti numerosi confronti con risultati numerici e sperimentali
disponibili in letteratura; questi dati sono relativi ad analisi di risposta a carichi stazionari, oltre
che di comportamento dinamico ed aeroelastico, per pale in composito ad asse elastico non retti-
lineo sia in hover che in condizioni di avanzamento. Sono stati eseguiti anche ulteriori confronti
tra il solutore Galerkin ed il solutore FEM per veri�care accuratamente il comportamento del
secondo per con�gurazioni ritenute particolarmente critiche.

Saranno inoltre analizzate le con�gurazioni ottime di pala identi�cate con il processo di
ottimizzazione sia in condizioni di progetto, per veri�care l'e�ettiva e�cacia della metodologia
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proposta, sia in condizioni fuori progetto per valutarne la robustezza rispetto alle condizioni di
volo considerate.
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Capitolo 2

Modellazione aeroelastica di rotori con

pale ad asse curvo realizzate in

materiale composito

Questa prima parte del lavoro consiste nello sviluppo di modelli teorico/numerici per l'analisi
aeroelastica di rotori di elicottero innovativi, caratterizzati da pale ad asse elastico non rettilineo
realizzate in materiale composito. Data la complessità di tali elementi strutturali e la limitata
disponibilità di risultati in letteratura, sono stati sviluppati due solutori che si di�erenziano
principalmente, per l'approccio utilizzato per l'integrazione spaziale del sistema di equazioni
di�erenziali che ne descrive la dinamica. Nello speci�co, uno è basato sul metodo agli elementi
�niti (FEM) mentre l'altro su un approccio spettrale alla Galerkin.

Un solutore è basato sull'implementazione in ambiente COMSOL Multiphysics, un software
commerciale basato sul metodo FEM, di uno speci�co modello di pala di rotore (ad asse elastico
rettilineo) arbitrariamente orientabile nello spazio. Questa strategia implementativa presenta
alcuni vantaggi tra cui la relativa semplicità della formulazione implementata (è stata utilizzata
una formulazione già sviluppata in letteratura, Rif. [14]) e la disponibilità di un solutore FEM
altamente a�dabile su cui il codice è basato. D'altra parte essa presenta delle limitazioni relative
alla rigidità di un solutore commerciale sia in termini di interfaccia con codici esterni che di
solutori disponibili (ad esempio non c'è un solutore adatto alla analisi di stabilità di rotori in
avanzamento, che implicano un sistema di equazioni con matrici periodiche).

Il solutore spettrale è invece basato sul metodo di Galerkin per l'integrazione spaziale, e
richiede lo sviluppo di una formulazione teorica originale per travi ad asse elastico curvo che
ben si adatti anche a pale con discontinuità geometriche (come nel caso di angoli di freccia e
diedro all'estremità di esse). In tale modello sono stati considerati anche gli e�etti di anisotropia
dovuti all'utilizzo dei materiali compositi con i quali le moderne pale di rotore sono realizzate.
Questi, introducono accoppiamenti strutturali tra i gradi di libertà che sono in grado di modi-
�care il comportamento dinamico della pala. La modellazione dell'anisotropia del materiale è
basata sull'approccio descritto nel Riferimento [16]. Esso risulta essere su�cientemente accu-
rato ed, allo stesso tempo, numericamente e�ciente in quanto non aggiunge gradi di libertà al
problema. I vantaggi di un solutore aeroelastico così de�nito sono l'estrema �essibilità, tipica
di un codice sviluppato in casa, sia in termini di solutori disponibili che di interfaccia con altri
codici, come ad esempio il solutore aerodinamico BEM che verrà ampiamente utilizzato nella
procedura di ottimizzazione. Inoltre il metodo Galerkin risulta essere particolarmente adatto e
computazionalmente e�ciente per le applicazioni aeroelastiche e di progettazione ottimizzata.

Per tutta questa serie di ragioni il solutore FEM è stato inizialmente sviluppato e validato
e, successivamente utilizzato per la validazione del solutore spettrale. Quest'ultimo, data la sua
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estrema versatilità e la sua e�cienza computazionale, verrà successivamente utilizzato insieme
ad un algoritmo di ottimizzazione per la de�nizione di una procedura per la progettazione
preliminare ottimizzata di rotori, �nalizzata alla riduzione dei carichi vibratori al mozzo.

Nelle sezioni successive, sono presentati i due solutori aeroelastici sviluppati e la validazione
degli stessi mediante confronti con dati numerici e sperimentali disponibili in letteratura. Inoltre,
vengono confrontati direttamente i risultati ottenuti con entrambi i solutori per validare ulte-
riormente il solutore spettrale per casi ritenuti per esso maggiormente critici, ovvero in presenza
di discontinuità geometrica.

2.1 Introduzione ai modelli

I due modelli aeroelastici sviluppati successivamente, seppur di�erenti, si basano su una serie
di assunzioni e considerazioni comuni che per chiarezza saranno presentate in questa sezione
introduttiva. In particolare, saranno descritti i sistemi di riferimento che verranno utilizzati
nelle due trattazioni matematiche e le ipotesi che sono alla base di entrambe le formulazioni.

Una delle assunzioni iniziali su cui si basano entrambi i modelli aeroelastici sviluppati, è
che la pala sia sottoposta a piccole deformazioni (elasticità lineare) e ad un campo di sposta-
menti moderati. Questo implica la necessità di utilizzare modelli di trave non lineare, in cui
sono considerate le non-linearità geometriche della deformazione. Sfruttando l'ipotesi che tali
spostamenti siano moderati (e non arbitrariamente grandi), è possibile sempli�care il sistema di
equazioni �nali eseguendo un troncamento al secondo ordine. Tale assunzione è ancora tutt'oggi
ampiamente utilizzata nella modellazione di pale di rotore.

Inoltre si assume che la sezione trasversale della pala sia rigida, quindi le sue deformazioni
risultano trascurabili.

2.1.1 Considerazioni sugli ordini di grandezza

Come precedentemente accennato, le formulazioni matematiche utilizzate e sviluppate in questo
lavoro, sono basate su uno schema sistematico di troncamento al secondo ordine dovuto all'as-
sunzione iniziale di piccole deformazioni e moderati spostamenti e rotazioni cui tipicamente sono
soggette le pale di un rotore di elicottero.

Quantitativamente, tale schema consiste nell'approssimare le equazioni al secondo ordine,
ovvero considerando ε2 << 1, dove ε è il parametro di riferimento adottato, posto di ampiezza
pari alle de�essioni adimensionali dell'asse elastico della pala v/R e w/R (che generalmente,
per una pala di rotore di elicottero, risultano essere di ampiezza inferiore a 0.20). L'ordine di
grandezza di tutte le altre grandezze �siche adimensionali che appaiono nelle equazioni viene
stimato in termini di ε.

Il troncamento eseguito ha validità relativa alla singola equazione per cui assumendo che il
termine di ordine maggiore in ciascuna equazione sia di ordine uno O(1) verranno considerati i
termini al secondo ordine O(ε) e trascurati quelli del terzo, O(ε2), in quanto trascurabili rispetto
a 1. Gli ordini di grandezza dei vari parametri adimensionali assunti in questo lavoro sono quelli
tipici in campo elicotteristico e sono riassunti nella Tabella 2.1.1.

2.1.2 Sistemi di riferimento e trasformazioni

Il rotore di un elicottero è un oggetto geometricamente complesso, e per lo sviluppo dei modelli
aeroelastici presentati nelle sezioni successive è necessario utilizzare diversi sistemi di riferimento.
La maggior parte di essi sono comuni tra le due formulazioni, è quindi opportuno descriverli in
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O(1) :
x

R
,
s

R
, R

∂

∂s
, R

∂

∂x
, ψ ,

∂

Ω∂t
, ΛA , Λs ,

v0

R
,
w0

R
, θtot , θtw

O(ε) :
η

R
,
ζ

R
,
c

R
,
v

R
,
w

R
, φ , θx , θη , θζ

O(ε2) :
u

R
,
mΩ2R2

EA
,
cd0
clα

Tabella 2.1: Ordine di grandezza delle variabili �siche

questo paragrafo introduttivo, insieme alle trasformazioni necessarie per il passaggio dagli uni
agli altri.

Riferimento non rotante solidale al mozzo, Rhnr: il riferimento (̂ihnr, ĵhnr, k̂hnr), è un
riferimento inerziale solidale al mozzo del rotore, la cui origine coincide con il centro di quest'ul-
timo. Il versore îhnr è orientato in direzione della coda dell'elicottero, mentre k̂hnr è allineato
con l'asse di rotazione del rotore. L'asse identi�cato dal versore ĵhnr, univocamente determina-
to dal prodotto vettore tra gli altri due versori, punta a destra del pilota. Tale riferimento è
rappresentato in Figura 2.1.

Riferimento rotante solidale al mozzo, Rhr: il riferimento (̂ihr, ĵhr, k̂hr), mostrato in
Fig. 2.1 è un riferimento solidale al mozzo del rotore che ruota con velocità angolare costante
~Ω = Ωk̂hr. La sua origine coincide con quella del riferimento Rhnr. I versori îhr e , ĵhr, sono
de�niti rispetto a îhnr e , ĵhnr mediante una rotazione attorno all'asse k̂hnr dell'angolo ψ = Ωt.
Il versore k̂hr è invece coincidente con k̂hnr. Tale sistema di riferimento è anche il riferimento
globale nel solutore FEM. Il passaggio dal riferimento Rhnr a Rhr è dato dalla relazione


îhr
ĵhr
k̂hr

 = Rψ


îhnr
ĵhnr
k̂hnr

 =

 cosψ sinψ 0
− sinψ cosψ 0

0 0 1


îhnr
ĵhnr
k̂hnr

 (2.1)

Riferimento rotante pala indeformata, Rpi: il riferimento (̂i1, î2, î3) è solidale alla pala
nella con�gurazione indeformata. Esso tiene conto di tutte le rotazioni rigide che subisce la pala
che sono il precone βpc, gli eventuali modi rigidi attorno alle cerniere di �appeggio, lead-lag
e torsione ed anche le variazioni di passo dovute ai comandi. L'origine di questo riferimento
è posizionata alla radice della pala ad una distanza ehîhr dal centro del rotore e il versore î
è parallelo all'asse elastico della porzione dritta della pala e caratterizzato dalla coordinata x.
Esso coincide inoltre con l'asse di pitch (denominato anche asse di variazione del passo o asse di
feathering). I versori î2, î3 sono invece in direzione degli assi principali della sezione alla radice
e non variano con x. Tale terna (̂i1, î2, î3), è ottenuta mediante una serie di rotazioni successive
che sono nell'ordine: (i) una rotazione dei versori (̂ihr, ĵhr, k̂hr) dell'angolo di precone rispetto
all'asse ĵhr, una rotazione composta dalle rotazioni rigide di lag (rotazione di un angolo γ rispetto
all'asse k̂hr - ruotato), �appeggio (rotazione di un angolo β rispetto all'asse ĵhr - ruotato) e della
variazione totale di passo, data dalla somma del comando di pitch e di un eventuale moto
rigido (rotazione di un angolo δ rispetto all'asse îhr - ruotato). Tale riferimento coincide con
il riferimento globale pala indeformata utilizzato nella descrizione della formulazione spettrale.
La trasformazione che porta della terna (̂ihr, ĵhr, k̂hr) alla terna (̂i1, î2, î3) è de�nita quindi dalle
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k̂hr, k̂nhr

îhnr ψ

îhr

ĵhnr

ĵhr, î2

î1

î3

βpc

Figura 2.1: Rappresentazione schematica dei sistemi di riferimento Rhnr e Rhr

seguenti relazioni 
î1
î2
î3

 = RrigRβpc


îhr
ĵhr
k̂hr

 (2.2)

dove Rβpc tiene conto dell'eventuale angolo di precone βpc

Rβpc =

 cosβpc 0 sinβpc
0 1 0

− sinβpc 0 cosβpc

 (2.3)

mentre Rrig tiene conto delle eventuali ulteriori rotazioni rigide della pala e del comando di
variazione del passo

Rrig =

 1 0 0
0 cos δ sin δ
0 − sin δ cos δ

 cosβ 0 sinβ
0 1 0

− sinβ 0 cosβ

 cos γ sin γ 0
− sin γ cos γ 0

0 0 1

 (2.4)

dove δ = θ0 + θrig è la rotazione totale della pala rispetto all'asse di pitch, data dalla somma tra
il comando θ0 ed una eventuale rotazione rigida addizionale attorno allo stesso asse. Il comando
θ0 è espresso come

θ0 = θcoll + θ1c cosψ + θ1s sinψ (2.5)

dove ψ = Ωt è la posizione azimutale della pala e θcoll, θ1c, θ1s sono rispettivamente il passo
collettivo, il passo ciclico laterale e il passo ciclico longitudinale.

Riferimento locale cartesiano, pala indeformata, RlFEM : questo sistema di riferimento
rotante cartesiano è solidale con la pala nella con�gurazione indeformata, la quale è caratterizzata
da un asse elastico non rettilineo. Esso è de�nito dai versori versori di base (êx, êy, êz) ed è
mostrato in Figura 2.3. Nello speci�co, êx è localmente tangente all'asse elastico della pala,
mentre êy ed êz coincidono con gli assi principali della sezione prima della deformazione. Si noti
che tale riferimento è utilizzato solamente nella formulazione FEM dove il pre-twist della pala
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Figura 2.2: Rappresentazione generica delle cerniere di un rotore

è considerato come una deformazione. La trasformazione che porta dal riferimento globale pala
indeformata Rpi a quello locale RlFEM è de�nita mediante una serie di rotazioni che de�niscono
l'orientamento della terna locale. Considerando che la posizione dell'asse elastico indeformato
~re è de�nita come:

~re = xeî1 + vgeomî2 + wgeomî3 (2.6)

è possibile ricavare le rotazioni:

θzgeom = arctan
dvgeom
dx

; θygeom = arctan

(
−dwgeom

dx

1

cos θzgeom

)
(2.7)

Il calcolo di tali angoli permette la de�nizione della matrice di trasformazione dal riferimento
Rpi a quello locale RlFEM

Rgeom =

 cos θygeom 0 − sin θygeom
0 1 0

sin θygeom 0 cos θygeom

 cos θzgeom sin θzgeom 0
− sin θzgeom cos θzgeom 0

0 0 1

 (2.8)


êx
êy
êz

 = Rgeom


î1
î2
î3

 (2.9)

Le variabili del modello FEM sono le componenti dello spostamento in questo sistema di rife-
rimento, denominate rispettivamente u, v e w mentre la torsione φ è de�nita rispetto all'asse
elastico deformato descritto in seguito.

Riferimento locale, curvilineo, pala indeformata, Rl: è un sistema di riferimento
rotante, anch'esso solidale con la pala nella con�gurazione indeformata, ortogonale, de�nito dei
versori base (ê1, ê2, ê3). Rl è il riferimento locale curvilineo utilizzato nel solutore spettrale
che di�erentemente da RlFEM tiene in conto anche del pre-twist della pala. Il versore ê1 è
localmente tangente all'asse elastico mentre ê2 ed ê3 sono paralleli agli assi principali della
sezione della pala η e ζ rispettivamente. L'orientamento dei versori di base è quindi funzione
dell'ascissa curvilinea s, coincidente col l'asse elastico della pala indeformata. La trasformazione
che porta dal riferimento globale pala indeformata Rpi a quello locale Rl è de�nita mediante
la matrice A(s) che rispetto alla trasformazione 2.8 tiene conto anche del pre-twist. Essa sarà
quindi de�nita come:
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î1

î2

î3

u
v

w

ê1

ê2

ê3

Ê2

Ê3

Ê1

θ + φ

Figura 2.3: Sistemi di riferimento RlFEM e Rdef


ê1

ê2

ê3

 = A(s)


î1
î2
î3

 (2.10)

dove
A(s) = RtwRgeom (2.11)

La matrice Rtw tiene conto del pre-twist della pala de�nito dall'angolo θtw(s) e risulta essere

Rtw =

 1 0 0
0 cos θtw sin θtw
0 − sin θtw cos θtw

 (2.12)

Le componenti dello spostamento in questo riferimento sono (insieme alla torsione φ) le variabili
del solutore spettrale e sono rispettivamente indicate con u, v e w.

Riferimento pala deformata, Rdef : è un sistema di riferimento rotante, ortogonale, curvi-

lineo, solidale con la pala dopo la deformazione, de�nito dei versori base (Ê1, Ê2, Ê3). Il versore
Ê1 è localmente tangente all'asse elastico deformato mentre Ê2, Ê3 sono allineati con gli assi
principali della pala deformata. La matrice di trasformazione T assume una forma leggermente
diversa tra la formulazione FEM e quella spettrale in quanto vi è un diverso trattamento del
pre-twist, che, nel primo caso è considerato insieme alla deformazione di torsione. Essa, per il
solutore spettrale identi�ca la trasformazione

Ê1

Ê2

Ê3

 = T


ê1

ê2

ê3

 (2.13)

La matrice T è de�nita come

T =

 1 0 0
0 cos θx sin θx
0 − sin θx cos θx

 cos θη 0 − sin θη
0 1 0

sin θη 0 cos θη

 cos θζ sin θζ 0
− sin θζ cos θζ 0

0 0 1

 (2.14)

dove θx, θη e θζ sono gli angoli di Eulero relativi agli assi ê3, ê2- ruotato ed ê1- ruotato rispetti-
vamente. Nel caso del solutore FEM tale trasformazione di�erisce leggermente per la de�nizione
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dell'ultima rotazione in cui l'angolo di Eulero sarà θ̄x = θx + θtw. In questo caso la matrice
TFEM rappresenta la trasformazione tra RlFEM e Rdef

Ê1

Ê2

Ê3

 = TFEM


êx
êy
êz

 (2.15)

2.2 Il solutore spettrale

Per le motivazioni elencate nell'introduzione del capitolo, ed in particolare in nome dell'e�cienza
e della �essibilità computazionale, in questo lavoro è stato sviluppato un solutore per l'analisi
aeroelastica di pale di rotore innovative basato sul metodo di Galerkin per l'integrazione spaziale
del sistema di equazioni. Tale modello, è adatto per l'analisi aerelastica di pale caratterizza-
te da asse elastico non rettilineo realizzate in materiale composito. In particolare considerato
l'utilizzo di un metodo spettrale per l'implementazione numerica, è stata sviluppata una for-
mulazione matematica/numerica originale in grado di analizzare con e�cienza ed accuratezza,
anche pale caratterizzate da angoli di freccia e diedro alla loro estremità, caratterizzate quindi
di discontinuità geometriche sulla derivata prima.

2.2.1 Modello strutturale di pala ad asse elastico curvo

La pala è stata modellata come una trave bi�esso-torsionale, non lineare (con troncamenti al
secondo ordine) ad asse curvo. L'utilizzo di un riferimento curvilineo Rl rende più complessa la
formulazione matematica del modello in quanto, la derivata rispetto all'ascissa curvilinea di un
generico vettore dovrà tener conto della curvatura iniziale dell'asse elastico della trave. In questo
lavoro è stata utilizzato un approccio non convenzionale per la derivazione delle equazioni della
dinamica della pala, basato sull'integrazione diretta dell'equazione d'equilibrio dei momenti.
Come si vedrà in seguito, tale approccio risulta essere particolarmente adatto all'analisi di pale
dall'asse elastico curvo, oltre che molto compatto ed elegante dal punto di vista matematico.

Inoltre, tale modello è stato sviluppato considerando gli e�etti di anisotropia del materiale
dovuti all'utilizzo dei materiali compositi seguendo una procedura analoga a quella descritta
nel Riferimento [16]. Riguardo a tale approccio, è opportuno anticipare che per poter tenere in
conto negli accoppiamenti tra la rigidezza assiale e quelle di taglio, l'ipotesi di indeformabilità
al taglio della trave viene inizialmente rilassata. I gradi di libertà associati al taglio verranno
imposti nulli in un secondo momento. Tale procedura è descritta in maniera dettagliata nei
paragra� seguenti.

Relazioni di equilibrio

Le relazioni di equilibrio per un elemento di trave di lunghezza ds saranno:

∂~V

∂s
+ ~p = 0 (2.16)

∂ ~m

∂s
+ Ê1 × ~V + ~q = 0 (2.17)

dove ~V e ~m sono le risultanti di forze e momenti interni agenti sulla generica sezione mentre ~p
e ~q sono le forze e i momenti distribuiti esterni agenti sulla pala. Per ottenere un'espressione
facilmente integrabile delle equazioni 2.16 e 2.17 in termini delle componenti nel riferimento locale
occorre proiettare tali equazioni nel riferimento globale pala indeformata Rpi ed esplicitarle in
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termini delle componenti nel riferimento locale curvilineo pala indeformata Rl. Sfruttando la
relazione 2.10 si avrà vg = AT vl,mg = AT ml,pg = AT pl,qg = AT ql e le equazioni 2.16 e
2.17 possono essere scritte come

∂

∂s

(
ATvl

)
+ ATpl = 0 (2.18)

∂

∂s

(
ATml

)
−ATHlvl + ATql = 0 (2.19)

dove Hl è la matrice delle componenti del tensore assiale associato al versore Ê1. A questo
punto è possibile integrare tali equazioni ed ottenere le seguenti espressioni per i carichi di
sezione agenti sulla pala

vl(s) = A

∫ R

s
ATplds̃ = 0 (2.20)

ml(s) = A

{∫ R

s
ATqlds̃−

∫ R

s
ATHlvlds̃

}
(2.21)

avendo sfruttato le condizioni al contorno di estremo libero per cui vl(R) = ml(R) = 0. Le
equazioni 2.20 e 2.21 sono le soluzioni generali per le relazioni di equilibrio di una trave ad
asse curvo, attraverso le quali è possibile ottenere i tagli e i momenti elastici di sezione cui
essa è soggetta. Una volta de�nite le relazioni sforzi-deformazioni e deformazioni-spostamenti, è
possibile ottenere le deformazioni elastiche della pala, ovvero gli spostamenti u, v, w e la torsione
φ.

Relazioni spostamenti-deformazioni

La relazione tra gli spostamenti e gli allungamenti per una trave soggetta a deformazioni modera-
te può essere ottenuta mediante la de�nizione del tensore delle deformazioni di Green-Lagrange,
il quale può essere calcolato in funzione del vettore posizione di un generico punto della trave
prima e dopo la deformazione. Esso sarà per un punto di coordinate (s, η, ζ), dove s è l'ascissa
curvilinea e η e ζ sono le coordinate rispetto gli assi principali della sezione della trave

~r(s, η, ζ) = ~re + ~rs = ~re + ηê2 + ζê3 (2.22)

mentre dopo la deformazione esso sarà

~R(s, η, ζ) = ~re + ~u+ ~Rs = ~re + uê1 + vê2 +wê3 +
(
ψuTφ

′ + v′sη + w′sζ
)
Ê1 + ηÊ2 + ζÊ3 (2.23)

dove ~r e ~R rappresentano rispettivamente il vettore posizione di un generico punto della sezione
della pala prima e dopo la deformazione mentre ~re è la posizione dell'asse elastico nella con�-
gurazione indeformata e ~u è lo spostamento dell'asse elastico. I vettori ~rs e ~Rs rappresentano
invece la distanza tra un generico punto della sezione trasversale della pala e l'asse elastico. Una
rappresentazione gra�ca della deformazione è presentata in Figura 2.4 per maggiore chiarezza.

In maniera analoga a quanto descritto nel Rif. [16] si considerano inoltre lo spostamento
dovuto alla funzione di warping associata alla torsione ψuT e le deformazioni di taglio v′s e w

′
s.

Il tensore delle deformazioni di Green-Lagrange in termini di componenti nel riferimento locale
indeformato Rl può essere de�nito come (con (ξ1, ξ2, ξ3) ≡ (s, η, ζ))

eij =
1

2

(
∂Ri
∂ξj
· ∂Rj
∂ξi
− ∂ri
∂ξj
· ∂rj
∂ξi

)
(2.24)
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Ê1
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Figura 2.4: Rappresentazione schematica della deformazione della pala.

Inoltre considerando la de�nizione ingegneristica delle deformazioni

εxx = e11

γxη = 2e12

γxζ = 2e13

(2.25)

si ottengono le espressioni �nali che de�niscono il legame tra spostamenti e deformazioni per
una trave monodimensionale, che dopo un troncamento al secondo ordine risultano essere

εxx = ũ′ +
ṽ′

2

2
+
w̃′

2

2
− ηk̄3 + ζk̄2 +

1

2

(
η2 + ζ2

)
k̄2

1 +
(
ψuTφ

′)
γxη = v′s cosφ+ w′s sinφ+ (ψuT,η − ζ)φ′

γxζ = v′s sinφ− w′s cosφ+ (ψuT,ζ + η)φ′

εηη ≈ εζζ ≈ γηζ ≈ 0

(2.26)

Dove k̄1, k̄2 e k̄3 sono le curvature di torsione, �ap e lag rispettivamente dell'asse elastico della

trave. Esse sono anche le componenti del vettore ~̄k = k̄1Ê1 + k̄2Ê2 + k̄3Ê3 cui è associata la
matrice delle curvature di deformazione

K̄ =
∂T

∂s
TT =

 0 k̄3 −k̄2

−k̄3 0 k̄1

k̄2 −k̄1 0

 (2.27)

Inoltre i termini ũ′, ṽ′, e w̃′ sono le componenti nel riferimento Rl della derivata prima rispetto
all'ascissa curvilinea del vettore spostamento dell'asse elastico ~u = uê1 + vê2 + wê3. Nell'ope-
razione di derivazione spaziale rispetto alla variabile s di ~u, occorre tenere conto che anche i
versori base sono funzione dell'ascissa curvilinea per cui si avrà:

∂~u

∂s
=

(
∂u

∂s
−K0u

)
ê1

ê2

ê3

 =
{
ũ′, ṽ′, w̃′

}
ê1

ê2

ê3

 (2.28)
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dove K0 è la matrice delle curvature dell'asse elastico indeformato. Derivando infatti i versori
di base del riferimento Rl si ha 

ê′1

ê′2

ê′3

 = K0


ê1

ê2

ê3

 (2.29)

Tale matrice si ottiene a partire dalla matrice A precedentemente de�nita mediante la relazione

K0 =
∂A

∂s
AT =

 0 k30 −k20

−k30 0 k10

k20 −k10 0

 (2.30)

Le relazioni esplicite tra la curvatura dell'asse elastico dovuta alla sola deformazione ~̄k e
le variabili del problema si ottengono dalla 2.27 una volta trovata l'espressione esplicita della
matrice T. Considerando gli spostamenti e le rotazioni dell'asse elastico dovuti alla deformazione
analogamente a quanto fatto nei Ri�. [1] e [14], e la de�nizione della matrice T data dalla 2.13,
questa al secondo ordine sarà

T =


1 ṽ′ w̃′

−
(
ṽ′ cosφ+ w̃′ sinφ

)
cos
(
φ̂+ ṽ′w̃′

)
sin φ̂

ṽ′ sinφ− w̃′ cosφ − sin
(
φ̂+ ṽ′w̃′

)
cos φ̂

 (2.31)

dove, analogamente a quanto fatto nel Rif. [14]

φ̂ = φ−
∫ s

0
ṽ′′w̃′dŝ (2.32)

Per cui la relazione tra spostamenti e curvature di deformazione sarà

k̄1 = φ̃′

k̄2 = ṽ′′ sinφ− w̃′′ cosφ

k̄3 = ṽ′′ cosφ+ w̃′′ sinφ

(2.33)

Una volta note le curvature di deformazione è possibile ricostruire il campo di spostamenti e
rotazioni cui è soggetta la pala, necessarie per il calcolo delle forzanti inerziali ed aerodinamiche.
La curvatura di deformazione, riportata nel riferimento pala indeformata, può essere decomposta
in un contributo lineare klin ed uno non lineare knlin:

k = klin + knlin (2.34)

E' interessante osservare che la parte lineare della curvatura può essere associata alla rota-
zione della sezione rispetto ad assi �ssi (ed in particolare alla terna locale indeformata), mentre
il contributo non lineare è legato ai termini addizionali che diventano non trascurabili quando le
rotazioni della sezione non possono essere considerate piccole e devono quindi essere considerate
rispetto agli assi ruotati (si vede ad esempio il Rif. [26]).

Viene ora introdotto ~θ, lo pseudovettore le cui componenti nel riferimento locale indeformato
sono proprio le rotazioni della sezione, legato alla parte lineare della curvature mediante la
relazione

klin =
∂~θ

∂s

∣∣∣∣∣
l−ind

(2.35)
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osservando che la derivata di ~θ per θ = ~θ
∣∣∣
l−ind

è

∂θ

∂s

∣∣∣∣
l−ind

=
∂θ

∂s
−K0θ = A

∂AT θ

∂s
(2.36)

la rotazione della sezione della trave sarà

θ = A

∫ s

0
ATklindŝ (2.37)

dove θ1 = φ e θ2, θ3 sono rotazioni della sezione associate alla �essione dell'asse elastico.
Richiamando ora la 2.28 e la de�nizione di εxx si ha

ũ =
∂u

∂s
−K0u = A

∂ATu

∂s
=


εxx − εn−linxx

ṽ′

w̃′

 (2.38)

Sotto l'ipotesi di indeformabilità a taglio, secondo un'approssimazione al secondo ordine, i ter-
mini la �essione dell'asse elastico è legata alle rotazioni della sezione mediante la seguente
espressione (vedi Rif. [26]){

ṽ′

w̃′

}
=

[
1 θ1

−θ1 1

]−1

{θ3 − θ1θ2/2− θ2 − θ1θ3/2} (2.39)

Relazioni carichi-deformazioni

Il modello utilizzato per de�nire i legami tra carichi e deformazioni utilizzato in questo lavoro è
basato su quanto descritto nei Riferimenti [16] e [17]. Esso include gli e�etti dovuti all'anisotropia
del materiale introdotti dall'utilizzo dei materiali compositi oggi largamente utilizzati per la
realizzazione di pale elicotteristiche. Per ottenere la relazione esplicita tra i carichi elastici di
sezione e le variabili del problema per una trave monodimensionale occorre integrare sulla sezione
trasversale gli sforzi agenti su di essa. Il legame tra tali sforzi e le deformazioni elastiche per
una pala realizzata in materiale composito è dato dalla seguente relazione

σxx
σxζ
σxη

 =

 Q11 Q15 Q16

Q15 Q55 Q56

Q16 Q56 Q66


εxx
εxζ
εxη

 (2.40)

dove Qij sono le rigidezze puntuali del materiale. Tali grandezze sono generalmente calcolate con
modelli FEM per l'analisi della sezione della pala. Le pale elicotteristiche di ultima generazione
sono realizzate generalmente in laminati di �bra di carbonio e resine epossidiche per cui tali
valori di rigidezza dipenderanno dal numero di strati utilizzati e dall'orientamento delle �bre.
Il calcolo di tali coe�cienti non è parte di questo lavoro e si considera come dato di input al
modello.

Si noti come nell'equazione precedente sia stato adottato un ordine delle variabili e una
numerazione che a prima vista risulta essere insolita. Tale ordine è comunemente utilizzato nei
modelli di trave (inclusi i riferimenti [16] e [17]) ed è conseguenza del fatto che la 2.40 deriva dalla
sempli�cazione delle relazioni sforzi-deformazioni complete, valide per un solido tridimensionale
(in cui la matrice Qij è una 6x6).
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Per ottenere le relazioni tra carichi di sezione e deformazioni occorre sostituire le relazioni
2.26 nella 2.40 ed integrare lungo la sezione trasversale della pala. Per i tagli si avrà:

Vx̄ =

∫∫
A
σxxd ηd ζ

Vη =

∫∫
A
σxηd ηd ζ

Vζ =

∫∫
A
σxζd ηd ζ

(2.41)

mentre la de�nizione dei momenti risultanti di sezione

Mx̄ =

∫∫
A

(ησxζ − ζσxη) dηdζ +

∫∫
A
k̄1σxx

(
η2 + ζ2

)
dηdζ

Mη =

∫∫
A
ζσxxdηdζ

Mζ = −
∫∫

A
ησxxdηdζ

(2.42)

Le relazioni che si ottengono tra carichi di sezione e le variabili del problema, incluse le defor-
mazioni di taglio risultano essere

Vx = EAu′e + EAk2
a

φ′2

2
− (EAcṽ

′′ cosφ+ w̃′′ sinφ) + EESc(v
′
s cosφ+ w′s sinφ)+

EESf (w′s cosφ− v′s sinφ) + EETφ̃′

Vy = EEScu
′
e +GAc(v

′
s cosφ+ w′s sinφ)− ECSf (ṽ′′ cosφ+ w̃′′ sinφ)

Vz = EESfu
′
e +GAf (w′s cosφ− v′s sinφ)− EFSc(w̃′′ cosφ− ṽ′′ sinφ)

Mx = GJφ̃′ + EETu′e + EAk2
au
′
eφ̃
′ − ETC(ṽ′′ cosφ+ w̃′′ sinφ) + ETF (ṽ′′ sinφ− w̃′′ cosφ)

My = EIf (ṽ′′ sinφ− w̃′′ cosφ) + EFSc(w
′
s cosφ− v′s sinφ) + ETFφ̃′

Mz = −EAcu′e + EIc(ṽ
′′ cosφ+ w̃′′ sinφ) + EFSf (w′s sinφ+ v′s cosφ)− ETCφ̃′

(2.43)
avendo posto

u′e = ũ′ +
ṽ′

2

2
+
w̃′

2

2
(2.44)

Tali relazioni possono essere scritte in forma compatta come

Vx̄

Vη

Vζ

Mx̄

Mη

Mζ


= [Kij ]



u′e

v′s

w′s

φ̃′

w̃′′

ṽ′′


(2.45)
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Gli integrali di sezione che appaiono nelle relazioni carichi-deformazioni (Eq. 2.52) sono de�niti
come segue:

i) le classiche caratteristiche di sezione,

EA =

∫∫
A
Q11dη dζ

EAc =

∫∫
A
Q11ηdη dζ

EAk2
A =

∫∫
A
Q11

(
η2 + ζ2

)
dη dζ

EIc =

∫∫
A
Q11η

2dη dζ

EIf =

∫∫
A
Q11ζ

2dη dζ

GJ =

∫∫
A

[
Q55 (ψuT,ζ + η)2 +Q66 (ψuT,η − ζ)2 + 2Q56 (ψuT,η − ζ) (ψuT,ζ + η) dη dζ

]
dη dζ

(2.46)

ii) le rigidezze legate al taglio

GAc =

∫∫
A
Q55dη dζ

GAf =

∫∫
A
Q66dη dζ

(2.47)

iii) le rigidezze di accoppiamento legate all'anisotropia del materiale

EESc =

∫∫
A
Q15dη dζ

EESf =

∫∫
A
Q16dη dζ

ECSf =

∫∫
A
Q16ηdη dζ

EFSc =

∫∫
A
Q15ζdη dζ

EET =

∫∫
A
Q15 (ψuT,ζ + η) +Q16 (ψuT,ζ − ζ) dη dζ

ETC =

∫∫
A
Q15 (ψuT,ζ + η) +Q16 (ψuT,ζ − ζ) ηdη dζ

ETF =

∫∫
A
Q15 (ψuT,ζ + η) +Q16 (ψuT,ζ − ζ) ζdη dζ

(2.48)
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A questo punto si utilizza il metodo di condensazione statica decritto nel Rif. [16] per elimi-
nare i gradi di libertà al taglio pur tenendo implicitamente conto degli e�etti di accoppiamento
tra le rigidezze relative a queste variabili e quelle e�ettive del problema. Esso consiste, di fatto,
nel risolvere il sistema di equazioni de�nito dalla 2.51 ponendo nulli i tagli, Vη e Vζ , piuttosto che
eliminare direttamente le deformazioni ad essi associate, e successivamente trovare una nuova
matrice di rigidezza modi�cata. 

u′e

v′s

w′s

φ̃′

w̃′′

ṽ′′


= [Kij ]

−1



Vx̄

Vη

Vζ

Mx̄

Mη

Mζ


(2.49)

eliminando quindi le righe relative a Vη e Vζ il sistema diventa

u′e

φ̃′

w̃′′

ṽ′′


=
[
K ′ij
]−1



Vx̄

Mx̄

Mη

Mζ


(2.50)

La matrice K ′ij è la matrice ridotta delle rigidezze che include anche gli e�etti dati dall'accop-
piamento tra le rigidezze di taglio e le altre rimaste. Per cui il legame �nale sforzi deformazioni
sarà dato dalla 2.51 ridotta 

Vx̄

Mx̄

Mη

Mζ


=
[
K ′ij
]


u′e

φ̃′

w̃′′

ṽ′′


(2.51)

Dalla procedura di condensazione statica, si ottengono le seguenti espressioni �nali dei carichi
di sezione

Vx = ĒAu′e + EAk2
a

φ′2

2
− (ĒAcṽ

′′ cosφ+ w̃′′ sinφ) + EETφ̃′

Mx = ḠJφ̃′ + EETu′e + EAk2
au
′
eφ̃
′ − ETC(ṽ′′ cosφ+ w̃′′ sinφ) + ETF (ṽ′′ sinφ− w̃′′ cosφ)

My = ĒIf (ṽ′′ sinφ− w̃′′ cosφ) + EFSc(w
′
s cosφ− v′s sinφ) + ETFφ̃′

Mz = −ĒAcu′e + ĒIc(ṽ
′′ cosφ+ w̃′′ sinφ) + EFSf (w′s sinφ+ v′s cosφ)− ETCφ̃′

(2.52)
Si noti come le sole rigidezze modi�cate dalla condensazione statica risultano essere solamente
quelle classiche mentre quelle di accoppiamento dovute all'anisotropia non vengono alterate da
tale processo.
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2.2.2 I carichi inerziali

Le forze inerziali agenti sulla sezione della pala, ~p in, secondo un approccio Newtoniano, saranno:

~p in = −
∫
A
ρ~a dη dζ (2.53)

dove ~a è l'accelerazione di un punto generico sulla pala

~a = ~ar + ~Ω× ~Ω× ~R+ 2~Ω× ~vr (2.54)

dove ~Ω è il vettore velocità angolare del rotore, ~R è il vettore che rappresenta la distanza di un
punto generico dal centro del mozzo nella con�gurazione pala deformata, mentre ~vr e ~ar sono
rispettivamente la velocità e l'accelerazione del medesimo relative nel riferimento rotante pala
indeformata Rl. Per ottenere le espressioni esplicite delle forze inerziali in funzione delle variabili
del problema, occorre esprimere l'accelerazione in funzione delle stesse. Il vettore posizione ~R
sarà:

~R = ~Re + ~Rs = (xl + u) ê1 + (yl + v)ê2 + (zl + w)ê3 + ηÊη + ζÊζ (2.55)

dove ~Re è il vettore posizione dell'asse elastico deformato e ~Rs il vettore che denota la distanza
tra l'asse elastico e un punto generico della sezione. xl, yl, zl, sono le componenti nel riferimento
Rl del vettore posizione dell'asse elastico nella con�gurazione indeformata

xl
yl
zl

 = Rgeom


x

vgeom
wgeom

 (2.56)

Le componenti del vettore ~R nel riferimentoRl, denominate rispettivamente Rx, Ry e Rz saranno

quindi (portando le componenti di ~Rs nel riferimento Rl attraverso la matrice T)

Rx = xl + u− ṽ′ (η cosφ− ζ sinφ)− w̃′ (η sinφ− ζ cosφ)

Ry = yl + v + η cosφ− ζ sinφ

Rz = zl + w + η sinφ+ ζ cosφ

(2.57)

Facendo la derivata temporale del vettore ~R è possibile ottenere le espressioni esplicite di velocità
ed accelerazione del generico punto della pala nella con�gurazione deformata. A questo punto,
sostituendo l'equazione 2.57 e le sue derivate temporali nella 2.54 e poi il tutto nella 2.53, si
ottengono le espressioni delle forze inerziali di sezione in termini delle variabili del problema u,
v, w e φ.

pinx = −
∫∫

A
ρaxdηdζ = m

[
−ü+ ΩxΩy (yl + v) +

(
Ω2
y + Ω2

z

)
(xl + u)− ΩzΩx (zl + w)

]
−2m (Ωyẇ + Ωz v̇)

piny = −
∫∫

A
ρaydηdζ = m

[
−v̈ + eφ̈ sinφ− ΩyΩz (zl + w + e sinφ) +

(
Ω2
x + Ω2

z

)
(yl + v + e cosφ)

−ΩxΩy (xl + u)] + 2m
[
Ωz

(
v̇′e cosφ+ ẇ′e sinφ− u̇

)
+ Ωx(ẇ + φ̇e cosφ)

]
pinz = −

∫∫
A
ρazdηdζ = m

[
−ẅ −meφ̈ cosφ− ΩxΩz (xl + u) +

(
Ω2
y + Ω2

z

)
(zl + w)− ΩyΩz (yl + v)

]
+2m (Ωyu̇− Ωxv̇)

(2.58)
dove

m =

∫∫
A
ρdηdζ me =

∫∫
A
ρηdηdζ (2.59)
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Per il calcolo dei momenti inerziali risultanti di sezione cui è soggetta la pala ~q in si considera la
legge di conservazione del momento della quantità di moto per cui varrà la relazione:

~q in =
∂~hg
∂t

+ ~e× ~p in (2.60)

dove ~e è il vettore eccentricità tra centro elastico e centro di massa. Considerando l'espressione
delle componenti del momento della quantità di moto hg nel riferimento pala deformata Rdef

hg = Jωdef (2.61)

per cui la 2.60 può essere riscritta in termini di componenti nel riferimento Rl come

qin = TT
(
Jω̇def + ωdef × hg

)
+
(
TTe

)
× p in (2.62)

dove J è la matrice di inerzia della sezione della pala rispetto al riferimento principale baricen-
trico, de�nita come

J =

 mk2
m −Jxη −Jxζ

−Jxη mk2
m1 −Jηζ

−Jxζ −Jηζ mk2
m2

 (2.63)

mentre ωdef e ω̇def sono rispettivamente la velocità e l'accelerazione angolare della generica
sezione della pala nella con�gurazione deformata, che conterrà quindi sia il contributo di tra-
scinamento dovuto al moto rigido del rotore sia il contributo dato dalle deformazioni elastiche
della pala. La ωdef risulta essere

~ωdef = ~Ω + ~ωcom + ~ωel (2.64)

dove il contributo del moto dovuto ai comandi avrà nel riferimento Rpi le componenti

ωcom =


δ̇

−β̇

γ̇

 (2.65)

mentre il contributo della deformazione elastica sarà, in termini delle variabili del problema (per
maggiori dettagli vedi Ri�. [14] e [27] )

ωel =


˙̃
φ

˙̃v′ sinφ− ˙̃w′ cosφ

˙̃v′ cosφ+ ˙̃w′ sinφ

 (2.66)

2.2.3 I carichi aerodinamici

Per applicazioni aeroelastiche sono stati introdotti nel modello i carichi aerodinamici. Sebbene
esistano e siano disponibili modelli aerodinamici decisamente accurati per questo applicazioni
elicotteristiche (si veda Rif.[25] ) in questo lavoro sono stati utilizzati modelli sempli�cati in
quanto caratterizzati da una elevata e�cienza computazionale (fondamentale nella procedura di
ottimizzazione). Forze e momenti risultanti di sezione sono stati ottenuti partendo un appros-
simazione quasi stazionaria (c(k)=1) del modello non stazionario di Greenberg (Rif. [28]) per
pro�li bidimensionali, con l'introduzione di diversi modelli di velocità indotta per tenere conto
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degli e�etti tridimensionali. Le componenti di forze e momenti nel riferimento locale pala inde-
formata Rl denominate rispettivamente paero e maero sono ottenute a partire dalle componenti
di tali carichi nel riferimento pala deformata

paero =


Lu
Lv
Lw

 = TT


0
T
S

 (2.67)

e analogamente per il momento aerodinamico

qaero =


qaerox

qaeroy

qaeroz

 = TT


Mφ

0
0

 (2.68)

Dalla teoria di Greenberg [28] e analogamente a quanto riportato nei Ri�. [27, 1] si ha per le
forze aerodinamiche:

T =
%Clαc

2

[
−UPUT +

c

2
ω UT −

c

4
U̇P +

( c
4

)2
ω̇

]

S =
%Clαc

2

[
U2
P −

c

2
ω UP −

Cd0
Clα

U2
T

] (2.69)

mentre per il momento aerodinamico rispetto al quarto di corda si ha

Mφ = −%Clαc
3

32

(
ω UT − U̇P +

3c

8
ω̇

)
(2.70)

Nelle equazioni precedenti UP e UT sono rispettivamente le componenti della velocità al quarto
di corda del pro�lo in direzione perpendicolare e tangenziale alla stessa nella con�gurazione
deformata, mentre ω e ω̇ sono le velocità angolari di sezione sempre nella con�gurazione pala
deformata, già de�nite nel paragrafo 2.2.2. Le componenti della velocità relativa tra pro�lo ed
aria nel riferimento deformato, UP e UT , saranno date da:

~vaero = ~Vava + ~v + ~vi (2.71)

dove ~Vava è la velocità di avanzamento e ~vi è il termine di velocità indotta che tiene conto degli
e�etti tridimensionali. Per la determinazione di quest'ultima sono stati utilizzati sia modelli
analitici sempli�cati (descritti nei Ri�. [29, 1]) che modelli di scia libera basati su formulazioni
BEM (si veda il Rif. [25]).

2.2.4 Implementazione numerica

Nella procedura numerica utilizzata per il solutore spettrale viene adottata una procedura detta
di eliminazione in cui assume l'inestensibilità assiale della pala. Matematicamente questo equi-
vale ad imporre εxx = 0 e a ricavare il grado di libertà assiale u a partire dalle altre variabili del
problema come mostrato nel Rif. [27]. Questa procedura è piuttosto di�usa in campo elicotte-
ristico in quanto non si perde nell'accuratezza della soluzione e si elimina un grado di libertà
dal problema. Il corrispondente sistema di equazioni è quello nell'equazione 2.21 le cui incognite
sono quindi v, w e φ.

Per descrivere la procedura di soluzione è conveniente riscrivere il problema nella forma

ml = min + maer (2.72)
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dove min e maer rappresentano i contributi inerziali e aerodinamici che compongono il RHS
dell'equazione 2.21. Il sistema di equazioni viene integrato spazialmente mediante un approc-
cio spettrale. Il primo passo consiste nella seguente rappresentazione della parte lineare delle
curvature di deformazione nel riferimento locale indeformato:

klin1(s, t) =

N1∑
n=1

αφn(t)ψφ
′
n (s) (2.73)

klin2(s, t) =

N2∑
n=1

αwn (t)ψw
′′

n (s) (2.74)

klin3(s, t) =

N3∑
n=1

αvn(t)ψv
′′
n (s) (2.75)

dove ψφn, ψ
v
n, ψ

w
n sono le funzioni di forma modali, le quali debbono essere scelte in maniera tale

che i corrispondenti spostamenti dell'asse elastico e la torsione (vedi la Sezione 2.2.1) soddis�no
le condizioni al contorno geometriche omogenee del problema speci�co in esame (si veda il Rif.
[27]). Si noti come nell'equazione 2.73 è stata utilizzata la derivata prima della ψφn in quanto
direttamente legata alla curvatura di torsione, k1, mentre nelle equazioni 2.74 e 2.75 sono state
utilizzate le derivate seconde delle ψvn, ψ

w
n in quanto direttamente legate alle curvature di �essione

dell'asse elastico k2 e k3. Il sistema di equazioni 2.72 viene successivamente proiettato sulle stesse
funzioni di forma utilizzate precedentemente per la rappresentazione spettrale∫ R

0
mlΨ

Tds =

∫ R

0
(min + maero) ΨTds (2.76)

dove

Ψ =


ψφ
′
n

ψw
′′

n

ψv
′′
n


La scelta di utilizzare come funzioni test le derivate prime e seconde delle funzioni di forma deriva
dall'equivalenza tra il sistema di equazioni si ottiene e quello che si otterrebbe dall'applicazione
di un approccio alla Raylegh-Ritz.

L'equazione 2.76 può essere riscritta come

fel(t,α) + fin(t,α) + faero(t,α) = 0 (2.77)

dove fel, fin e faero sono rispettivamente le forze elastiche, inerziali e aerodinamiche generalizzate
e α è il vettore in cui sono raccolte tutte le variabili Lagrangiane del problema, αvn, α

w
n , α

φ
n.

Il problema è un sistema di (Nv + Nw + Nφ) equazioni non lineari, dipendenti dal tempo le
cui incognite sono le ampiezze modali α che può essere applicato sia per analisi di risposta
aeroelastica sia per analisi di stabilità.

Risposta aeroelastica

La risposta aeroelastica periodica viene calcolata mediante un approccio di tipo Harmonic-
Balance. Questa è una tecnica adatta per l'analisi della soluzione asintotica (tempo che tende
all'in�nito) di equazioni di�erenziali forzate da carichi periodici, cosa che generalmente accade in
campo elicotteristico. L'Harmonic-Balance consiste in: (i) esprimere i termini che contribuisco-
no all'equazione 2.77 in serie di Fourier, (ii) uguagliare tutti i coe�cienti armonici corrispondenti
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e (iii) risolvere il sistema di equazioni che ne deriva, ora divenuto algebrico, in termini degli inco-
gniti coe�cienti di Fourier delle variabili Lagrangiane del problema. In particolare, esprimendo
α e f = fel + fin + faero in termini delle seguenti serie di Fourier

α(t) = α0 +
K∑
k=1

[αc
k cos(Ωkt) + αs

k sin(Ωkt)]

f(t) = f0 +
K∑
k=1

[f ck cos(Ωkt) + f sk sin(Ωkt)]

dove αc
k,α

s
k, f

c
k e f sk denotano le componenti coseno e seno della k-esima armonica di α e f ,

mentre Ωk = kΩ con Ω che rappresenta la frequenza fondamentale (la velocità angolare del
rotore ad esempio) l'equazione 2.77 diventa

f̂ (α̂) = 0 (2.78)

con α̂T = {α0 αc
1 αs

1 αc
2 αs

2 · · ·} e f̂T = {f0 f c1 f s1 f c2 f s2 · · ·}. A causa della presenza di
termini non lineari, l'equazione 2.78 deve essere risolta utilizzando una procedura iterativa, ed
in particolare viene utilizzato il metodo di Newton-Raphson. La soluzione del problema viene
ottenuta dalla convergenza della seguente procedura iterativa

α̂m = f̂m−1 − Ĵ−1
m−1 α̂m−1 (2.79)

dove m è il passo dell'iterazione e Ĵ è la matrice Jacobiana del sistema, che in questo lavoro
viene calcolata numericamente come

Ĵij =
∂f̂i
∂α̂j

Stabilità aeroelastica

La stabilità aeroelastica viene calcolata mediante l'analisi agli autovalori del seguente sistema di
equazioni linearizzate

M(α0, t) α̈ + C(α0, t) α̇ + K(α0, t)α = 0

dove α0 è la con�gurazione di riferimento (o di equilibrio) ottenuta dalla soluzione della 2.79.
Inoltre, M, C e K sono rispettivamente le matrici di massa, smorzamento e rigidezza, determi-
nate numericamente come

Mij =
∂fi
∂α̈j

∣∣∣∣
α0

; Cij =
∂fi
∂α̇j

∣∣∣∣
α0

; Kij =
∂fi
∂αj

∣∣∣∣
α0

dove (·)|α0
sta ad indicare α = α0.

2.3 Il solutore FEM

In questa sezione sono descritte la modellazione teorica/matematica e l'implementazione nume-
rica del solutore FEM per l'analisi strutturale ed aeroelastica di pale di rotore dalla geometria
complessa, caratterizzate da un asse elastico non rettilineo.

La formulazione utilizzata è basata su quella per pale ad asse elastico rettilineo presentata
nei Riferimenti [14] e [27], il cui modello strutturale è di trave non lineare (con approssimazione
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al secondo ordine), bi�esso-torsionale soggetta ai carichi inerziali dovuti al moto rotatorio della
pala. Le forzanti aerodinamiche sono ottenute da una approssimazione quasi-stazionaria di un
modello bidimensionale per pro�li sottili (Riferimenti [28] e [27]) con l'introduzione di un termine
di velocità indotta per tenere conto degli e�etti tridimensionali. Tale modello è stato adatto alla
modellazione di pale dall'asse elastico non rettilineo mediante l'implementazione all'interno del
software commerciale, basato sul metodo agli elementi �niti, COMSOL Multiphysics, di un -
elemento di trave locale arbitrariamente orientabile nello spazio, oltre alla opportuna de�nizione
dei carichi inerziali e aerodinamici di sezione.

Nei paragra� seguenti vengono descritte sia la formulazione matematica alla base del modello
che la strategia con cui questo è stato implementato numericamente.

2.3.1 Modello strutturale di pala

Le equazioni della dinamica strutturale della pala sono state ottenute in forma variazionale,
quindi debole (tipicamente utilizzata per applicazioni agli elementi �niti) a partire dal principio
di Hamilton che può essere enunciato come: il moto tra due istanti di tempo arbitrari t1 e t2 è
tale da rendere stazionario H rispetto ad una variazione arbitraria del moto che sia nulla in t1
e t2 con H de�nito come:

H =

∫ t2

t1
[(U − T )−W] dt (2.80)

la cui variazione prima è:

δH =

∫ t2

t1
[(δU − δT )− δW] dt (2.81)

dove U è l'energia elastica di deformazione, T è l'energia cinetica eW è il lavoro virtuale associato
alle forze esterne. Si andrà ora a de�nire in dettaglio ciascun termine delle equazioni 2.80 e 2.81.
La formulazione di seguito presentate è valida per travi snelle, omogenee ed isotrope. Si considera
che le caratteristiche di massa e rigidezza siano variabili lungo l'apertura, come anche la distanza
tra centro di massa e centro elastico (o�set di massa) e quella tra centro di �gura e centro elastico
(tensile o�set). Inoltre si ass

Energia elastica di deformazione

L'energia elastica di deformazione introdotta nell'equazione 2.80 può essere espressa in funzione
della de�nizione ingegneristica di sforzi e deformazioni come:

U =
1

2

∫ R

0

∫∫
A

(σxxεxx + σxηεxη + σxζεxζ) dηdζdx (2.82)

dove R è la lunghezza dell'asse elastico curvilineo della pala e A la l'area delle sezioni. Le
espressioni delle componenti del tensore delle deformazioni in funzione delle variabili del proble-
ma u, v, w e φ, sviluppate nel Riferimento [14], approssimate al secondo ordine e considerando
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warping nullo, risultano essere:

εxx = u′ +
v′2

2
+
w′2

2
+
(
η2 + ζ2

)(
θ′twφ

′ +
φ′2

2

)

−v′′ [ηcos (θtw + φ)− ζsin (θtw + φ)]− w′′ [η sin (θtw + φ)− ζcos (θtw + φ)]

εxη = −1

2
ζφ′

εxζ =
1

2
ηφ′

(2.83)

La prima variazione di U sarà quindi:

δU =
1

2

∫ R

0

∫∫
A

(σxxδεxx + σxηδεxη + σxζδεxζ) dηdζdx (2.84)

I legami costitutivi sforzi-deformazioni per travi snelle sotto le ipotesi di elasticità lineare e
materiale isotropo è rappresentato dalla legge di Hooke

σxx = Eεxx
σxη = Gεxη
σxζ = Gεxζ

(2.85)

Dove E e G sono rispettivamente il modulo di Young ed il modulo di elasticità tangenziale.
Sostituendo nell'equazione l'espressione esplicita delle deformazioni e le relazioni costitutive (Eq.
2.83 e ??) e considerando la pala come una serie di N elementi rettilinei si ottiene la seguente
espressione per la variazione dell'energia elastica di deformazione

δU =
N∑
i=1

∫ xi

xi−1

{
Vx̄
(
δu′ + v′δv′ + w′δw′

)
+ (Sx̄ + Tx̄) δφ′

+ [Mz̄cos (θtw + φ) +Mȳsin (θtw + φ)]
(
δv′′ + w′′δφ

)
+ [Mȳcos (θtw + φ) +Mz̄sin (θtw + φ)]

(
δw′′ − v′′δφ

)}
dx

(2.86)

Nell'equazione precedente è stato e�ettuato un raggruppamento tale da evidenziare le risultanti
degli sforzi e dei momenti di sezione nel sistema di riferimento solidale con la pala deformata,
Rdef le cui espressioni esplicite in funzione delle variabili del problema, dopo un'approssimazione
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al secondo ordine, sono le seguenti

Vx̄ =

∫∫
A
σxxdηdζ = EA

{
u′ +

v′2

2
+
w′2

2
+ k2

Aθ
′
twφ
′ − eA

[
v′′ cos (θtw + φ) + w′′ sin (θtw + φ)

]}

Sx̄ =

∫∫
A

(ησxζ − ζσxη) dηdζ = GJφ′

Tx̄ =

∫∫
A

(θtw + φ)′ σxx
(
η2 + ζ2

)
dηdζ = EAk2

A (θtw + φ)′
(
u′ +

v′2

2
+
w′2

2

)

Mȳ =

∫∫
A
ζσxxdηdζ = EIȳ

[
v′′sin (θtw + φ)− w′′cos (θtw + φ)

]

Mz̄ = −
∫∫

A
ησxxdηdζ = EIz̄

[
v′′cos (θtw + φ) + w′′sin (θtw + φ)

]
− EAeA

(
u′ +

v′2

2
+
w′2

2

)
(2.87)

Gli integrali di sezione non nulli che appaiono nell'equazione 2.87 sono de�niti come

A =

∫∫
A
dηdζ AeA =

∫∫
A
ηdηdζ

Ak2
A =

∫∫
A

(
η2 + ζ2

)
dηdζ J =

∫∫
A

(
η2 + ζ2

)
dηdζ

Iȳ =

∫∫
A
ζ2dηdζ Iz̄ =

∫∫
A
η2dηdζ

(2.88)

Gli altri integrali di sezione risultano essere nulli a causa dell'assunzione che la sezione sia
simmetrica rispetto all'asse η.

Energia cinetica

La variazione dell'energia cinetica che appare nell'equazione 2.81 può essere scritta come:

δT =

∫ R

0

∫∫
A
ρ~v · δ~v dη dζ dx (2.89)

dove ρ è la densità del materiale e ~v è la velocità di un punto arbitrario della trave rispetto ad
un sistema di riferimento inerziale che per una trave rotante sarà:

~v =
∂~r

∂t
+ ~Ω× ~r (2.90)

Nell'equazione precedente ~Ω è la velocità angolare della pala e ~r è il vettore posizione di un punto
generico della pala deformata. Esprimendo ~v in funzione delle variabili del sistema, integrando
per parti nel tempo e lungo la sezione della pala la δT può essere scritta come

δT =
N∑
i=1

∫ xi

xi−1

[
Z̄uδu+ Z̄vδv + Z̄wδw + Z̄φδφ

]
dx (2.91)

Le espressioni esplicite di Z̄u, Z̄v, Z̄w e Z̄φ in funzione delle variabili del problema, come anche
i passaggi per giungere ad esse, risultano essere decisamente lunghi. Questa procedura è stata
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presentata per completezza e correttezza teorica del principio di Hamilton. Tali espressioni
possono essere ricavate anche a partire dal calcolo forze e momenti inerziali (~p in ~q in) seguendo
un approccio Newtoniano, considerando la seguente equivalenza (si veda il Rif. [14]):

Z̄u = pinx

Z̄v = piny − qinz
′

Z̄w = pinz + qiny
′

Z̄φ = qinx + v′qiny + w′qinz

(2.92)

dove pinx , p
in
y , p

in
z e qinx , q

in
y , q

in
z sono le componenti dei vettori ~p in e ~q in (forze e momenti inerziali)

nel riferimento RlFEM . Tale approccio risulta essere più conveniente, in quanto consente di non
dover calcolare tutti i termini esplicitamente ma di ottenerli come prodotti tra matrici e vettori.
Esso è stato descritto in maniera esaustiva nella sezione 2.2.2.

Rispetto ai carichi inerziali sviluppati per il solutore spettrale, quelli utilizzati nel solutore
FEM di�eriscono per i) l'utilizzo della matrice TFEM al posto della matrice T, e ii) per le
componenti delle derivate spaziali delle variabili del problema. Nel solutore spettrale, infatti, le
componenti nel riferimento locale pala indeformata curvilineoRl delle derivate rispetto all'ascissa
curvilinea s sono denominate come ũ′, ṽ′, w̃′ e φ̃′ in quanto contengono anche il contributo della
curvatura dell'asse elastico (vedi il solutore spettrale per maggiori dettagli 2.2), cosa che invece
non accade per le componenti nel riferimento RlFEM che è cartesiano ortogonale.

2.3.2 I carichi aerodinamici

Il lavoro virtuale compiuto da forze e momenti aerodinamici può essere ottenuto come

δW =

∫ R

0
(Luδu+ Lvδv + Lwδw +Mφδφ) dx (2.93)

dove Lu, Lv, Lw sono i carichi risultanti di sezione agenti rispettivamente lungo x,y e z e Mφ il
momento torcente rispetto all'asse elastico. Per le espressioni esplicite delle forzanti aerodina-
miche si rimanda al paragrafo 2.2.3. Le di�erenze tra i due solutori sono le medesime descritte
nel precedente paragrafo relativo ai carichi inerziali.

2.3.3 Implementazione in COMSOL Multiphysics

COMSOL Multiphysics è un software commerciale per l'analisi FEM di un vasto range di pro-
blemi riguardanti l'ingegneria e la �sica (come ad esempio la meccanica strutturale, l'acustica,
la �uidodinamica, il trasferimento di calore e altri). Una delle caratteristiche più interessanti
di questo software è che esso consente una interazione profonda con l'utente. In particolare,
risulta utile ai �ni del presente lavoro la possibilità di creare modelli di elemento-�nito basati
su equazioni de�nite dall'utente oppure di modi�care le equazioni di un modello prede�nito. Il
modello strutturale ed aeroelastico di pala di rotore descritto nelle sezioni precedenti, è stato
implementato in COMSOL Multiphysics, modi�cando il modello di trave di Eulero-Bernoulli 3D
disponibile nel modulo della Meccanica Strutturale principalmente per due ragioni: (i) il l'ele-
mento di trave Eulero-Bernoulli 3D ha gli stessi gradi di libertà del modello di pala che vuole
implementare e, (ii) le trasformazioni tra riferimento globale e riferimenti locali sono disponibili
automaticamente in quanto intrinsechi al metodo FEM.

Le funzioni di forma utilizzate sono quelle tipiche per una trave, ovvero dei polinomi di
Hermite del terzo ordine per i gradi di libertà a �essione, e polinomi del primo ordine per i gradi
libertà assiale di torsione.
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Il modello di pala di rotore è stato implementato per analisi transitorie così da consentire, sia
l'analisi statica che quella dinamica come anche l'analisi agli autovalori. I termini dell'equazione
2.86 come anche i carichi inerziali, sono stati sostituiti alle espressioni prede�nite del modello
Eulero-Bernoulli 3D (denominate rispettivamente weak, termini tempo-costanti, e dweak, ter-
mini tempo-varianti), mentre i carichi aerodinamici sono stati introdotti come forzanti esterne.
Nel seguire questa strategia implementativa è stato sfruttato il fatto che, essendo le matrici
assemblate con metodi perturbativi, anche le forzanti esterne, se funzione dei gdl del problema,
contribuiscono alle matrici stesse (si veda il Rif.[30] per ulteriori dettagli).

Dato che il problema in oggetto è non lineare per l'analisi agli autovalori è stata utilizzata la
seguente procedura di soluzione: viene prima calcolata la soluzione all'equilibrio e successivamen-
te viene imposto al solutore agli autovalori di utilizzare la soluzione di equilibrio precedentemente
calcolata come punto di linearizzazione per le equazioni perturbate.

2.4 Validazione del solutore FEM

In questa sezione vengono presentate diverse analisi eseguite con il solutore FEM per riprodurre
risultati numerici e sperimentali disponibili in letteratura con l'obiettivo di validare il solutore
sviluppato. La validazione è stata eseguita mediante analisi di risposta a carichi stazionari,
analisi delle frequenze naturali della pala in vacuo e analisi di stabilità aeroelastica per un rotore
in condizioni di hover.

2.4.1 Risposta statica

Per prima cosa è stata eseguita un'analisi di risposta ad un carico stazionario per la pala inca-
strata alla radice, non rotante, descritta nel Riferimento [31]. Nello speci�co questa è una lamina
realizzata in alluminio 7075 con sezione rettangolare di lunghezza R = 20 in, corda e spessore
uniformi pari a c = 0.5 in e spessore t = 0.125 in rispettivamente. Le analisi eseguite sono
relative alla determinazione della deformazione della pala sotto l'azione combinata del proprio
peso e di un carico d'estremità P che viene fatto variare da 1 a 3 lbs. Nelle �gure 2.5-2.7 sono
mostrati i confronti tra i risultati ottenuti con il solutore FEM ed i dati numerici e sperimentali
presentanti nel Riferimento [31] considerando una variazione dell'angolo di pitch della lamina
θ ∈ [0◦, 90◦] (si noti che in questo caso per θ = 0 la corda è allineata con la verticale). In
particolare, nelle Figure 2.5 e 2.6, sono mostrati gli spostamenti �essionali all'estremità della
pala, v e w, in direzione degli assi principali della sezione (con v che identi�ca lo spostamento
nella direzione parallela alla corda), mentre, in Figura 2.7 è mostrata la torsione geometrica della

sezione d'estremità, de�nita come φ̂ = φ+

∫ x

0
v
′
w
′′
dx (si vedano in Ri�. [31, 14] per maggiori

dettagli). Dalle Figure 2.5-2.7 si può osservare come vi sia una buona correlazione tra i risultati
ottenuti con il solutore FEM e dati di riferimento (e in particolare con quelli sperimentali), per
quasi tutte le combinazioni di carico e angolo di pitch esaminate. Coerentemente con le approssi-
mazioni adottate nel modello (campo delle moderate deformazioni) la correlazione tra i risultati
tende a degradare quando le deformazioni diventano grandi (in particolare si osservi Fig.2.5 per
wtip > 4 in, che corrisponde ad uno spostamento adimensionale pari a wtip/R > 0.2). Inoltre si
può osservare come nelle Figure 2.6-2.7 i risultati ottenuti con il solutore FEM siano più vicini
a quelli sperimentali di quelli numerici presentati in [31], e questo è particolare evidente per
l'analisi della torsione di Figura 2.7. Si noti che nelle Figg. 2.6-2.7 i segmenti verticali indicano
l'intervallo di incertezza delle misure sperimentali.
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Figura 2.7: Torsione geometrica al tip rispetto all'angolo di pitch - analisi parametrica rispetto
al carico P
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2.4.2 Analisi in vacuo

Successivamente è stata eseguita un'analisi delle frequenze proprie in vacuo per la pala, caratte-
rizzata da un angolo di freccia alla sua estremità, descritta nel Rif. [13]. La pala è realizzata in
alluminio 7075 e presenta un raggio totale di R = 40 in, incluso un tratto di rhub = 2.5 in corri-
spondente alla lunghezza del mozzo. La parte rettilinea della pala ha una lunghezza di 31.5 in
mentre il restante tratto di lunghezza 6 in è caratterizzato da angolo di freccia(tratto pari al
15% del raggio totale). La sezione è rettangolare, caratterizzata da corda e spessore uniformi
pari rispettivamente a c = 10 in e t = 0.063 in.

Nelle Figure 2.8-2.10 sono mostrati i confronti tra i risultati ottenuti con il solutore FEM , i
risultati numerici presentati nel Riferimento [13] e quelli sperimentali descritti nel Riferimento
[32]. Nel dettaglio, in Figura 2.8 sono rappresentate le frequenze fondamentali di vibrazione
adimensionali della pala rotante in funzione della velocità di rotazione, in Figura 2.9 sono pre-
sentate le frequenze naturali di vibrazione per il caso di pala non rotante al variare dell'angolo
di freccia, mentre in Fig. 2.10 è analizzato l'e�etto dell'angolo di freccia sulle frequenze proprie
della pala rotante (si noti che sia le frequenze che la velocità di rotazione sono adimensionalizzate
rispetto alla velocità di rotazione nominale del rotore Ω = 750 rpm). Dalle �gure presentate si
può osservare come ci sia un ottimo accordo tra i risultati ottenuti con il solutore FEM e quelli
numerici e sperimentali dei Riferimenti [13, 32]. Ciò dimostra la capacità del solutore svilup-
pato di predire correttamente sia gli e�etti dovuti alla rotazione che quelli dovuti alla presenza
della freccia al tip sulle frequenze di vibrazione della pala, ed in particolare l'accoppiamento che
quest'ultima induce tra i modi di �appeggio e quelli di torsione.

In�ne è interessante osservare come l'elevata in�uenza dell'angolo di freccia sulla frequen-
za del modo di torsione sia ben catturata dal solutore FEM come mostrato in Figura 2.10.
Quell'andamento è dato dalla combinazione tra l'e�etto irrigidente dato dal campo centrifu-
go denominato tennis-racket e�ect e dall'aumento dell'inerzia a torsione, entrambi dovuti alla
presenza del tratto a freccia.
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2.4.3 Analisi aeroelastica in hover

In questo paragrafo vengono presentati risultati relativi ad analisi di tipo aeroelastico per diverse
con�gurazioni di rotori. Tali analisi riguardano sia la determinazione della risposta stazionaria
e l'analisi di stabilità di un rotore hingeless con asse elastico rettilineo sia un'analisi di stabilità
per la caratterizzazione aeroelastica di una pala con angoli di freccia e diedro alla sua estremità.
Inizialmente è stato analizzato il rotore sti�-in-plane con asse elastico rettilineo descritto nel
Riferimento [27]. Esso è caratterizzato da una pala senza o�set e con angolo di precone nullo, le
cui caratteristiche sono riassunte nella tabella 2.2, dove per i parametri adimensionali di rigidezza
si ha

EIz′

mΩ2R4
=
ωvNR
β4

1

,
EIy′

mΩ2R4
=
ωwNR
β4

1

,
GJ

mΩ2R2k2
m

=
ωφNR
γ2

1

dove β1 e γ1 sono gli autovalori del primo modo a �essione e a torsione di una trave incastra-
ta/libera non rotante e pari rispettivamente a 1.875 e π/2. Tra le frequenze adimensionali non
rotanti (caratterizzate dal pedice NR ) e quelle rotanti esiste una relazione riportata, per trave
non svergolata uniforme ed incastrata, riferimento [27]. In Figura 2.11 è presentata la risposta
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ωv 1.5 γ 5.0
ωw 1.15 σ 0.10
ωφ 5.0 c/R π/40

(kA/km)2 1.5 clα 6.283
km/R 0.025 cd0/clα 0.01/6.283
km1/km2 0.0

Tabella 2.2: Dati del rotore hingeless utilizzato per confronto con i Ri�. [27] e [1]
. Pala ad asse rettilineo.

stazionaria in termini di spostamenti di �ap, lag e torsione della sezione d'estremità della pala
per diversi valori dell'angolo di collettivo. Nelle successive Figure 2.12 e 2.13 sono presentati i
risultati dell'analisi agli autovalori eseguita attorno alla con�gurazione di equilibrio di Fig.2.11,
in termini di frequenze proprie e smorzamenti modali rispettivamente.
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Figura 2.12: Andamento delle frequenze adimensionali al variare dell'angolo di collettivo

Dall'osservazione delle Figure 2.11-2.13 si evince un'ottima correlazione tra i risultati otte-
nuti con il solutore FEM e quelli presentanti nei riferimenti [1, 27] relativi alla stessa pala. I
risultati mostrati mettono in evidenza come l'inclusione dell'aerodinamica nel sistema introduce
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Figura 2.13: Andamento degli smorzamenti modali al variare dell'angolo di collettivo

ωf 1.12/rev clα 2π
ωl 0.731/rev cd0 0.01
ωt 3.875/rev CT 0.005

(kA/km)2 0.5259 σ 0.07
km1/R 0.0 γ 5.5
km2/R 0.02 Npale 4
c/R 0.055

Tabella 2.3: Caratteristiche adimensionali del rotore utilizzato per il confronto con il Rif. [1].
Con�gurazione di riferimento

dello smorzamento nella dinamica della pala e come questo dipenda sensibilmente dall'angolo di
collettivo.

Viene ora presa in esame la pala descritta nel Riferimento [1] caratterizzata dalla presenza
di angoli di freccia e di diedro alla sua estremità. Questa è caratterizzata da o�set e angolo di
precone nulli ed il tratto d'estremità cui sono applicati gli angoli di freccia e diedro è pari al 10%
del raggio.

Le caratteristiche del rotore in esame, descritte nel Riferimento [1], sono riportate nella
Tabella 2.3. Le proprietà strutturali della pala sono fornite in termini di frequenze adimensionali
della pala rettilinea rotante. Nelle Figure 2.14 e 2.14, sono presentati i risultati dell'analisi
di stabilità aeroelastica in funzione dell'angolo di freccia Λs. In particolare le Figure 2.14 e
2.14 riguardano il confronto tra le frequenze proprie e gli smorzamenti modali ottenuti con il
solutore FEM ed i dati numerici del Riferimento [1], rispettivamente. Viene ora considerata
una pala caratterizzata dalle caratteristiche strutturali modi�cate, tali per cui, la frequenza
adimensionale associata primo modo di torsione sia prossima alla frequenza del secondo modo
�essionale (questa viene posta pari a ωt1 = 3.263/rev come indicato nel Rif.[1]). Nelle Figure
2.16 e 2.17 sono presentati, rispettivamente, i confronti tra i risultati in termini di frequenze
proprie e gli smorzamenti modali ottenuti con il solutore FEM e quelli del Riferimento [1] al
variare dell'angolo di freccia per la con�gurazione modi�cata.

Dai confronti presentati nelle Figure 2.14-2.17 si può osservare un ottimo accordo tra i
risultati ottenuti con il solutore FEM e i dati numerici del Riferimento [1]. In particolare il
solutore sviluppato è in grado di analizzare correttamente gli e�etti sulla stabilità aeroelastica
della pala dovuti alla presenza della freccia all'estremità, i quali sono stati particolarmente
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Figura 2.15: Andamento degli smorzamenti modali adimensionali rispetto all'angolo di freccia.
Confronto con il Rif.[1]
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Figura 2.17: Andamento degli smorzamenti modali adimensionali rispetto all'angolo di freccia -
con�gurazione modi�cata. Confronto con il Rif.[1]

enfatizzati dall'analisi presentata nelle Figure 2.16 e 2.17 in cui le proprietà modi�cate della
pala hanno avuto un e�etto destabilizzante causato da una coalescenza di frequenze.

In�ne, è stato analizzato l'e�etto dell'angolo di diedro ΛA all'estremità della pala. Anche
in questo caso la lunghezza del tratto che viene ruotato è pari al 10% del raggio. Nelle Figu-
re 2.18-2.19 sono presentati, rispettivamente, i risultati dell'analisi di stabilità aeroelastica in
termini le frequenze proprie e gli smorzamenti modali al variare dell'angolo di diedro, mentre
nelle successive Figure 2.20 e 2.21 sono mostrati i risultati della medesima analisi per una con-
�gurazione di pala modi�cata, caratterizzata da una frequenza torsionale adimensionale pari a
ωt1 = 4.34/rev (come indicato nel Rif.[1]), prossima alla frequenza propria del secondo modo di
�essionale di lag e tale da indurre anche in questo caso coalescenza di frequenze tra i due modi
accoppiati. Anche in questo caso i risultati ottenuti con il solutore FEM sono in buon accordo
con quelli presentati nel Rif. [1], dimostrando la capacità del solutore sviluppato di catturare
correttamente gli e�etti dovuti alla presenza dell'angolo di diedro all'estremità della pala.
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Figura 2.19: Andamento degli smorzamenti modali adimensionali rispetto all'angolo di diedro.
Confronto con il Rif.[1]
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Figura 2.20: Andamento delle frequenze proprie adimensionali rispetto all'angolo di diedro -
con�gurazione modi�cata. Confronto con il Rif.[1]
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Figura 2.21: Andamento degli smorzamenti modali adimensionali rispetto all'angolo di diedro -
con�gurazione modi�cata. Confronto con il Rif.[1]
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2.5 Validazione del solutore spettrale

La validazione del solutore spettrale è stata eseguita mediante confronti sia con il solutore
FEM sviluppato nel presente lavoro (la cui validazione è presentata nella Sezione 2.4), che con
dati numerici e sperimentali disponibili in letteratura. Questi sono relativi ad analisi di tipo
stazionario, analisi di dinamica libera ed analisi di risposta e stabilità aeroelastica (sia in hover
che in volo avanzato) di rotori caratterizzati da un asse elastico non rettilineo. Si noti che nelle
�gure di questa sezione, il solutore spettrale è etichettato come Galerkin.

In tutte le analisi eseguite in questa sezione (eccetto i casi in cui diversamente indicato) sono
state utilizzate nove funzioni di forma per ciascun grado di libertà del problema.

2.5.1 Confronti con il solutore FEM

Inizialmente, il presente solutore spettrale è stato validato rispetto al solutore FEM. La prima
analisi consiste nella determinazione della risposta stazionaria di una pala non rotante con freccia
le cui caratteristiche sono riportate in Tabella 2.4. Tale pala è soggetta ad una freccia pari a

R 4.741m GJ 13913Nm2

c 0.395m m 6.46kg/m

EIη 51600Nm2 mkm1 0.0157kgm

EIζ 143441Nm2 mkm2 0.063kgm

Tabella 2.4: Caratteristiche del rotore per il confronto con il solutore FEM

Λs = 11.3deg per un tratto all'estremità di lunghezza pari al 50% del raggio totale. I carichi
esterni applicati sono forze e momenti distribuiti, stazionari le cui componenti nel riferimento
locale indeformato sono

p1 = p2 = p3 = 150N/m; q1 = q2 = q3 = 100N

Nelle Figure 2.22-2.23 è riportato il confronto tra le soluzioni stazionarie ottenute con il solutore
spettrale e quelle ottenute con il solutore FEM. In particolare in Fig. 2.22 sono mostrate le
de�essioni (discontinue) di �ap e lag mentre in Fig. 2.23 la torsione (discontinua), in termini di
componenti nel riferimento locale indeformato Rl.
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Nonostante le deformate presentate nelle Figure 2.22-2.23 presentino delle discontinuità geo-
metriche i risultati ottenuti con i due solutori sono praticamente coincidenti, dimostrando così
la capacità del solutore spettrale sviluppato di modellare discontinuità geometriche in maniera
analoga ad un solutore FEM. E' opportuno osservare come, sebbene siano state utilizzate funzio-
ni di forma continue per le rappresentazione spettrale delle curvature di deformazione dell'asse
elastico, si è riusciti a catturare correttamente le discontinuità delle corrispondenti deformazioni,
grazie alla presenza della matrice A nelle espressioni che legano la curvatura alle deformazioni
descritte nella Sezione 2.2.1. Nella presente analisi con il solutore spettrale, sono state utilizzate
9 funzioni di forma per ogni grado di libertà.

Inoltre, a dimostrazione delle ottime capacità di convergenza del solutore spettrale anche in
presenza di discontinuità geometriche della soluzione è stata eseguita un'analisi di convergenza
rispetto al numero di funzioni di forma modali utilizzate. In Figura 2.24 è presentata tale analisi
per la deformata di torsione, quella in cui la discontinuità è più evidente. Dalla Figura 2.24 si
può osservare come le due soluzioni presentate siano quasi indistinguibili. Si noti che sono stati
riportate solo le con�gurazioni estremali con 3 e 14 funzioni di forma per ragioni di chiarezza
dell'immagine.
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Figura 2.23: Pala con freccia, soggetta a carico stazionario: deformazione di torsione. Ω = 0
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Sulla medesima pala �n'ora considerata per il confronto con il solutore FEM, viene ora
eseguita un'analisi sulle frequenze proprie di vibrazione in vacuo. Nella Figura 2.25 sono pre-
sentante le frequenze proprie (adimensionalizzate rispetto a Ω del caso rotante) per la pala non
rotante, mentre nelle Figure 2.26 e 2.27 sono riportati, rispettivamente, i risultati relativi alla
risposta all'equilibrio e all'analisi agli autovalori considerando una velocità di rotazione pari a
Ω = 40.123 rad/s.

 0

 1

 2

 3

 4

 5

 6

1
st

 F 1
st

 L 2
nd

 F 2
nd

 L 1
st

 T 3
rd

 F

F
re

q
u

e
n

z
e

 a
d

im
e

n
s
io

n
a

li

Solutore FEM
Galerkin

Figura 2.25: Frequenze naturali per pala con freccia. Confronto con il solutore FEM. Ω = 0
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Figura 2.26: Risposta all'equilibrio per pala, con freccia. Confronto con il solutore FEM. Ω = 0
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40.123 ras/s

43



I confronti presentati nelle Figure 2.25-2.27, mostrano come ci sia ottima correlazione tra
risultati ottenuti con il solutore spettrale e quelli ottenuti con il solutore FEM, sia per la risposta
all'equilibrio che per le frequenze proprie di vibrazione.

2.5.2 Analisi in vacuo

Viene ora analizzata l'in�uenza dell'angolo di freccia al tip, Λs, e della rotazione sulle frequenze
proprie di vibrazione in-vacuo, per la pala descritta nei Riferimenti [32, 13]. Tale confronto è
già stato eseguito per la validazione del solutore FEM nella sezione 2.4, dove sono riportate le
caratteristiche della pala in esame.

Nella Figura 2.28 è presentato l'andamento delle frequenze proprie in funzione della velocità
di rotazione del rotore, mentre, in Figura 2.29 è mostrato l'andamento delle stesse al variare
dell'angolo di freccia a Ω = 0. Nella Figura 2.30, è stato invece considerato l'e�etto della freccia
per una pala rotante (ad una velocità di rotazione pari a Ω = 750 rpm come indicato nei Ri�.
[32, 13]), in-vacuo, sempre rispetto alle frequenze proprie di vibrazione.
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Figura 2.28: Andamento delle frequenze proprie adimensionali rispetto alla velocità di rotazione.
ΛS = 0
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Figura 2.29: Andamento delle frequenze proprie adimensionali rispetto all'angolo di freccia.
Ω = 0

Dalle Figure 2.28-2.30 si può osservare come ci sia un'ottima correlazione tra i risultati
ottenuti con il presente solutore ed i dati sia numerici che sperimentali riportati rispettivamente
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Figura 2.30: Andamento delle frequenze proprie adimensionali rispetto all'angolo di freccia.
Ω = 750rpm

nei Riferimenti [32] e [13], dimostrando, quindi, come il solutore spettrale sia in grado di predire
correttamente gli e�etti dovuti alla presenza di freccia al tip per una pala rotante, in vacuo, sulle
frequenze proprie di vibrazione.

2.5.3 Analisi aeroelastica

Dopo aver validato con successo il solutore spettrale in assenza di aerodinamica, viene in�ne
eseguita una serie di analisi aeroelastiche sia in hover che in volo avanzato.

Analisi in hover

La prima analisi presentata, consiste nel ripetere il confronto già eseguito per la validazione del
solutore FEM, con i risultati numerici presentati nel Rif. [1], relativo alla valutazione dell'in-
�uenza degli angoli di freccia e diedro al tip sulla stabilità aeroelastica della pala. Il rotore
utilizzato in questa analisi è quello già descritto nella Sezione 2.4.3 le cui caratteristiche sono
riportate nella Tabella 2.3. Il tratto d'estremità di tale pala lunghezza pari al 10% del raggio è
soggetto e freccia e diedro. Nelle Figure 2.31 e 2.32, sono presentati i risultati relativi all'anda-
mento delle frequenze proprie e degli smorzamenti modali adimensionali rispetto all'angolo di
freccia per la con�gurazione di riferimento, mentre nelle successive Figure 2.33 e 2.34 viene inve-
stigata l'in�uenza, sempre dell'angolo di freccia, sulla parte reale e immaginaria degli autovalori,
considerando però una pala con rigidezza di torsione modi�cata. In particolare, la con�gurazione
analizzata è caratterizzata da una frequenza adimensionale del primo modo di torsione pari a
ωt1 = 3.263/rev, come indicato nel Riferimento [1]. Tale valore induce, instabilità aeroelatica
dovuta alla coalescenza tra le frequenze del primo modo di torsione del secondo modo di �ap.

Viene ora considerata l'in�uenza dell'angolo di diedro sugli autovalori della pala sia per la
con�gurazione di riferimento che per una con la rigidezza di torsione modi�cata (con una corri-
spondente frequenza pari a ωt1 = 4.34/rev, come indicato nel Rif.[1]. In particolare, nelle Figure
2.35-2.36 e 2.37-2.38, sono presentati rispettivamente, gli andamenti delle frequenze proprie e
degli smorzamenti modali adimensionali per la con�gurazioni di base e modi�cata. Anche in
questo caso la rigidezza di torsione è stata modi�cata per rendere la relativa ωt1 prossima alla
frequenza propria del secondo modo di lag, così da indurre coalescenza di frequenze tra i due
modi che risultano essere fortemente accoppiati.
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Figura 2.31: Andamento delle frequenze proprie adimensionali rispetto all'angolo di freccia.
Confronto il Rif. [1] - Con�gurazione di riferimento
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Figura 2.32: Andamento degli smorzamenti modali adimensionali rispetto all'angolo di freccia.
Confronto il Rif. [1] - Con�gurazione di riferimento
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Figura 2.33: Andamento delle frequenze proprie adimensionali rispetto all'angolo di freccia.
Confronto il Rif. [1] - Con�gurazione modi�cata (ωt1 = 3.263/rev)
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Figura 2.34: Andamento degli smorzamenti modali adimensionali rispetto all'angolo di freccia.
Confronto il Rif. [1] - Con�gurazione modi�cata (ωt1 = 3.263/rev)
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Figura 2.35: Andamento delle frequenze proprie adimensionali rispetto all'angolo di diedro.
Confronto il Rif. [1] - Con�gurazione di riferimento
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Figura 2.36: Andamento degli smorzamenti modali adimensionali rispetto all'angolo di diedro.
Confronto il Rif. [1] - Con�gurazione di riferimento
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Figura 2.37: Andamento delle frequenze proprie adimensionali rispetto all'angolo di diedro.
Confronto il Rif. [1] - Con�gurazione modi�cata (ωt1 = 4.34/rev)
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Figura 2.38: Andamento degli smorzamenti modali adimensionali rispetto all'angolo di diedro.
Confronto il Rif. [1] - Con�gurazione modi�cata (ωt1 = 4.34/rev)

Dalle Figure 2.31-2.38 si può osservare come ci sia una correlazione molto buona tra i risultati
ottenuti con il solutore spettrale e quelli presentati nel Riferimento [1] per tutte le con�gurazioni
esaminate. Qualche piccola discrepanza si risconta su alcuni smorzamenti modali, che non in�cia
comunque la qualità complessiva dei risultati. Considerando che la valutazione di questi ultimi
è molto sensibile ai modelli strutturali ed aerodinamici utilizzati come anche alle condizioni di
trim considerate, tali di�erenze possono essere attribuite a piccole di�erenze tra i due modelli
aeroelastici; queste poi, possono essere state ampli�cate dal forte accoppiamento tra i gradi di
libertà in presenza di freccia e diedro al tip.

In generale, comunque, il solutore spettrale dimostra di essere in grado di predire con ac-
curatezza l'in�uenza di freccia e diedro sulla stabilità aeroelastica anche nei casi con rigidezza
torsionale modi�cata, in cui cui si manifesta un'instabilità aeroelastica dovuta a coalescenza di
frequenze.

Analisi in avanzamento

Viene in�ne eseguita la validazione del solutore spettrale per un rotore in volo di avanzamento.
In particolare, in questa sezione viene presentata un'analisi aeroelastica, in termini di determina-
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zione della risposta all'equilibrio e di calcolo dei carichi vibratori trasmessi al mozzo, del rotore
soft-inplane descritto nel Rif. [1], in volo di avanzamento a µ = Vava/ΩR = 0.30. Si tratta di
un rotore quadripala con pale ad asse elastico rettilineo, le cui caratteristiche, similari a quelle
del rotore di un Bo-105, sono riassunte nella Tabella 2.5. Questa è anche la con�gurazione di ri-
ferimento utilizzata nel processo di progettazione ottimizzata illustrato nella sezione successiva.

EIη/m0Ω2R4 0.0106 γ 5.5

GJ/m0Ω2R4 0.001473 c/R 0.055

EIζ/m0Ω2R4 0.0301 Clα 6.25

(kA/km)2 0.5259 CD0 0.01
km1/R 0.02 σ 0.07
km2/R 0.0 CT 0.005

Tabella 2.5: Caratteristiche del rotore soft-inplane utilizzato per l'analisi aeroelastica in
avanzamento

Non avendo a disposizione una procedura per la determinazione delle condizioni di trim del
velivolo come quella utilizzata nel Rif. [1], per le analisi presentate successivamente, queste
sono estrapolate da quelle riportate nel Rif. [1] per le condizioni di volo in esame. Inoltre, per
uniformarsi al modello aeroelastico utilizzato nel [1], è stato utilizzato il medesimo approccio
per l'inclusione del reverse �ow. Questo, consiste nel considerare nulli portanza e momento
aerodinamico e ad invertire il segno della resistenza nella regione soggetta ad esso.

Nella Figura 2.39 è riportata la risposta stazionaria, in termini di de�essioni di �ap e lag
e la torsione per la sezione all'estremità della pala, per la condizione di volo precedentemente
descritta (µ = 0.30). I risultati ottenuti con il solutore spettrale sono stati confrontati con quelli
numerici presentati nei Riferimenti [1] e [33]. Tale confronto mostra come ci sia globalmente
un buon accordo con i Riferimenti [1] e [33] anche se si riscontra qualche piccola di�erenza
per il grado di libertà di torsione. Relativamente a tale grado di libertà, si nota comunque
come discrepanze simili si hanno anche tra i Riferimenti [1] e [33]. La torsione è una variabile
particolarmente sensibile ai termini non lineari per cui è del tutto accettabile che tra modelli
simili, ma non identici, si riscontrino di�erenze di questo ordine di grandezza.
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Per la stessa con�gurazione, sono stati calcolati anche i carichi vibratori trasmessi dal rotore
principale al mozzo. In particolare in Figura 2.40 sono presentate le ampiezze delle componenti
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armoniche 4/rev dei carichi al mozzo nel riferimento hub non rotante. Dai confronti di Figura
2.40 con i Riferimenti [1] e [33], emergono di�erenze non trascurabili tra i tre modelli aeroelastici.
Tali di�erenze sono presenti sia tra il solutore spettrale e i Riferimenti [1] e [33] che tra i Rife-
rimenti stessi. Questa, è probabilmente dovuta alla elevata sensibilità dei carichi vibratori alla
condizione di equilibrio del rotore rispetto alla quale essi sono calcolati. In generale comunque
i risultati in termini di carichi vibratori ottenuti con il presente solutore possono essere ritenuti
accettabili, almeno tanto quanto quelli dei Riferimenti [1] e [33].
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2.5.4 Analisi di una pala realizzata in materiale composito

In�ne, per validare l'introduzione degli e�etti di anisotropia dovuti all'utilizzo dei materiali com-
positi, è stata eseguita un'analisi delle frequenze proprie di vibrazione per la pala descritta nei
Riferimenti [16] e [17]. Questa è una pala hingeless caratterizzata da un asse elastico rettili-
neo. Nelle analisi seguenti sono state considerate tre diverse con�gurazioni, corrispondenti a
tre di�erenti layup denominati rispettivamente Baseline, Caso Simmetrico e Caso Antisimme-
trico. In particolare, la pala Baseline è caratterizzata dall'assenza di accoppiamenti tra i gradi
di libertà, mentre quella Simmetrica presenta principalmente un accoppiamento tra torsione e
�essione avente �bre orientate nella stessa direzione per le super�ci superiore ed inferiore. La
terza, denominata antisimmetrica in quanto caratterizzata da �bre dirette in direzioni opposte
tra super�cie superiore ed inferiore, presenta un accoppiamento tra torsione ed estensione. Le
caratteristiche generali del rotore e quelle strutturali speci�che per ciascuna con�gurazione sono
riportate nelle Tabelle 2.6 e 2.7, rispettivamente.

R 4.9377m c 0.395m
eh/R 0.04 m 6.46kg/m
km1/R 0.001 km2/R 0.004

Tabella 2.6: Caratteristiche generali della pala in composito

Le frequenze naturali di vibrazione per la pala rotante (Ω = 40.123 rad/s), in vacuo, cal-
colate con il solutore spettrale per le con�gurazioni Baseline, Simmetrica ed Antisimmetrica
sono riportate, rispettivamente, nella Tabelle 2.8-2.10. Nelle stesse, sono riportati sotto la voce
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Baseline Caso simmetrico (A) Caso antisimmetrico

EA/mΩ2R2 378.1 378.1 378.1

GAy/mΩ2R2 50.77 50.43 50.43

GAy/mΩ2R2 25.85 25.85 25.85

EIη/mΩ2R4 0.008345 0.008345 0.008345

EIζ/mΩ2R4 0.023198 0.023198 0.023198

EESc/mΩ2R2 0 -33.67 0

EESf/mΩ2R2 0 0 0

EET/mΩ2R3 0 0 0-3589

ELSf/mΩ2R3 0 0 -0.1794

ELSc/mΩ2R3 0 0 0.1796

ETF/mΩ2R4 0 0 0

ETC/mΩ2R4 0 -0.01311 0

Tabella 2.7: Caratteristiche strutturali della pala in composito

UMARC (il nome del codice con cui sono stati ottenuti) anche i dati numerici riportati nei
riferimenti [17, 16].

I risultati ottenuti con il solutore spettrale sono in ottimo accordo con i valori riportati nei
riferimenti [16] e [17] per tutti i casi analizzati. Dunque, il presente solutore risulta essere in
grado di predire con accuratezza gli e�etti dovuti all'anisotropia del materiale sulle frequenze
naturali di vibrazione della pala.

Modo Galerkin UMARC

lag 1 0.749 0.747
�ap 1 1.146 1.146
�ap 2 3.396 3.389
lag 2 4.338 4.315

torsion 1 4.590 4.590
�ap 3 7.455 7.416

torsion 2 13.59 13.60

Tabella 2.8: Frequenze naturali adimensionali per il caso Baseline

Modo Galerkin UMARC

lag 1 0.749 0.747
�ap 1 1.142 1.142
�ap 2 3.352 3.346
lag 2 4.338 4.314

torsion 1 4.590 4.590
�ap 3 7.230 7.265

torsion 2 13.61 13.62

Tabella 2.9: Frequenze naturali adimensionali per il caso Simmetrico
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Modo Galerkin UMARC

lag 1 0.736 0.735
�ap 1 1.141 1.141
�ap 2 3.370 3.389
lag 2 4.255 4.244

torsion 1 4.370 4.367

Tabella 2.10: Frequenze naturali adimensionali per il caso Antisimmetrico
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Capitolo 3

Progettazione preliminare ottimizzata

di rotori a basso livello vibratorio

In questa sezione, viene descritta la procedura di progettazione preliminare ottimizzata di rotori
di elicottero innovativi a basso livello vibratorio de�nita nel lavoro. Le variabili di progetto consi-
derate nel processo di ottimizzazione sono le proprietà meccaniche/strutturali e la forma dell'asse
elastico della pala, in quanto essendo questi in grado di in�uenzare sensibilmente il comporta-
mento aeroelastico del rotore, risultano essere particolarmente e�caci per la minimizzazione dei
carichi vibratori trasmessi al mozzo.

La procedura di ottimizzazione è basata sull'utilizzo un algoritmo genetico a codi�ca binaria
già sviluppato e recentemente applicato con successo nei Riferimenti [23] e [24]. La scelta di uti-
lizzare tale metodo di ottimizzazione, deriva dal fatto che esso risulta particolarmente adatto per
l'applicazione considerata, in quanto in grado di convergere ad un ottimo globale, anche in pro-
blemi multidisciplinari, non lineari, caratterizzati dalla presenza di diversi minimi locali. Inoltre
gli algoritmi genetici garantiscono una buona e�cienza computazionale in quanto intrinsecamen-
te scalabili su più processori (la funzione obiettivo può essere calcolata contemporaneamente per
diversi individui ad ogni iterazione in quanto ognuna è indipendente dall'altra), consentendo di
sfruttare al meglio le caratteristiche tecnologiche dei computer di ultima generazione.

Per la determinazione dei carichi vibratori trasmessi al mozzo del rotore necessari per il
calcolo della funzione obiettivo, è stato utilizzato il solutore aeroelastico spettrale sviluppato nel
presente lavoro e descritto nella Sezione 2.2. Esso risulta, infatti, essere particolarmente e�ciente
dal punto di vista computazionale e facilmente integrabile sia con il codice per l'ottimizzazione
che con il solutore aerodinamico ad alta fedeltà successivamente utilizzato.

Come già anticipato nell'introduzione, la procedura di ottimizzazione sviluppata nel presente
lavoro si distingue dalle altre presentate in letteratura, per l'utilizzo nella procedura di ottimiz-
zazione, di un modello surrogato di velocità indotta. Esso risulta necessario per tener conto, in
maniera accurata ma allo stesso tempo computazionalmente e�ciente, dei complessi fenomeni
interazionali, non stazionari, tra la scia del rotore e le pale, che in�uenzano fortemente (come
si vedrà in seguito) i carichi vibratori al mozzo. Lo stato dell'arte in letteratura (Riferimenti
[2], [20],[18] consiste nell'utilizzo nel processo di ottimizzazione di modelli surrogati dell'intero
solutore aeroelastico (che forniscono in funzione delle variabili di progetto direttamente i cari-
chi vibratori approssimati); tale approccio necessita, di numerosi punti di campionamento nel
dominio delle variabili di progetto per la de�nizione di un buon surrogato. Tali punti, sono
ottenuti utilizzando un solutore aerodinamico ad alta fedeltà che richiede un notevole costo
computazionale.

L'approccio adottato nel presente lavoro consente, invece, di utilizzare un numero piutto-
sto ridotto di punti di campionamento nel dominio delle variabili di progetto rispetto a quan-

53



to convenzionalmente fatto, aumentando l'e�cienza computazionale dell'intera procedura di
ottimizzazione, pur portando a risultati piuttosto soddisfacenti.

3.1 L'algoritmo di ottimizzazione

Come accennato in precedenza, lo sviluppo dell'ottimizzatore non è parte del presente lavoro
in quanto ne è stato utilizzato uno già esistente, il cui algoritmo è di tipo genetico a codi�ca
binaria, ed è stato recentemente applicato con successo nei Riferimenti [23] e [24].

Gli algoritmi genetici, sono basati su tecniche di programmazione di tipo probabilistico che
simulano il processo di evoluzione naturale per trovare la soluzione ottima di un dato problema
(Rif. [34]). In questo processo, le potenziali soluzioni sono denominate individui e l'insieme
degli individui è chiamato popolazione. Ciascun individuo è identi�cato da cromosomi che sono
rappresentati attraverso una stringa composta da numeri binari, denominati geni, ordinati in
un'opportuna sequenza. La procedura di ottimizzazione inizia da una popolazione interamente
generata in maniera randomica e, ad ogni step del processo di evoluzione, per ogni individuo
viene valutato il valore della funzione obiettivo scelta. La scelta delle dimensioni della popo-
lazione in un algoritmo genetico è un punto cruciale in quanto può in�uenzarne sensibilmente
l'e�cienza. Una popolazione troppo piccola (composta da pochi individui) può infatti causare
una scarsa copertura del dominio del problema, come anche a problemi di campionamento (si
veda il Rif. [35]), mentre una popolazione troppo numerosa, comporta tempi di calcolo maggiori
(talvolta eccessivi) a causa dell'elevato numero di valutazioni della funzione obiettivo necessarie.
Nell'algoritmo utilizzato nel presente lavoro, seguendo quanto descritto nel Rif. [36] la stima
delle dimensione della popolazione è basata sulla variabilità delle funzioni obiettivo.

Nel processo di ottimizzazione i vincoli sono inclusi mediante l'utilizzo di una funzione di
penalità quadratica interna, che incrementa la possibilità di considerare individui potenzialmente
in grado di portare a buoni risultati nelle generazioni successive (si veda il Rif. [37]). In tal
modo i vincoli sono imposti in maniera indiretta, trasformando un processo di ottimizzazione
vincolato, in uno non vincolato.

Per la de�nizione di una nuova generazione, gli individui migliori selezionati in base ad un
indice di prestazione valutato in base al valore della funzione obiettivo e dei vincoli. Nell'otti-
mizzatore utilizzato nel presente lavoro viene adottato un operatore di selezione a torneo. Esso
è basato su una selezione randomica di quattro genitori, i quali sono comparati a coppie e suc-
cessivamente gli individui vincitori di questa comparazione vengono selezionati come genitori di
due �gli mediante due operazioni indipendenti di crossover. Inoltre viene applicato un ulteriore
crossover random di un singolo gene.

Una volta che l'accoppiamento è stato eseguito, viene applicata un'operazione di mutazione
binaria uniforme per evitare una convergenza prematura verso un minimo locale. Tale operatore
modi�ca uno o più caratteri binari (detti geni) nel cromosoma, invertendoli con una determinata
probabilità. Il numero delle variazioni di geni e cromosomi durante il processo di evoluzione
viene controllato mediante un fattore di probabilità di mutazione de�nito dall'utente, che viene
diminuito durante il processo di ottimizzazione per ridurre le mutazioni casuali di geni quando
la soluzione inizia a convergere verso l'ottimo.

Per prevenire possibili e�etti negativi del processo di evoluzione e convergere, quindi, verso
l'ottimo, ad ogni passo (generazione di una nuova popolazione) i migliori individui (in numero
de�nito dall'utente in percentuale rispetto alla dimensione della popolazione) vengono selezionati
per entrare a far parte di un gruppo elitario che rimane invariato nella generazione successiva.
Tale tecnica migliora le proprietà di convergenza del processo di ottimizzazione (si vedano i
Riferimenti [38] e [39]). Il processo di ottimizzazione viene iterato �nché la similarità tra i
cromosomi non raggiunge un valore de�nito dall'utente (si veda il Rif. [40]).
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Tutti risultati numerici presentati nella sezione 3.4 sono stati ottenuti rappresentando ogni
individuo della popolazione, mediante una stringa di cromosomi costituita da 24 cifre, consenten-
do una risoluzione piuttosto accurata del dominio delle variabili di progetto. Inoltre, il processo
di ottimizzazione viene iterato �nché non vi è un'a�nità dell'85% tra i cromosomi degli individui
di una popolazione, oppure, se viene raggiunto il numero massimo di popolazioni che è �ssato a
50.

3.2 De�nizione del processo di ottimizzazione

Viene ora descritto in dettaglio il processo di ottimizzazione, ovvero la scelta delle variabili di
progetto, dei vincoli e della funzione obiettivo.

3.2.1 Le variabili di progetto

Come accennato in precedenza, nel presente processo di ottimizzazione, l'obiettivo di riduzione
dei carichi vibratori trasmessi al mozzo del rotore è perseguito utilizzando come variabili di
progetto le proprietà meccaniche/strutturali, inerziali come anche la geometria dell'asse elasti-
co della pala, in quanto e�caci al raggiungimento dell'obiettivo preposto come dimostrato da
numerosi lavori disponibili in letteratura (si vedano ad esempio i Riferimenti [1], [18] e [3]). In
particolare, le variabili di progetto considerate sono le seguenti: le rigidezze �essionali e torsio-
nali, la massa di sezione e gli angoli di freccia e di diedro applicati al tratto estremale della pala
di lunghezza pari al 15% del raggio totale del rotore.

Inoltre, è stato imposto per ciascuna variabile un intervallo di variazione rispetto al valore
assunto nella con�gurazione di riferimento. I limiti superiori ed inferiori di ciascuna variabile
sono riportati nelle Tabella 3.1 in cui con ΛS si indica l'angolo di freccia, positivo in senso orario
(la freccia per la pala avanzante è rivolta indietro), e con ΛA l'angolo di diedro, positivo in
senso orario (il diedro per la pala avanzante è rivolto in basso). La con�gurazione di riferimento
considerata nel presente processo di ottimizzazione è quella precedentemente descritta durante
la validazione del solutore spettrale per un rotore in avanzamento e riportata in Tabella 2.5.

limite inferiore variabile limite superiore

-30% EIη, EIζ , GJ +30%
-20% m +20%
-20 deg ΛS +30 deg
-10 deg ΛA +15 deg

Tabella 3.1: Intervallo di variazione delle variabili di progetto

3.2.2 Vincoli

La variazione delle caratteristiche inerziali, strutturali e geometriche della pala per la riduzione
delle vibrazioni al mozzo del rotore, in�uenza anche la stabilità aeroelastica e le condizioni di
trim dello stesso. Sono quindi stati imposti nel processo di ottimizzazione dei vincoli riguardanti,
appunto, la stabilità aeroelastica e il trim del rotore. In particolare l'equilibrio del rotore è
stato imposto calcolando, ad ogni valutazione della funzione obiettivo, i parametri di trim (i
passi ciclici e il collettivo) mediante l'implementazione di un solutore accoppiato a quello per
l'analisi aeroelastica del rotore. La condizione di equilibrio adottata è solitamente denominata
momentum trim e corrisponde all'imporre l'equilibrio del solo rotore, ovvero a un bilanciamento
tra spinta verticale e peso del velivolo e ad imporre nulle le componenti nel piano del rotore del
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momento risultante al mozzo. La stabilità aeroelastica, viene invece garantita imponendo un
valore minimo dello smorzamento di ciascun autovalore. Per il rotore in esame si è osservato che
una condizione critica per la stabilità è il volo in hover, per cui i vincoli sulla stabilità imposti
sono relativi sia alle condizioni di progetto che alla condizione di hover.

3.2.3 Funzione obiettivo

La minimizzazione dei carichi vibratori al mozzo di un rotore è un problema di ottimizzazione
multi-obiettivo.

Un rotore con Nb pale trasmette al mozzo principalmente forze e momenti con pulsazione
NbΩ, dove Ω è la velocità angolare del rotore. Quindi per la riduzione delle vibrazioni di un
rotore quadripala (come quello oggetto della presente procedura di ottimizzazione), l'obiettivo
è quello di minimizzare le componenti armoniche di pulsazione 4Ω (che adimensionalizzate ver-
ranno in seguito indicate come 4/rev) trasmesse al mozzo del rotore. Un generico problema di
ottimizzazione multi-obiettivo non vincolata può essere scritto come

Min : F (x) = [F1(x), ..., Fi(x), ...FN (x)]

con
xI ≤ x ≥ xS

dove x è il vettore che racchiude le variabili di progetto, e gli apici I e S, sono riferiti ai relativi
limiti inferiori e superiori rispettivamente.

Il problema in esame in questo lavoro, relativo alla riduzione delle vibrazioni trasmesse al
mozzo del rotore, consiste in un problema con sei funzioni obiettivo che può essere formalmente
scritto come

Min : J(x) = [Fx(x), Fy(x), Fz(x),Mx(x),My(x),Mz(x)]

Un metodo per risolvere problemi di ottimizzazione multi-obiettivo, è quello di minimizzare la
distanza tra il potenziale punto di ottimo e un punto detto punto ideale ( [41]). La distanza
Euclidea N(x) tra il valore attuale della funzione obiettivo e il punto ideale è

N(x) = |F (x)− J0|

dove J0 è il vettore contenente i punti ideali per il vettore J(x). Nel problema in oggetto, la
distanza Euclidea N(x) per forze e momenti sarà

N1 =

√
(Fx − F 0

x )2 +
(
Fy − F 0

y

)2
+ (Fz − F 0

z )2

N2 =

√
(Mx −M0

x)2 +
(
My −M0

y

)2
+ (Mz −M0

z )2

Le norme di forze e momenti vengono poi sommate con pesi η1 e η2 per essere condensate in
un'unica funzione obiettivo J

J = η1N1 + η2N2

Solitamente, il punto ideale di forze e momenti viene posto a zero per procedure di ottimizzazione
�nalizzate alla riduzione delle vibrazioni, ed i pesi η1 e η2 sono uguali per forze e momenti. La
funzione obiettivo sarà quindi

J =
√
F 2
x + F 2

y + F 2
z +

√
M2
x +M2

y +M2
z (3.1)

Tale funzione obiettivo è quella comunemente utilizzata in letteratura per questo tipo di
applicazioni.
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3.3 De�nizione del modello surrogato di velocità indotta

Anticipando il risultato che i modelli di velocità indotta analitici (Drees) sono risultati del tutto
inadeguati per il calcolo dei carichi vibratori nel processo di ottimizzazione, in questo lavoro si è
scelto di basare il calcolo della velocità indotta su un solutore che implementa una formulazione
tridimensionale potenziale, non stazionaria, con scia libera risolta con metodo agli elementi di
contorno (BEM), particolarmente adatta per applicazioni elicotteristiche in presenza di BVI (si
veda il Rif. [25]). L'utilizzo di tale solutore, consente di considerare con accuratezza fenomeni
come l'interazione pala-scia (meglio nota come blade-vortex-interaction o BVI) che ha ruolo
fondamentale nella generazione dei carichi vibratori. Tali fenomeni, vengono completamente
trascurati quando si utilizzano modelli analitici di velocità indotta. D'altra parte, l'utilizzo
diretto del solutore BEM nel processo di ottimizzazione, porterebbe ad un aumento eccessivo
dei tempi di calcolo. Si è scelto, quindi, di utilizzare nel processo di ottimizzazione un modello
surrogato della velocità indotta esatta calcolata con il solutore aerodinamico ad alta fedeltà. Tale
approccio consente di coniugare l'esigenza di un solutore aerodinamico accurato con l'elevata
e�cienza computazionale richiesta dal processo di ottimizzazione.

Tale modello surrogato, è basato su un'interpolazione lineare di un database di velocità
indotte calcolate con il solutore BEM, per un numero limitato di con�gurazioni ricadenti nel
dominio di de�nizione del problema di ottimizzazione. In particolare è stato adottato un set
di 9 punti di campionamento che di�eriscono per i valori degli angoli di freccia e diedro (da
analisi preliminari si è notato come la velocità indotta sia scarsamente in�uenzata dalle proprietà
meccaniche strutturali della pala).

3.4 Risultati numerici

In questa sezione, sono presentate le strategie adottate e la loro relativa e�cacia, la progettazio-
ne ottimizzata di rotori innovati a basso livello vibratorio. In particolare, sono state analizzati
i seguenti tre aspetti: (i) l'e�cacia della procedura di ottimizzazione considerando sia un so-
lo punto che più punti di progetto (single-point e multi-point), (ii) l'e�cacia dell'introduzione
del modello surrogato di velocità indotta precedentemente descritto per il calcolo delle forzan-
ti aerodinamiche nel processo di ottimizzazione, e (iii) una valutazione della robustezza della
progettazione ottimizzata rispetto a condizioni di volo fuori progetto.

In tutte le analisi presentate in questa sezione, sono state eseguite considerando nove fun-
zioni di forma per la rappresentazione modale di ciascun grado di libertà, e 5 armoniche per la
descrizione in frequenza di ciascuna variabile (necessaria per l'harmonic balance). Tali parametri
garantiscono che i risultati ottenuti siano praticamente a convergenza.

3.4.1 Ottimizzazione single-point

Inizialmente è stata adottata una strategia di ottimizzazione single-point, in cui viene considerato
un singolo punto di progetto corrispondente ad un rapporto di avanzamento µ = 0.30. Inoltre, il
modello di Drees (Rif. [29]) è stato considerato come primo candidato per il calcolo della velocità
indotta nel solutore aeroelastico spettrale, grazie alla sua elevata e�cienza computazionale,
necessaria nella procedura di ottimizzazione. Tale modello è stato ampiamente utilizzato in
passato (Rif. [1] e Rif. [3]) anche se negli ultimi anni è emerso che esso risulti inadeguato per
questo tipo d applicazioni (come verrà riscontrato anche nel presente lavoro).

Il processo di ottimizzazione così de�nito, porta ad una riduzione della funzione obiettivo
pari a circa l'84% rispetto al suo valore per la con�gurazione baseline. La caratteristiche della
pala corrispondente al design ottimo sono riportate in Tabella 3.2. Rispetto alla con�gurazione
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baseline, questa pala è caratterizzata da un incremento della massa e delle rigidezze �essionali,
da rigidezza torsionale inferiore, da un angolo di freccia (indietro) di 19.3 deg e da un angolo di
diedro (in basso) di 4.2 deg.

Tabella 3.2: Variabili di progetto delle con�gurazioni ottime

Baseline Single-point Single-point Double-point
(Drees) (surrogato) (surrogato)

EIη/m0Ω2R4 0.01060 0.01283 0.0085738 0.00898

EIζ/m0Ω2R4 0.03010 0.03514 0.02948 0.02570

GJ/m0Ω2R4 0.00147 0.00104 0.00113 0.00188
m/m0 1.0 1.053 1.188 1.033

ΛS (deg) 0.0 19.29 23.7 18.2
ΛA (deg) 0.0 4.24 -4.4 -4.1

In Figura 3.1, è riportato un confronto tra le singole componenti dei carichi vibratori relativi
alle con�gurazione baseline e a quella ottima, valutate con il medesimo solutore aeroelastico
utilizzato nel processo di ottimizzazione (modello di velocità indotta di Drees). Da Figura 3.1 si
può osservare come sia stata ottenuta una signi�cativa riduzione di tutti i carichi vibratori che
variano tra il 60% e l'85%.
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Figura 3.1: Carichi vibratori 4/rev: con�gurazione ottima vs baseline a µ = 0.30. Velocità
indotta Drees

La con�gurazione ottimale viene ora veri�cata utilizzando un modello aerodinamico più
accurato di quello utilizzato nella fase di sintesi. In particolare, per la veri�ca viene stato
utilizzato il solutore BEM con scia libera precedentemente menzionato. Tale analisi conferma
che la con�gurazione ottima rispetta il vincolo di stabilità aeroelastica, ma la riduzione della
funzione obiettivo risulta essere decisamente inferiore rispetto a quanto predetto nella fase di
progettazione, e pari a circa il 5%. Per comprendere meglio le cause di tale deterioramento dei
risultati, in Figura 3.2 vengono presentate le single componenti dei carichi vibratori ottenuti
con il modello aerodinamico ad alta fedeltà per le con�gurazioni baseline ed ottima. Da tali
risultati, si evince chiaramente che i carichi vibratori sono estremamente sensibili al modello
aerodinamico utilizzato nella loro valutazione ed inoltre, che quelli ottenuti con il solutore BEM
risultano essere di ampiezze decisamente maggiori. In particolare l'ampiezza della componente
verticale della risultante delle forze 4/rev risulta essere aumentata signi�cativamente rispetto al
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suo valore per la con�gurazione di riferimento, mentre quelle delle componenti della forza nel
piano del rotore Fx e del momento torcente Mz rimangono praticamente invariate.

Dall'analisi di questi risultati si evince che la sensibilità dei carichi vibratori rispetto alle
variabili di progetto considerando i due modelli di velocità indotta è molto diversa, se non
addirittura opposta in qualche caso. Questo dimostra che il modello di velocità indotta analitico
di Drees risulta essere inadeguato per applicazioni di progettazione ottimizzata, la quale richiede
di utilizzare modelli aerodinamici più accurati per il calcolo dei carichi vibratori.
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Figura 3.2: Carichi vibratori 4/rev: con�gurazione ottima vs baseline a µ = 0.30 = 0.3. Veri�ca
con velocità indotta BEM

La procedura di progettazione ottimizzata è stata ripetuta per la medesima condizione di
progetto, utilizzando per il calcolo dei carichi vibratori, il modello surrogato di velocità indotta
descritto nella sezione 3.3.

Usando tale modello surrogato di velocità indotta nel processo di ottimizzazione, è stata
ottenuta la con�gurazione ottima riportata in Tabella 3.2, caratterizzata da un decremento
della massa e delle rigidezze �essionali, rispetto alla con�gurazione di riferimento e da un angolo
di diedro che porta il tip della pala ad ruotare verso l'alto (diversamente da quanto accadeva con
il modello di velocità indotta di Drees). In questo caso, nel processo di sintesi (progettazione) è
stata predetta una riduzione della funzione obiettivo del 74%. Nella veri�ca della con�gurazione
ottima individuata, eseguita utilizzando il modello aerodinamico ad alta fedeltà BEM, sono stati
ottenuti risultati soddisfacenti, a pari ad riduzione signi�cativa della funzione obiettivo di circa
il 63% rispetto al valore della con�gurazione baseline.

In Figura 3.3, sono presentati i confronti tra i carichi vibratori relativi a (i) il rotore baseli-
ne (calcolati utilizzando il solutore BEM), (ii) la con�gurazione ottimizzata calcolati durante il
processo di ottimizzazione (sintesi), quindi utilizzando il modello surrogato di velocità indotta,
e (iii) la con�gurazione ottimizzata durante la fase di veri�ca (calcolati utilizzando il solutore
BEM). I risultati presentati, dimostrano la validità della strategia implementata: i carichi vibra-
tori ottenuti nella fasi di sintesi e veri�ca sono abbastanza simili, presentando modeste di�erenze
solo per la predizione della forza nel piano Fy, della forza fuori dal piano, Fz, e per il momento
torcente Mz.

Cosa ancora più importante della correlazione tra i valori dei singoli carichi, tali risultati
dimostrano come la sensibilità rispetto alle variabili di progetto del solutore aeroelastico utiliz-
zando il modello surrogato di velocità indotta, sia molto simile a quella che si ha utilizzando il
solutore aerodinamico ad alta fedeltà, rendendolo così adatto per applicazioni di progettazione
aeroelastica ottimizzata di rotori.
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Figura 3.3: Carichi vibratori 4/rev: con�gurazione ottima vs baseline a µ = 0.30 = 0.3.
Ottimizzazione con modello surrogato di velocità indotta

Nella fase di veri�ca, viene inoltre confermato il rispetto dei vincoli di stabilità aeroelastica
imposti nel processo di ottimizzazione.

Nella Figura 3.4 è riportata la rappresentazione nel piano complesso dei primi autovalori
sia della pala baseline che della pala ottimizzata. Tale rappresentazione è mostrata solamente
per questa con�gurazione (per la condizione di progetto µ = 0.30), in quanto sono tutte molto
simili tra loro e riportarne altre non aggiunge informazioni al lavoro. In questa Figura si può
notare come vi siano due autovalori a frequenze molto vicine tra loro, che subiscono un forte
spostamento del valore degli smorzamenti: uno diviene estremamente stabile mentre l'altro si
avvicina pericolosamente al limite di stabilità. I due autovalori sono relativi al primo modo di
torsione e al secondo modo di �ap rispettivamente, ed essendo tali modi fortemente accoppiati
tra loro a causa della presenza della freccia al tip, si veri�ca la coalescenza di frequenze già
osservata nelle Figure 2.17 e 2.34.
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Figura 3.4: Rappresentazione nel piano complesso degli autovalori nella condizione di progetto

Inoltre, sono stati monitorati i carichi armonici 1/rev e 2/rev alla radice della pala nel
riferimento rotante solidale con la pala, in quanto, essi non contribuiscono ai carichi al mozzo e
quindi alla funzione obiettivo. Tali carichi sono importanti in quanto, strettamente legati alla
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resistenza a fatica della pala stessa. Quelli calcolati nella fase di veri�ca sia per la con�gurazione
baseline che per quella ottimizzata, sono riportati in Figura 3.5. Si può osservare come tali carichi
risultino scarsamente in�uenzati, se non addirittura ridotti, dalla procedura di ottimizzazione,
ad eccezione della forza verticale 2/rev che subisce un incremento di circa il 25%. Tale e�etto,
seppur indesiderato, può essere considerato accettabile.
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Figura 3.5: Carichi adimensionali alla radice della pala di armonica 1/rev e 2/rev. Condizione
di progetto µ = 0.30

Viene ora valutata la robustezza della procedura di progettazione ottimizzata rispetto alle
condizioni di volo fuori progetto. In particolare, vengono valutati i carichi vibratori e la stabilità
aeroelastica della pala ottimizzata single-point per un rapporto di avanzamento µ = 0.15. An-
che per questa condizione di volo la stabilità aeroelastica è garantita, mentre relativamente ai
carichi vibratori 4/rev trasmessi al mozzo, sebbene si riscontri una riduzione del 32% circa della
funzione obiettivo, la forza laterale Fy ed il momento torcente Mz 4/rev risultano aumentate
signi�cativamente rispetto a quelli della con�gurazione baseline, come mostrato in Figura 3.6.
Inoltre, è interessante notare come per questa condizione di volo, le ampiezze dei carichi vibra-
tori siano sensibilmente maggiori rispetto a quelle che si hanno a µ = 030. La motivazione di
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Figura 3.6: Carichi vibratori 4/rev adimensionali in condizioni fuori progetto, µ = 0.15.
Con�gurazione baseline vs ottima
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questo, è rappresentata nelle Figure 3.7(a)-3.7(b). In esse, è mostrato l'andamento sul giro della
distribuzione di portanza sul disco rotorico per la con�gurazione baseline, sia nella condizione
di progetto che in quella fuori progetto esaminate, rispettivamente. Tali �gure, mostrano una
distribuzione più irregolare, sia nello spazio che nel tempo, della portanza di sezione per la con-
dizione di volo fuori progetto a causa della presenza di una forte interazione pala-scia. Questo
e�etto, è confermato anche dalle Figure 3.8(a)-3.8(b), in cui è presentata una rappresentazione
isometrica della geometria della scia ottenuta con il solutore BEM per le due condizioni di volo
in esame. In particolare, in Figura 3.8(b) si vede chiaramente come nel volo a bassa velocità
(µ = 0.15), la scia rimanga molto prossima al rotore causando una forte interazione scia-pala
sia per il lato avanzante che retrocedente del rotore.
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Figura 3.7: Andamento sul giro della portanza di sezione

a) Condizione di progetto (µ = 0.30) b) Condizione fuori progetto (µ = 0.15)

Figura 3.8: Rappresentazione isometrica della geometria della scia libera del rotore

La constatazione che a basse velocità di avanzamento (µ = 0.15) vi sono dei carichi vibra-
tori sensibilmente maggiori rispetto al con�gurazione di progetto, combinata con il fatto che,
per la condizione di volo fuori progetto esaminata, la con�gurazione ottima di pala ottenuta è
caratterizzata livelli vibratori non soddisfacenti, porta all'applicazione di una strategia di otti-
mizzazione a più punti di progetto. L'obiettivo di tale approccio, che consiste nell'includere più
condizioni di volo nel processo di ottimizzazione, è quello di ampliare la porzione dell'inviluppo
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di volo in cui la progettazione ottimizzata risulta essere e�cace in termini di riduzione delle
vibrazioni.

3.4.2 Ottimizzazione double-point

Considerando i risultati ottenuti nel caso single-point, viene ora eseguita un'ottimizzazione
double-point, in cui la funzione obiettivo è ottenuta dalla combinazione dei carichi vibratori
relativi a due di�erenti condizioni di volo di progetto, corrispondenti rispettivamente a µ = 0.15
e µ = 0.30. In particolare, essa è ottenuta come combinazione lineare pesata (in realtà i pesi
sono stati messi uguali e pari a 0.5) delle funzioni obiettivo delle due singole condizioni di volo
considerate, de�nite nella 3.2.3 ed indicate con Ji.

Ĵ = w1J1 + w2J2 =
2∑
i=1

wi

[(
F 2
x + F 2

y + F 2
z

)1/2
i

+
(
M2
x +M2

y +M2
z

)1/2
i

]
(3.2)

Le variabili di progetto considerate in questo caso sono le medesime dell'approccio single-point,
come anche la con�gurazione di riferimento.

Anche in questo caso nella fase di progettazione (sintesi) è stato utilizzato il modello surrogato
di velocità indotta, costruito utilizzando un database di 9 con�gurazioni per ciascuna condizione
di volo.

La procedura di ottimizzazione così de�nita ha portato ad una riduzione della funzione
obiettivo Ĵ di circa il 64%. Le variabili di progetto della nuova con�gurazione ottima trovata
che sono riportate in Tabella 3.2. Essa è caratterizzata da una riduzione delle rigidezze �essionali
rispetto al valore di riferimento, e da un aumento di quella torsionale e della massa di sezione.
Inoltre pala ottimizzata presenta angolo di freccia (all'indietro) di circa 18 deg ed un angolo di
diedro (in alto) di circa 4 deg.

Nelle Figure 3.9-3.10 sono presentati i carichi vibratori 4/rev al mozzo del rotore per le due
condizioni di volo di progetto, µ = 0.15 e µ = 0.30 rispettivamente.
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Figura 3.9: Carichi vibratori 4/rev adimensionali in condizioni di progetto, µ = 0.30.
Con�gurazione baseline vs ottima

I carichi vibratori, nel complesso risultano signi�cativamente ridotti (come dimostrato dalla
riduzione della funzione obiettivo), sebbene la forza nel piano Fy ed il momento torcete Mz

risultino leggermente aumentati rispetto al loro valore per la con�gurazione di riferimento a
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Figura 3.10: Carichi vibratori 4/rev adimensionali in condizioni di progetto, µ = 0.15.
Con�gurazione baseline vs ottima

µ = 0.15 (Fig. 3.10). Considerando, comunque, che questi carichi sono di ampiezza modesta, la
qualità complessiva dei risultati ottenuti può essere considerata soddisfacente.

Nelle �gure presentate, viene inoltre mostrata la veri�ca dei risultati ottenuti nella fase di
progettazione (o sintesi, in cui viene utilizzato il modello surrogato di velocità indotta) mediante
l'utilizzo del modello aerodinamico ad alta fedeltà. I carichi vibratori ottenuti nella fase di sintesi,
risultano essere simili a quelli calcolati in fase di veri�ca ad eccezione della forza fuori dal piano
Fz per il caso a µ = 0.15 che risulta essere eccessivamente sovrastimata. Comunque, il parametro
principale della procedura di ottimizzazione, cioè la sensibilità rispetto alle variabili di progetto
, sembra essere correttamente predetta anche per tale componente. L'ottimizzazione double-
point a portato a riduzioni distribuite uniformemente tra le due condizioni di progetto, sebbene
queste per la condizione di volo a µ = 0.30 risultino inferiori rispetto a quelle ottenute per la
l'ottimizzazione single-point (risultato in linea con quanto ci si attendeva). Nelle Figure 3.11 e
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Figura 3.11: Carichi adimensionali alla radice della pala di armonica 1/rev e 2/rev. Condizione
di progetto µ = 0.30

3.12, sono riportati, invece, i carichi vibratori 1/rev e 2/rev alla radice della pala nel riferimento
rotante. Per tali carichi le conclusioni sono analoghe a quelle fatte per il caso single-point. Dalle
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Figura 3.12: Carichi adimensionali alla radice della pala di armonica 1/rev e 2/rev. Condizione
di progetto µ = 0.15

�gure presentate infatti, si osserva che, sebbene non considerati nella funzione obiettivo, tali
carichi risultano ridotti ad eccezione della forza verticale 2/rev che viene, invece, ampli�cata per
entrambe le condizioni di progetto. Anche in questo caso tale incremento può essere ritenuto un
aspetto negativo accettabile della progettazione ottimizzata del rotore.

Viene in�ne valutata la robustezza della con�gurazione ottima trovata rispetto alle condi-
zioni di volo fuori progetto per rapporti di avanzamento pari a µ = 0.1, 0.2 e 0.25. La stabilità
aeroelastica è garantita per µ = 0.2 e 0.25, mentre a µ = 0.10 un autovalore risulta essere leg-
germente instabile. Tale instabilità, non è comunque un elemento di criticità, in quanto sarebbe
su�ciente introdurre uno smorzamento strutturale realistico per ovviare ad essa. Inoltre, insta-
bilità di modesta entità come questa vengono comunque eliminate dagli smorzatori solitamente
presenti in un rotore.

Per considerare l'e�etto del design ottimo sui carichi vibratori, viene calcolato un indice del
livello vibratorio per ciascuna condizione di volo de�nito come la funzione obiettivo nel paragrafo
3.2.3 per il caso di ottimizzazione single-point. L'andamento di tale indice, per diverse condizioni
di volo incluse quelle di progetto, è riportato in Fig. 3.13. La �gura mostra chiaramente come,
seppur tale indice non risulta mai aumentato rispetto al corrispondente relativo alla con�gura-
zione di riferimento, per i casi a µ = 0.10 e µ = 0.25 le riduzioni sono di entità decisamente
modesta. Questo è dovuto essenzialmente ad e�etti di spill-over che si presentano tipicamente
in condizioni fuori progetto, che a µ = 0.10 e µ = 0.25 sono particolarmente signi�cativi, come
si può osservare dalle Figure 3.14 e 3.15 in cui sono riportati a carichi vibratori per le condizioni
di volo in esame sia per la con�gurazione ottima che per quella baseline.
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Figura 3.14: Carichi vibratori 4/rev adimensionali, condizioni di volo fuori progetto a µ = 0.10.
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Conclusioni

La prima parte dell'attività di ricerca è stata dedicata allo sviluppo di due di�erenti solutori per
l'analisi aeroelastica di rotori di nuova generazione, caratterizzati da pale ad asse elastico non
rettilineo realizzate in materiale composito. Entrambi i solutori sono basati su modelli di trave
rotante, bi�esso-torsionale, non lineare soggetta a deformazioni moderate, i quali si di�erenziano
tra loro principalmente per il metodo adottato per l'integrazione spaziale.

Il primo dei due solutori aeroelastici è caratterizzato da un'elevata e�cienza computazionale
e da un'elevata �essibilità, queste caratteristiche ne consentono l'accoppiamento sia con l'algo-
ritmo di ottimizzazione che con solutori aerodinamici esterni. Tale modello è stato implementato
numericamente utilizzando un approccio alla Galerkin non convenzionale per l'integrazione spa-
ziale, questo metodo si adatta bene all'analisi aeroelastica di pale ad asse elastico non rettilineo,
anche in presenza di discontinuità geometriche come quella introdotta dalla presenza di freccia
e diedro all'estremità della pala. Lo sviluppo del solutore in questione ha richiesto la de�nizio-
ne di una formulazione matematica originale, basata un modello di trave non lineare, ad asse
curvilineo, in cui sono stati considerati gli e�etti di anisotropia dovuti all'utilizzo dei materiali
compositi.

Nel presente lavoro è stato sviluppato anche un secondo solutore aeroelastico, anch'esso non
lineare ed adatto all'analisi di pale ad asse elastico non rettilineo, basato però sul metodo agli
elementi �niti per l'integrazione spaziale. Tale modello è stato implementato numericamente
mediante la de�nizione di uno speci�co elemento di trave all'interno del software commercia-
le FEM COMSOL Multiphysics. La formulazione matematica su cui è basato è una versione
modi�cata del modello non lineare di pala presentato nel Riferimento [14].

Entrambi i solutori sviluppati sono stati validati sia per il calcolo della risposta stazionaria
e delle frequenze naturali di vibrazione in vacuo, sia in termini di risposta e analisi di stabilità
aeroelastica in hover di pale incastrate, sia ad asse elastico rettilineo che con angoli di freccia
e diedro al tip. Tale validazione è stata eseguita mediante confronti con risultati numerici e
sperimentali disponibili in letteratura. Il solutore spettrale è stato validato anche per analisi
di risposta aeroelastica, per il calcolo dei carichi vibratori al mozzo di rotori in avanzamento, e
per il calcolo delle frequenze naturali di vibrazione di pale realizzate in materiale composito. La
validazione del solutore spettrale è stata perfezionata mediante confronti con i risultati ottenuti
con il solutore FEM, tali risultati sono relativi ad analisi in-vacuo per pale ad asse elastico non
rettilineo. Le analisi eseguite dimostrano la capacità di entrambi i solutori di predire corretta-
mente il comportamento statico, dinamico, ed aeroelastico di pale di rotore con freccia al tip;
inoltre si sottolineano le ottime proprietà di convergenza della formulazione spettrale sviluppata
in presenza di discontinuità geometriche.

Dalle analisi eseguite è risultato evidente come la presenza di freccia e diedro all'estremità
della pala introduca degli accoppiamenti �esso-torsionali, i quali ne modi�cano il comportamento
aeroelastico sia in termini di frequenze che di smorzamenti. In particolare, per pale con deter-
minate caratteristiche, è stato riscontrato un signi�cativo e�etto destabilizzante dovuto proprio
all'asse elastico non rettilineo.
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Nella seconda parte del presente lavoro il solutore spettrale è stato utilizzato per la valuta-
zione della funzione obiettivo in una procedura di progettazione ottimizzata di rotori a basso
livello vibratorio, basata su un algoritmo generico a codi�ca binaria sviluppato ed applicato
nei Riferimenti [23] e [24]. Nel processo di ottimizzazione sono stati imposti vincoli di stabilità
aeroelastica e di equilibrio del rotore, mentre come variabili di progetto sono state scelte le pro-
prietà meccaniche/strutturali della pala e gli angoli di freccia e diedro al tip. Al �ne di garantire
accuratezza ed e�cienza computazionale nell'identi�cazione della con�gurazione ottima di pa-
la, è stato de�nito un modello surrogato di velocità indotta basato sull'utilizzo di un solutore
aerodinamico BEM. Con l'obiettivo di ottenere una riduzione dei carichi vibratori in un ampio
range dell'inviluppo di volo, oltre ad una procedura di ottimizzazione single-point, in cui viene
considerato un solo punto di progetto, è stata adottata anche una strategia multi-point.

Dalle analisi eseguite nel presente lavoro possono essere tratte le seguenti conclusioni:

• sia la strategia di ottimizzazione single-point che quella double-point hanno portato al-
l'identi�cazione di con�gurazioni di pala che generano carichi vibratori signi�cativamente
ridotti per le rispettive condizioni di progetto considerate;

• aumentando il numero delle condizioni di volo di progetto si ottengono riduzioni dei carichi
vibratori inferiori a quelle ottenibili considerando una singola condizione di volo, ma più
uniformemente distribuite nell'inviluppo di volo;

• il modello di velocità analitico di Drees risulta essere inadeguato per la riduzione dei carichi
vibratori mediante procedure di minimizzazione;

• in seguito a veri�che dei carichi vibratori, ottenuti utilizzando un solutore aerodinamico
BEM con scia libera per il calcolo della velocità indotta, il modello surrogato di velocità
indotta introdotto nel presente lavoro ed utilizzato nella procedura di ottimizzazione si è
dimostrato adatto per questo tipo di applicazioni;

• in condizioni di volo fuori progetto, le con�gurazioni di pala ottima identi�cate portano
comunque a riduzioni, seppur di modesta entità, del livello vibratorio complessivo, tuttavia
sono stati riscontrati e�etti di spill-over. L'entità di tali e�etti è strettamente legata alla
sensibilità dei fenomeni aerodinamici, in particolare quelli di interazione pala-scia, rispetto
la con�gurazione di volo;

• la stabilità aeroelastica del rotore, imposta per le condizioni di progetto, è mantenuta
anche fuori progetto.

Considerando in�ne, che anche l'utilizzo della strategia di ottimizzazione double-point si
è dimostrata incapace di garantire riduzioni signi�cative dei carichi vibratori in condizioni
di volo fuori progetto, per ottenere riduzioni dei carichi vibratori distribuiti uniformemente
nell'inviluppo di volo, potrebbero essere adottate le seguenti due strategie:

• considerare un numero maggiore di condizioni di volo nel calcolo della funzione obiettivo;

• considerare un numero limitato di condizioni di volo nel calcolo della funzione obiettivo
(ad esempio quelle pià importanti nel pro�lo di missione), ed introdurre controlli attivi per
la riduzione dei carichi vibrazioni per quelle fuori progetto.

La prima strategia considerata, è sicuramente più semplice da implementare ma, probabil-
mente porterebbe a modeste riduzioni dei carichi vibratori (come già accaduto passando dalla
strategia single-point a quella double-point), di contro la seconda è più complessa poiché richiede
l'applicazione di controlli attivi, tuttavia porterebbe a risultati più soddisfacenti.
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