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NOMENCLATURA

A = matrice di stato del sistema
Ai,P,H,R = matrici dell’approssimazione razionale
Aij = ampiezza della funzione di trasferimento
aj = coefficiente seno ad armonica ω∗ dell’espansione

in serie di Fourier della j-esima componente del carico
aerodinamico multipala

bj = coefficiente coseno ad armonica ω∗ dell’espansione
in serie di Fourier della j-esima componente del carico
aerodinamico multipala

CT = coefficiente di spinta
CD0 = coefficiente di resistenza del profilo
c = corda del profilo
cθ = vettore delle coppie di controllo
Eij(ω

∗) = funzione di trasferimento tra la perturbazione i-esima
armonica multipala e j-esima la forza multipala
campionata alla armonica ω∗

E(s) = matrice delle funzioni di trasferimento aerodinamiche
a.k.a. matrice aerodinamica

fB = vettore dei carichi aerodinamici nel sistema
di riferimento rotante

fM = vettore dei carichi aerodinamici nel sistema
di riferimento multipala

fMj = j-esima componente dei carichi aerodinamici multipala
G = guadagno del controllore
G = soluzione fondamentale del problema di Laplace
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g = smorzamento strutturale
K = guadagno dell’osservatore
l = indice di armonica multipala
MB,CB,KB = matrici di massa, smorzamento e rigidezza

nel sistema di riferimento rotante
MM,CM,KM = matrici di massa, smorzamento e rigidezza

nel sistema di riferimento multipala
M = generico momento di flappeggio
Mi = ampiezza della perturbazione dell’i-esimo g.d.l. multipala
N = numero di pale
n = versore normale uscente dalla superficie
p = pressione
qj = generico grado di libertà nel sistema di riferimento rotante
q0 = grado di libertà multipala collettivo
qlc = grado di libertà multipala cilcico coseno di armonica l
qls = grado di libertà multipala cilcico seno di armonica l
qN/2 = grado di libertà multipala differenziale
r = vettore degli stati aerodinamici aggiunti
R = raggio della pala
SB = superficie del corpo
SW = superficie della scia
s = variabile di Laplace
T = matrice di trasformazione dal sistema di riferimento rotante

al multipala
t = tempo
v = vettore velocità
xMi = perturbazione dell’i-esimo g.d.l. multipala
x = vettore posizione dell’osservatore
y = vettore posizione della sorgente
z = vettore contenente le variabili di stato multipala
ẑ = stato stimato



β = angolo di flappeggio
βpc = angolo di precono
∆ϕ = salto di potenziale sulla scia
ϑij = fase della funzione di trasferimento
θ0 = angolo di passo collettivo
θsin = angolo di passo ciclico longitudinale
θcos = angolo di passo ciclico laterale
µ = rapporto d’avanzamento
ξB = vettore dei gradi di libertà nel sistema di riferimento rotante
ξM = vettore dei gradi di libertà nel sistema di riferimento multipala
ρ = densità dell’aria
τ = ritardo di scia
φfj = fase della j-esima componente del carico

aerodinamico multipala
φIi = fase della perturbazione dell’i-esimo g.d.l. multipala
ϕ = potenziale di velocità
χ = condizione al contorno sulla superficie del corpo
Ψ = angolo azimutale
Ω = velocità angolare di rotazione del rotore
ω∗ = frequenza della perturbazione dell’i-esimo g.d.l. multipala



Symbols
˙( ) = derivata temporale
(̃ ) = trasformata di Laplace
( ) = parte tempocostante

∂

∂t
= derivata temporale

Dw

D t
= derivata sostanziale fatta seguendo un punto

che abbia velocità vw
∇ = operatore gradiente

Subscript
w = di scia (wake)
u = superiore (upper)
l = inferiore (lower)

Superscript
TE = bordo d’uscita (trailing edge)



INTRODUZIONE

Il presente lavoro ha come scopo lo sviluppo di un modello ROM1

per la descrizione dei carichi perturbativi non stazionari che na-
scono sulle pale di un rotore di elicottero in hover ed in volo di
avanzamento.

Nella descrizione aeroelastica dei velivoli, siano essi ad ala fissa
o rotante, un’accurata modellazione aerodinamica riveste un ruo-
lo di primaria importanza. L’interazione che questa risulta avere
con la stuttura avviene attraverso i carichi aerodinamici di sezione
che, a loro volta, sono dipendenti dalla velocità indotta della scia.
Quest’ultima è, essa stessa, generata dal moto del profilo all’istan-
te attuale e dalla scia rilasciata negli istanti precedenti. Ciò vuol
dire che la conoscenza del moto istantaneo del profilo non permette
di definire completamente la forza aerodinamica ad esso collegata.
Infatti, risulta fondamentale la conoscenza della storia pregressa
del moto del profilo e quindi della scia. Si potrebbe dire che l’ae-
rodinamica ha memoria o, con altre parole, che le equazioni che
governano l’aeroelasticità sono ai ritardi.
Volendo esprimere il sistema aeroelastico nello spazio di stato servi-
rebbe un numero infinito di stati aggiunti rispetto a quelli struttu-
rali, per poter rappresentare correttamente questa memoria. Nella
pratica aggiungerli risulta impossibile.
Sebbene sia comunque possibile studiare la risposta dei velivoli
mediante dei solutori time-marching, che tengano conto della storia
complessiva della scia, da quanto detto sembrerebbe che la descri-
zione nello spazio di stato dei sistemi non sia ottenibile.

1Modello di ordine ridotto [Reduced Order Model].
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D’altro canto questa rappresentazione ha dei vantaggi notevoli, rav-
visabili sia nella possibilità di effettuare l’analisi agli autovalori con
la definizione delle frequenze e degli smorzamenti del sistema ae-
roelastico, che nella possibilità di effettuare applicazioni aeroser-
voelastiche. Ciò ha spinto, sin dagli albori dell’aeronautica, a tro-
vare una soluzione a questo problema. La più semplice è, senza
dubbio, tralasciare completamente l’effetto memoria e considerare,
come avviene nelle approssimazioni quasi-stazionarie, solo l’effetto
istantaneo. Altre soluzioni risiedono nella scelta di ricorrere a dei
modelli aerodinamici di ordine ridotto (ROM) che introducano un
numero finito di stati, per contemplare i ritardi.
L’utilizzo di un’aerodinamica descritta da modelli ROM permette di
avere la formulazione dell’operatore aeroelastico nella forma dello
spazio di stato. L’introduzione della modellazione ROM risulta es-
sere particolarmente indicata laddove vi sia la necessità di avere
uno strumento di predizione aeroelastica accurata, con costi com-
putazionali contenuti (e.g. la progettazione preliminare).
Attualmente in letturatura esiste un’ampia gamma di approssima-
zioni agli stati finiti di diversa complessità e accuratezza. Ne esi-
stono alcune bidimensionali, sia quasi sia non stazionarie, nelle
quali le forze aerodinamiche della superficie portante sono descrit-
te a partire dal contributo dei profili aerodinamici che la costitui-
scono, studiati separatamente. Se tra i ROM quasi stazionari il
più conosciuto ed utilizzato risulta esser quello di Glauert, tra i
non stazionari un ruolo preminente è rappresentato dal modello di
Theodorsen [1]. In quest’ultimo modello la presenza della scia è
contemplata utilizzando, per relazionare la velocità del profilo alla
parte circolatoria della portanza, una funzione complessa, la lift-
deficiency function, che dipende dalla frequenza dei vortici rilascia-
ti. La descrizione nello spazio di stato è quindi ottenuta mediante
un’approssimazione agli stati finiti della lift deficiency function2. I
modelli bidimensionali succitati sono ampiamente utilizzati sia per
velivoli ad ala fissa sia per quelli ad ala rotante.
Dei modelli bidimensionali esistono correzioni per tenere conto del-
la tridimensionalità della superficie3. Tra i modelli tridimensionali
uno dei più accurati, in termini di descrizione, risulta essere quel-
lo non stazionario ottenuto a partire dalla formulazione potenziale
utilizzando il metodo degli elementi di contorno (BEM) [31]. Essa

2Si cita in esempio quella introdotta da Padè.
3E.g. la correzione di Greenberg sul modello di Theodorsen [2].
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permette, per ali fisse e per rotori in flusso assiale, di esprime-
re matematicamente, nel dominio della frequenza4, la funzione di
trasferimento esistente tra un generico moto della superficie e la
generica forza aerodinamica ad esso collegata5. Per poter quindi
rappresentare nello spazio di stato questa relazione, trascendente
per via dei ritardi di scia, è necessario ricorrere ad un’approssima-
zione razionale matriciale che renda il sistema agli stati finiti.

Per quanto riguarda i velivoli ad ala rotante in volo d’avanza-
mento, agli effetti di scia si aggiunge la periodicità del sistema,
legata a quella della pala rispetto al vento relativo e ai comandi che
variano sul giro. La modellazione aerodinamica ROM di rotori in
volo d’avanzamento non risulta esser cosa di poco conto, per via
della periodicità unita alla deformazione della scia e all’interazione
che quest’ultima risulta avere, in alcune condizioni di volo, con le
pale.
L’esigenza di disporre di una descrizione aerodinamica accurata
è stata proprio l’incipit che ha dato il via allo sviluppo dei primi
modelli aerodinamici ROM per rotori di elicottero. Infatti a parti-
re dalle discrepanze riscontrate da Amer in [3] nel confronto tra i
risultati sperimentali e le predizioni teoriche, si è arrivati al primo
modello quasi-stazionario di ordine ridotto sviluppato da Sissingh
[4] nel 1952, basato su una correzione semiempirica della teoria
del disco attuatore.
Altri modelli di ordine ridotto per l’aerodinamica di rotori sono sta-
ti ottenuti, a partire dalla teoria dell’elemento di pala, con gli studi
aerodinamici di Loewy e di Greenberg sui profili, approssimando in
forma razionale la funzione di lift deficiency (si veda [5, 6]). Tra i
modelli aerodinamici ROM per i rotori i più applicati risultano es-
sere quelli sviluppati da Peters e dai suoi collaboratori, a partire
dai primi anni ’80 del secolo scorso ([7, 8, 9]). Questi modelli si
basano su di un’approssimazione agli stati finiti dell’influsso della
scia, che influenza i carichi aerodinamici nascenti sulle pale del
rotore in termini di velocità indotta sul profilo. Essi hanno ispirato
il lavoro di gran parte dei ricercatori operanti nel settore dell’ae-
roelasticità dei rotori. La descrizione aerodinamica è ottenuta ac-
coppiando i carichi sezionali della pala agli effetti della vorticità di
scia, ciò implica una forte dipendenza dalla sua forma. Proprio a

4A valle di una linearizzazione.
5Per la trattazione dettagliata si rimanda in appendice C.2.1.
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tale proposito, negli ultimi anni, sono stati sviluppati molti model-
li con complessità differenti che siano in grado di considerare gli
effetti di distorsione di scia (si veda, per esempio, [10] e [11]). Per
quanto questi modelli risultino essere accurati, non sono in grado
di tenere conto di effetti interazionali.
D’altro canto una delle formulazioni utilizzate con successo pro-
prio per studiare questi fenomeni è il BEM (si veda [24]). Il proble-
ma che lo rendeva, prima del presente lavoro di tesi, inutilizzabile
per l’ottenimento di modelli aerodinamici ROM è la periodicità del
sistema. Questa caratteristica si traduce nel fatto che la formula-
zione BEM non può essere espressa matematicamente nel domino
della frequenza, sottoforma di funzioni di trasferimento. Infatti nei
sistemi tempo-periodici un ingresso ad una singola frequenza pro-
duce un’uscita a più frequenze.
All’inizio di questo lavoro ci si è posti proprio l’obiettivo di sviluppa-
re una metodologia che permettesse di ottenere, a partire da una
formulazione di qualsiasi tipo (quindi anche BEM), un modello ae-
rodinamico ROM per rotori di elicottero6 in volo d’avanzamento.
A tal fine si è pensato di identificare l’aerodinamica ROM lineare,
espressa in termini di coordinate multipala7, che sia utilizzabile
per l’analisi perturbativa dei rotori di elicottero in volo d’avanza-
mento. Aspetto centrale di tale metodologia è l’identificazione delle
risposte armoniche del rotore ottenute mediante un solutore aero-
dinamico time-marching. Attraverso un’approssimazione razionale
della matrice aerodinamica, contenente le funzioni di trasferimento
desunte a partire dalle risposte armoniche8, si ottiene l’espressione
del ROM (Ref.[12]). Da questo punto di vista il metodo proposto si
ispira alla formulazione agli stati finiti per ala fissa studiata da Ve-
pa [13], Edwards [14], Roger [15] e applicata da Karpel [16]. Il ROM
così definito è un modello differenziale a coefficienti costanti, che
relaziona le coordinate multipala del rotore alle forze generalizzate
aerodinamiche, espresse nel sistema di riferimento multipala.

È importante sottolineare che l’aerodinamica ROM identificata,

6 Per quanto nel presente lavoro la metodologia sia stata applicata esclu-
sivamente ai rotori di elicottero, ne è possibile l’utilizzo anche per i rotori del
convertiplano (tiltrotor).

7 Per la definizione della trasformazione multipala cfr. appendice A.
8 È importante sottolineare che le funzioni di trasferimento, essendo ottenute

mediante un solutore aerodinamico tridimensionale, non sono affette dalle pro-
blematiche che nascono nell’approssimazione razionale a frequenza nulla della
lift deficiency function di Loewy [5, 6].
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per effetto dell’approssimazione multipala, risulta essere una buo-
na rappresentazione del comportamento dei rotori che abbiano più
di due pale e che siano in volo con un rapporto di avanzamento
medio-basso (µ ≤ 0.3). Nel suddetto campo di validità, l’accuratez-
za della descrizione è, quasi esclusivamente, dipendente da quella
del solutore aerodinamico utilizzato nella definizione delle risposte
armoniche. Pertanto, fatta salva la capacità da parte del solutore,
è possibile tenere conto degli effetti aerodinamici complessi, come
ad esempio l’interazione vortici-pala (BVI) e il roll-up della scia.
Nel presente lavoro la metodologia sarà esaminata in dettaglio, con
la valutazione di tutte le implicazioni teoriche e numeriche; ver-
rà, quindi, presentata la validazione della procedura e ne sarà va-
gliata l’accuratezza in termini di descrizione dei carichi aerodina-
mici e della stabilità aeroelastica di un rotore semirigido9 in volo
di avanzamento [17]. Per questo tipo di rotore sarà condotta an-
che un’applicazione aeroservoelastica. Per completare l’analisi ver-
rà inoltre presentata l’applicazione della metodologia ad un rotore
elastico [18], procedendo anche al confronto con dati numerici e
sperimentali desunti dalla letteratura [19, 32].

9In cui i modi considerati siano quelli di flessione fuori (flap) e nel piano (lag).
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CAPITOLO 1

IDENTIFICAZIONE DEL MODELLO
AERODINAMICO DI ORDINE RIDOTTO

Qualora venga applicato un modello aerodinamico agli stati fini-
ti per la simulazione del comportamento perturbativo di rotori in
avanzamento, è prassi descrivere matematicamente il modello ae-
roelastico corrispondente, attraverso equazioni differenziali a coef-
ficienti periodici. Questa periodicità è principalmente connessa a
quella della pala rispetto al vento relativo, al controllo di passo
ciclico (sia longitudinale che laterale) e alla distribuzione di veloci-
tà d’influsso sul disco rotorico generata dalla vorticità di scia. Se
queste equazioni vengono applicate per l’analisi linearizzata di sta-
bilità attorno ad una condizione di equilibrio (anch’esso periodico),
attraverso la teoria di Floquet si possono ottenere in maniera esatta
gli smorzamenti aeroelastici. L’applicazione di tale metodologia (o
delle teorie sue evoluzioni Fast-Floquet e Generalized-Fast-Floquet
[20]) è a fronte di costi computazionali elevati e con difficoltà nel-
l’interpretazione delle frequenze ([28], [29]). Per superare queste
difficoltà, nel passato l’attenzione è stata focalizzata sull’applica-
zione della trasformazione di coordinate multipala1, che consiste
nell’esprimere le equazioni originali di pala, scritte nel sistema di ri-
ferimento rotante, in termini di coordinate multipala nel sistema di
riferimento non-rotante (ad eccezione delle componenti differenzia-
li, presenti per un numero pari di pale, che rimangono nel sistema
rotante [29]). In particolare, è stato osservato come l’approssima-

1Per la definizione della trasformazione multipala cfr. appendice A.
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CAPITOLO 1. IDENTIFICAZIONE DEL MODELLO AERODINAMICO
DI ORDINE RIDOTTO

zione a coefficienti costanti delle equazioni aeroelastiche scritte in
coordinate multipala permetta di avere una rappresentazione sod-
disfacente2 del comportamento aeroelastico del rotore, nel caso in
cui abbia almeno tre pale e che sia in volo con un rapporto di avan-
zamento inferiore a µ ≤ 0.3. L’introduzione della trasformazione
di coordinate permette di ottenere gli smorzamenti e le frequenze
del sistema mediante un’analisi spettrale standard ([29]). Inoltre,
l’approssimazione a coefficienti costanti fornisce il sistema in una
forma adatta ad applicazioni aeroservoelastiche. Tali vantaggi di
non poco conto hanno portato ad un ampio uso di tale approccio
nell’analisi aeroelastica dei rotori di elicottero.
Alla luce di tali benefici si è pensato, all’inizio di questo lavoro, di
identificare un modello aerodinamico di ordine ridotto per rotori in
avanzamento3, che colleghi le coordinate multipala ai corrispon-
denti carichi aerodinamici nel sistema di riferimento non-rotante.

Il concetto fondamentale della metodologia nasce proprio dal-
l’osservazione che la relazione nello spazio di stato tra le perturba-
zioni delle coordinate multipala e i carichi aerodinamici multipala,
per mezzo dell’approssimazione tempocostante, risulta essere una
forma differenziale lineare a coefficienti costanti. Nel dominio della
frequenza tale tipo di relazione è rappresentata da una funzione
di trasferimento che, ad una data frequenza, può essere identifi-
cata dalla risposta armonica ottenuta per mezzo di fasi e ampiezze
dell’uscita e dell’ingresso alla stessa frequenza. Solo i sistemi dif-
ferenziali lineari e a coefficienti costanti, forzati con un’armonica
pura, risultano avere risposta solamente a quella armonica. Vice-
versa sistemi che siano o non lineari, o a coefficienti non costanti, o
entrambe le cose hanno uscite a più armoniche anche se l’ingresso
è un’armonica pura.
Sfruttando quanto detto la metodologia sviluppata può essere arti-
colata come segue:

1. un solutore aerodinamico time-marching è utilizzato per valu-
tare i carichi aerodinamici multipala generalizzati, dovuti ad
una piccola perturbazione armonica (con un solo contributo
frequenziale) di ogni coordinata multipala;

2Per un’analisi dettagliata dell’effetto dell’approssimazione tempocostante si
rimanda all’appendice A.1.

3Nel caso di rotori in hover o in flusso assiale la relazione ingresso uscita-
risulta essere a coefficienti costanti, è però sempre possibile effettuare il
passaggio in coordinate multipala.
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CAPITOLO 1. IDENTIFICAZIONE DEL MODELLO AERODINAMICO
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2. i contributi che hanno la stessa armonica dell’ingresso sono
estratti dall’uscita del solutore. Ciò permette di catturare i soli
contributi linearizzati a coefficienti costanti della realazione
tra coordinate e carichi aerodinamici multipala;

3. i valori complessi della corrispondente risposta in frequenza
sono determinati;

4. il processo è ripetuto per un numero discreto di frequenze in
un intervallo giudicato appropriato, in modo da ottenere un
campionamento adeguato delle funzioni di trasferimento;

5. la matrice contenente tutte le funzioni di trasferimento è quin-
di approssimata con una procedura ai minimi quadrati;

6. l’espressione analitica di questa matrice, riportata nel domi-
nio del tempo, restituisce il modello ROM aerodinamico in
forma differenziale. Esso collega le coordinate multipala ai
corrispondenti carichi aerodinamici nel riferimento non ro-
tante, con l’inclusione di alcuni stati aerodinamici addizionali
(associati ai poli dell’approssimazione razionale).

Accoppiando questo modello aerodinamico con le equazioni di-
namiche di pala, anch’esse espresse nel riferimento non-rotante, si
ottiene una rappresentazione aeroelastica del sistema nello spazio
di stato del tipo:

ż = Az (1.1)

dove z è il vettore delle variabili di stato multipala e degli stati
aerodinamici aggiunti, mentre A è la matrice di stato aeroelastico
costante. La 1.1 può essere utilizzata sia per l’analisi di stabilità del
sistema che per la definizione di un’applicazione aeroservoelastica
(a valle dell’introduzione di opportune variabili di controllo). Di
seguito si procede con una descrizione dettagliata della procedura
brevemente delineata.
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1.1 Risposta armonica multipala

La valutazione delle risposte armoniche perturbative multipala è
il punto focale dell’identificazione ROM. Infatti, l’accuratezza del
modello dipende da quella del solutore aeroelastico utilizzato per
predire le risposte armoniche.
Per un generico rotore avente N pale si indichi con qj (t) un grado di
libertà della j-esima pala nel riferimento rotante. La corrispondente
coordinata multipala è definita come:

q0(t) =
1

N

N∑
j=1

qj(t)

qlc(t) =
2

N

N∑
j=1

qj(t) cos[l(Ωt+ ∆Ψm)]

qls(t) =
2

N

N∑
j=1

qj(t) sin[l(Ωt+ ∆Ψm)]

qN/2(t) =
1

N

N∑
j=1

qj(t)(−1)
j (1.2)

dove Ω è la velocità angolare del rotore. Il modo indicato come q0 è
chiamato collettivo, mentre il numero di modi ciclici qlc e qls dipen-
de dal numero di armoniche4 l. Il modo differenziale qN/2 è presente
solo per N pari. Riorganizzando nel vettore ξM le coordinate mul-
tipala, collegate a tutti i gradi di libertà di pala (organizzati a loro
volta nel vettore ξB), è possibile ottenere dalle precedenti relazioni
una matrice periodica T (t) tale che:

ξB = T (t)ξM (1.3)

Per una data frequenza ω∗, la perturbazione armonica della coor-
dinata multipala attorno ad una data configurazione di equilibrio
sarà espressa come:

ξMi =Mi cos(ω∗ t+ φIi) (1.4)

da questa l’input al solutore aerodinamico è ottenibile mediante la
1.3. Da sottolineare il fatto che l’ampiezza Mi della perturbazio-

4Il numero delle armoniche dipende dal numero delle pale. Per rotori con N
pari si avrà (N− 1)/2 mentre per N dispari si avrà (N− 2)/2.
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ne deve essere piccola5, viceversa la φIi rappresenta la fase del-
l’ingresso. Ricordando che l’obiettivo finale è la determinazione di
una relazione a coefficienti costanti tra le coordinate multipala ed
i corrispondenti carichi multipala aerodinamici, si trasformano i
carichi perturbativi dal sistema di riferimento pala fB al sistema di
riferimento non-rotante fM tramite la seguente relazione:

fM = T−1(t)fB.

Quindi le ampiezze e le fasi dell’armonica ω∗ di tutti gli elementi
di fM sono determinate per poter calcolare i valori corrispondenti
della funzione di risposta in frequenza tra ξMi e fMj . In particola-
re, esprimendo la forza in serie di Fourier e considerando il solo
contributo all’armonica di ingresso, si avrà

fMj ≈ aj cos (ω∗t) + bj sin (ω∗t)

Si possono definire il modulo e la fase della forza come:

‖ fMj ‖=
√
aj2 + bj

2 φfj = arctan
(
−bj
aj

)
Indicando con Aij e ϑij rispettivamente l’ampiezza e la fase del-
la funzione di trasferimento Eij(ω

∗) (campionata a frequenza ω∗)
tra la i-esima perturbazione armonica multipala e la j-esima forza
multipala

Aij =‖ fMj ‖ /Mi ϑij = φfj − φIi

la funzione di trasferimento può essere espressa come:

Eij = Aije
jϑij ⇒


Re(Eij) = Aij cos(ϑij)

Im(Eij) = Aij sin(ϑij)

Da evidenziare il fatto che l’estrazione del contributo dell’uscita
perturbativa solamente alla stessa armonica dell’ingresso è equiva-
lente, come già detto in precedenza, a un’approssimazione a coef-
ficienti costanti del legame tra ingresso e uscita. Inoltre l’utilizzo

5Si vuole desumere con la procedura in analisi la sola parte lineare del
sistema. L’estrazione dei soli contributi dell’uscita all’armonica dell’ingresso,
non garantisce l’equivalenza con una procedura di linearizzazione matematica.
Per questo motivo è necessario introdurre l’ipotesi di piccole perturbazioni.Cfr.
Appendice B.
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delle piccole perturbazioni permette di ottenere anche una lineariz-
zazione.
È fondamentale notare che, nel caso in cui il solutore aerodinamico
sia in grado di tenere conto degli effetti aerodinamici interazionali,
(e.g. Interazione vortici di scia-pala noto anche come B.V.I) e della
non linearità (e.q. arricciamento della scia), con la metodologia in-
trodotta non verrebbero trascurati, ma andrebbero ad influenzare
l’aerodinamica ROM linearizzata.
Ripetendo l’analisi armonica multipala per tutte le componenti di
ξM e per un numero discreto di frequenze, si ottiene la matrice delle
funzioni di trasferimento E(s) campionata in un range appropriato6

di frequenze. La matrice è tale che:

˜̄fM = E(s) ξ̃
M

(1.5)

1.1.1 Considerazioni numeriche

Nella procedura d’identificazione delle funzioni di trasferimento de-
scritta, è necessario tenere in considerazione alcuni elementi cru-
ciali onde evitare inaccuratezze ed errori. Anzitutto, la scelta del
solutore aerodinamico, utilizzato per desumere le risposte in fre-
quenza, deve essere appropriata al problema che si vuole analiz-
zare. Maggiore è l’accuratezza della modellazione aerodinamica del
solutore, maggiore è il tempo di calcolo per ogni funzione di tra-
sferimento. Se per alcuni fenomeni, come il BVI, sarà necessario
utilizzare un solutore con metodo agli elementi di contorno con scia
libera, per lo studio di stabilità in assenza di fenomeni interazionali
sarà sufficiente l’utilizzo di un solutore scia prescritta.
Sebbene differenti solutori aerodinamici presentino altrettanti com-
portamenti eterogenei, è possibile sottolineare alcuni elementi co-
muni, prescindenti dal solutore, di cui tener conto.

• Tutti i solutori aerodinamici presentano una risposta transi-
toria che deve essere esaurita prima che inizi il periodo d’os-
servazione in cui il vettore delle forze aerodinamiche fB è cal-
colato. Inoltre, qualora il solutore aerodinamico contempli
la presenza di una scia, questa deve essere completamente
sviluppata prima che inizi l’osservazione.

6Da un punto di vista aeroelastico.
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Poichè le componenti armoniche delle forze aerodinamiche ge-
neralizzate vengono calcolate numericamente con l’algoritmo Fast
Fourier Transform (FFT), è necessario prestare attenzione ad alcune
problematiche insite in esso:

• è da soddisfare il teorema del campionamento di Shannon,
scegliendo un numero di campioni sufficiente a catturare la
frequenza dell’ingresso;

• l’algoritmo FFT necessiterebbe di un periodo di campionamen-
to infinito. Nella pratica ciò viene ovviato prendendo una fi-
nestra del segnale e ripetendola. Se però questa non è presa
opportunamente, si rischia di andare ad analizzare un segna-
le che non rappresenta correttamente quello originale7. Per
evitare quest’effetto, che prende il nome di leakage, il pe-
riodo esaminato deve essere un multiplo intero del periodo
dell’ingresso armonico;

• data la periodicità intrinseca del sistema aerodinamico, i ca-
richi che nascono risultano essere quasi-periodici. In que-
sto caso per evitare effetti di leakage, oltre a quanto detto nel
punto precedente, è necessario stabilire un periodo di anali-
si abbastanza ampio. Un’analisi di convergenza numerica ha
mostrato come, per il lavoro qui presentato, una lunghezza
del periodo di osservazione pari a trenta periodi dell’armonica
di ingresso risulti essere sufficiente;

• l’intervallo temporale del solutore time-marching deve essere
tale che il periodo di analisi risulti avere un numero intero di
passi temporali8.

Un’altra problematica numerica riscontrata è la dipendenza delle
funzioni di trasferimento dal passo temporale del solutore aerodi-
namico. Per investigare quest’effetto è stata condotta un’analisi di
sensibilità delle funzioni di trasferimento rispetto a questo parame-
tro. Il risultato di quest’analisi, riportato in figura 1.1 per una delle

7E.g. si supponga di avere un seno e di utilizzare una finestra che racchiuda
5/4 di periodo, ripetendo tale segnale si avrà un errore legato ai salti, dovuti
all’inopportuna finestratura, presenti tra ogni ripetizione.

8Ciò implica che le frequenze, che è possibile dare in ingresso al sistema, sono
vincolate all’intervallo temporale del solutore.
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funzioni di trasferimento9, ha mostrato come il loro comportamento
sia praticamente lineare. Per questo motivo si è scelto di procede-
re nella definizione delle risposte armoniche perturbando ad ogni
frequenza con due diversi passi temporali e, successivamente, ef-
fettuando una regressione lineare per trovare il valore asintotico
cui tendono le funzioni di trasferimento.

Figura 1.1: Sensibilità delle funzioni di trasferimento al variare del
∆t.

9Tale risultato compete ad una delle funzioni di trasferimento desunte utiliz-
zando un rotore elastico, ma il comportamento è del tutto analogo per tutte le
funzioni di trasferimento e per entrambi i rotori considerati.
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1.2 Approssimazione razionale matriciale

La procedura descritta al § 1.1 permette la definizione della matrice
aerodinamica. La modellazione aerodinamica agli stati-finiti viene,
quindi, ottenuta per mezzo di un’approssimazione razionale della
matrice delle funzioni di trasferimento aerodinamiche. Seguendo
l’approccio presentato in [12] e [30], viene identificata l’approssi-
mazione razionale matriciale della E (s). Tale metodo è strettamen-
te collegato a quello dei minimi quadrati introdotto da Karpel per
l’aerodinamica ROM di ali fisse [16]. In particolare, dall’applica-
zione di una procedura ai minimi quadrati, imponendo che i poli
complessi identificati abbiano parte reale negativa e significativa-
mente diversa da zero10, la matrice delle funzioni di trasferimento
è approssimata come

E (s) ≈ s2 A2 + s A1 + A0 + H [s I − P]−1 R (1.6)

dove A2,A1,A0,P,H e R sono matrici reali e piene. La matrice P è una
matrice quadrata le cui dimensioni sono legate al numero di stati
aerodinamici aggiunti nel modello, legati agli effetti di ritardo do-
vuti alla vorticità di scia [12]. L’inclusione dei contributi razionali è
suggerita dalla forma delle funzioni di trasferimento valutate, che
non sono ben approssimabili per mezzo di polinomi. Ciò è da im-
putare all’effetto delle vorticità non stazionarie di scia responsabili,
come confermato da modelli teorici, dei termini trascendentali che
appaiono nella funzione di trasferimento dei carichi aerodinamici
di sezione[12, 1, 21].

1.2.1 Considerazioni numeriche

Nell’espressione della matrice aerodinamica in forma razionale l’i-
dentificazione dei poli è un punto fondamentale. Infatti, diverse
combinazioni di poli sono in grado di fornire delle approssimazioni
razionali della matrice aerodinamica del tutto equivalenti dal pun-
to di vista matematico; un’inopportuna scelta potrebbe rendere la
simulazione del sistema aeroelastico del tutto irrealistica. In parti-
colare poli aerodinamici che siano plausibili devono essere stabili;
poli instabili rappresenterebbero un comportamento aerodinamico
irrealistico (una qualsiasi perturbazione della pala genererebbe dei
carichi aerodinamici crescenti indefinitivamente). Questa prima

10Cfr. § 1.2.1.
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considerazione rende la stabilità il primo vincolo di cui tenere con-
to nella procedura di approssimazione ai minimi quadrati. Inoltre i
poli aerodinamici non possono avere delle parti reali troppo vicine
all’asse immaginario. Infatti questa scelta renderebbe l’aerodina-
mica prona a risonanza (numerica), e in alcuni casi potrebbe, a
valle dell’accoppiamento con la modellazione della struttura, ren-
dere il sistema instabile, come si evince dal seguente esempio. Per
un rotore quadripala, semirigido, incernierato, in volo di avanza-
mento a µ = 0.05 sono rappresentati, in figura 1.2 (a) e (b) rispetti-
vamente, il caso in cui i poli aerodinamici sono molto vicini all’asse
immaginario e quello in cui si ha cura di imporre un margine di
stabilità non nullo. Per quanto l’approssimazione razionale della
matrice aerodinamica sia buona e di poco dissimile fra i due ca-
si, il primo risulta avere un’aerodinamica che, forzata ad una delle
frequenze dei poli, ha un comportamento risonante. Inoltre que-
sta approssimazione non corretta, a valle dell’accoppiamento con
la struttura, dà luogo ad uno spettro aeroelastico con alcuni auto-
valori aerodinamici11 instabili come mostrato in 1.3 (a). Viceversa
la 1.3 (b) dimostra come, imponendo un margine di stabilità ai poli
della forma razionale, gli autovalori corrispondenti siano tutti sta-
bili.
Inoltre confrontando le due predizioni aeroelastiche, rappresentate
in (a) e (b) della 1.3, si nota come gli autovalori critici strutturali,
in entrambi i casi stabili, siano scarsamente dipendenti dal margi-
ne di stabilità scelto nel piazzamento dei poli dell’approssimazione
razionale. Pertanto è da prestare attenzione nella scelta dei poli
aerodinamici: se troppo vicini all’asse immaginario potrebbero es-
ser causa di un’erronea valutazione della stabilità aeroelastica del
sistema. Per di più si avrebbe una rappresentazione aeroelastica
nello spazio di stato non utilizzabile per predizioni time-marching e
per applicazioni aeroservoelastiche.

11Che gli autovalori siano aerodinamici lo si evince dall’analisi delle
componenti degli autovettori corrispondenti.
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(a)

(b)

Figura 1.2: (a) Poli aerodinamici al limite di stabilità. (b) Poli
aerodinamici stabili.
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(a)

(b)

Figura 1.3: (a) Autovalori aeroelastici con aerodinamica inappropria-
ta. (b) Autovalori aeroelastici con aerodinamica appopriata.
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1.3 Modello differenziale aeroelastico

Con l’approssimazione razionale matriciale è stata definita l’espres-
sione 1.6 approssimante la matrice aerodinamica: combinandola
con la 1.5 si ha un’espressione che può essere antitrasformata dal
dominio di Laplace a quello del tempo. L’aerodinamica ROM otte-
nuta ha la seguente forma differenziale che relaziona le coordinate
multipala ai carichi aerodinamici multipala:

f̄M(t) = A2ξ̈
M
+ A1ξ̇

M
+ A0ξ

M + Hr
ṙ = Pr + RξM (1.7)

dove r è il vettore degli stati aerodinamici aggiunti12 associati ai poli
dell’approssimazione razionale. Per ottenere il sistema aeroelastico
è necessario accoppiare l’aerodinamica ROM 1.7, ottenuta con la
procedura descritta, con la dinamica strutturale delle pale. Essa è
descritta mediante delle equazioni a coefficienti-costanti, ottenute
applicando la trasformazione di coordinate multipala, alle equa-
zioni della dinamica perturbativa del rotore, linearizzate attorno
alla stessa configurazione d’equilibrio utilizzata nel solutore aero-
dinamico. Da questo accoppiamento si ottiene il seguente sistema
aeroelastico:

(M̄M − A2) ξ̈
M
+ (C̄M − A1) ξ̇

M
+ (K̄M − A0)ξ

M = Hr
ṙ = Pr + RξM (1.8)

dove indicando con MB,CB e KB rispettivamente le matrici struttu-
rali periodiche di massa, smorzamento e rigidezza nel sistema di
riferimento rotante, le corrispondenti matrici nel sistema di riferi-
mento multipala sono:

M̄M = T−1MBT; C̄M = T−1(2MBṪ + CBT)

K̄M = T−1(MBT̈ + CBṪ + KBT)

la sopralineatura indica la parte tempo-costante della matrice nel
sistema di riferimento multipala13. Ponendo la (1.8) nello spazio di
stato si ottiene la forma (1.1).

12Nello spazio delle variabili multipala, con l’approssimazione a coefficienti-
costanti.

13È pleonastico sottolineare come la trasformazione di coordinate multipala,
operi nella stessa maniera di una trasformazione simile.
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CAPITOLO 2

SOLUTORI AERODINAMICI E STRUTTURALI

2.1 Solutore aerodinamico - Metodo agli
Elementi di Contorno

Nella procedura descritta al capitolo 1, la definizione delle risposte
armoniche avviene per mezzo di un solutore aerodinamico time-
marching, perturbato armonicamente. Come ampiamente detto,
l’accuratezza dell’aerodinamica ROM dipende, quasi esclusivamen-
te, da quella del solutore aerodinamico utilizzato. Appare quindi
evidente come la scelta del solutore aerodinamico, appropriato al
fenomeno fisico oggetto di studio, sia un punto focale nella meto-
dologia. Nel presente lavoro si è scelto di utilizzarne uno basato
sul Metodo agli elementi di Contorno (Boundary Element Method
[BEM]) per flussi potenziali (ref.[31]), la cui trattazione dettagliata
è riportata in appendice C.
Per un flusso non stazionario, incompressibile, quasi-potenziale1

attorno ad una superficie portante in moto arbitrario rispetto al-
l’aria indisturbata, il campo potenziale di velocità2 ϕ può esse-
re espresso attraverso la seguente rappresentazione integrale agli

1Potenziale ovunque ad eccezione della superficie della scia.
2Dato da v = ∇ϕ.

23



CAPITOLO 2. SOLUTORI AERODINAMICI E STRUTTURALI

elementi di contorno,scritta nel campo fluido:

ϕ(x, t) =

∫
SB

(
∂ϕ

∂n
G−ϕ

∂G

∂n

)
dS(y)

−

∫
SW

∆ϕ(yTEw , t− τ)
∂G

∂n
dS(y) (2.1)

dove SB indica la superficie del corpo e SW indica la superficie a
spessore nullo della scia in cui la vorticità, generata dal corpo,
rimane confinata; x e y indicano rispettivamente la posizione di
osservazione e la posizione della sorgente. Inoltre è presente la
soluzione fondamentale dell’equazione di Laplace

G = −
1

4π‖x − y‖

Indicando con n il versore normale uscente dalla superficie del
corpo si avrà:

∂

∂n
= n · ∇

Infine ∆ϕ(yTEw , t − τ) è la discontinuità di potenziale nella zona del
bordo d’uscita da cui, al tempo t − τ, è stato rilasciato il punto
sulla scia. L’imposizione della condizione di impermabilità della
superficie del corpo permette di ottenere la seguente condizione al
contorno:

∂ϕ

∂n
= vB · n

In cui vB indica la velocità dei punti sulla superficie del corpo. Per
x che tende a SB la 2.1 permette di ottenere un’equazione integrale
che può essere utilizzata per calcolare il valore di ϕ sulla superficie
del corpo [31].
L’equazione è quindi risolta numericamente con il metodo degli ele-
menti di contorno dicretizzando SB e SW in pannelli quadrilateri,

assumendo ϕ e
∂ϕ

∂n
costanti a tratti3 e imponendo che l’equazione

venga soddisfatta al centro di ogni elemento del corpo4. Noto quin-
di il potenziale sulla superficie del corpo, tramite il teorema di Ber-
noulli, viene definita la distribuzione di pressione che, integrata,
permette di ottenere le forze aerodinamiche su di essa agenti.

3Bem di ordine zero.
4Metodo di collocazione.
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2.1.1 La modellazione della scia

La formulazione aerodinamica descritta al §2.1 può essere applica-
ta ad analisi in cui la forma della scia può essere sia prescritta che
libera di deformarsi. In questo secondo caso, la forma della scia è
ottenuta come parte della soluzione. Infatti, noto ϕ sul corpo è pos-
sibile ottenere, mediante l’operatore gradiente, il campo di velocità.
La sua conoscenza permette, ad ogni passo temporale, di muovere
i punti della scia in accordo con il locale campo di velocità. In tal
modo la forma della scia è costantemente aggiornata.
Nel presente lavoro sono state utilizzate due differenti scie prescrit-
te. La prima, che nel proseguio verrà chiamata prescritta indefor-
mata, è rappresentata in figura5 2.1. Essa è definita come la su-
perficie spazzata dal bordo d’uscita della pala durante il suo moto.

Figura 2.1: Scia prescritta indeformata.

La seconda scia, prescritta deformata figura 2.2, è ottenuta me-

5 Al fine di favorire la visibilità viene mostrata la scia di una sola pala, per un
rotore in avanzamento.
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diante un solutore BEM scia libera alle condizioni di trimmaggio,
ed è utilizzata come scia prescritta nell’analisi di risposta armo-
nica. Questa scelta, motivata dal significativo risparmio di tempi
computazionali che si hanno rispetto ad un’analisi scia-libera del-
la risposta armonica, risulta essere opportuna in questa fase di
definizione, validazione e confronto sperimentale della metodologia
ROM introdotta, senza per questo introdurre limitazioni alla stessa.
Essa, come più volte detto, permette l’utilizzo di qualsiasi solutore
aerodinamico time-marching.

Figura 2.2: Scia prescritta deformata.
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2.2 Solutore strutturale

La dinamica strutturale delle pale del rotore è descritta per mezzo
di un modello di trave, basato sulle equazioni non lineari biflesso-
torsionali presentate nel Ref. [22]. La trattazione introdotta nel
1974 da Hodges e da Dowell è valida per pale sottili, ad asse retti-
lineo, omegenee, isotrope, non uniformi e svergolate6. Nel modello
strutturale, da loro introdotto, vengono considerati i soli termini di
ordine fino al secondo, trascurando quelli del terzo ordine che non
contribuiscono allo smorzamento. Assumendo che la deformazio-
ne radiale sia esclusivamente dovuta alla flessione (Ref. [23]), si
ottiene la descrizione del sistema dinamico in termini di equazio-
ni accoppiate non-lineari, integrali e parzialmente differenziali. Le
incognite del sistema sono gli spostamenti nel piano (lead-lag) e
fuori dal piano (flap) dell’asse elastico e la torsione delle sezioni
ad esso perpendicolari. Questa descrizione è adatta a rappresen-
tare il comportamento di strutture, assimilabili a travi, sottoposte
a deflessioni significative. Il sistema di equazioni introdotto vie-
ne discretizzato spazialmente utilizzando il metodo di Galerkin, nel
quale si procede esprimendo la deformazione elastica come com-
binazione lineare di opportune funzioni di forma che soddisfino le
condizioni al contorno omogenee7. Le scelta delle funzioni di for-
ma da utilizzare è effettuata tenendo conto delle caratteristiche del
rotore che si vuole analizzare. Nel lavoro in questione sono stati
presi in considerazioni due diversi tipi di rotore: uno semirigido
ed uno elastico. Nel primo caso le funzioni di forma utilizzate per
discretizzare il problema sono state i modi rigidi di traslazione e
di rotazione. Nel caso di rotore elastico sono stati utilizzati i mo-
di fondamentali della trave a sbalzo [24]. Dopo aver espresso le
deformazioni come combinazioni lineari delle funzioni di forma, si
proiettano su queste ultime le equazioni e si procede con una li-
nearizzazione attorno ad una configurazione d’equilibrio. In questa
maniera si ottiene un sistema di equazioni differenziali ordinarie,
cui è possibile applicare la trasformazione multipala.
La proiezione sulle funzioni di forma deve essere effettuata an-
che per i carichi aerodinamici. Nella metodologia introdotta, do-
po aver calcolato i carichi aerodinamici integrando le pressioni, si
proietta sulle funzioni di forma e, successivamente, si applica la

6Per la trattazione completa si rimanda in appendice D
7Che rappresentano i vincoli strutturali.
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trasformazione multipala e l’analisi delle risposte armoniche.
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CAPITOLO 3

RISULTATI NUMERICI

L’articolazione di questo capitolo segue quanto fatto nel corso del
lavoro. Dopo aver ipotizzato la metodologia ed averla definita ma-
tematicamente, si è resa necessaria un’ampia fase di validazione
numerica della stessa, che è stata condotta per fasi graduali. In
primis si è proceduto al confronto, nella condizione di volo in ho-
ver1, delle funzioni di trasferimento campionate con la metodologia
introdotta, con quelle ottenute con l’analisi nel dominio della fre-
quenza presente nel ref.[12]2.
A questa prima fase è seguita l’applicazione della metodologia ad
un caso di rotore in avanzamento. Per permetterne un’ampia va-
lidazione e per limitare l’insorgere di problematiche trasversali, si
è scelto di procedere per gradi, considerando inizialmente il rotore
semirigido. L’analisi approfondita del rotore semirigido in volo di
avanzamento ha richiesto un lavoro di circa due anni ed è servita
sia per validare il metodo, che per risolvere le problematiche nu-
meriche riportate nei § 1.1.1 e 1.2.1. La validazione del metodo è
stata declinata in diverse fasi. Inizialmente si è valutata la bontà
dell’approssimazione razionale delle funzioni di trasferimento cam-
pionate. Quindi si è comparata la risposta ad un ingresso con più
componenti armoniche dell’aerodinamica approssimata ROM e di
quella del solutore aerodinamico utilizzato per ottenere le rispo-
ste armoniche. In seguito, accoppiando l’aerodinamica ROM con il
modello strutturale, si è proceduto con l’analisi del sistema aeroe-

1In cui le periodicità legate all’avanzamento sono assenti.
2La trattazione è riportata in appendice C.2.1
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lastico sia dal punto di vista della risposta che della stabilità. Per
quest’ultimo punto si è investigato l’effetto dell’introduzione del-
la nuova modellazione aeroelastica sullo smorzamento critico, al
variare del rapporto di avanzamento, e sugli autovalori del siste-
ma aeroelastico. Questi risultati sono stati confrontati con quelli
da aerodinamica quasi-stazionaria con influsso statico di scia (con
modello di Drees). Quindi, per valutare l’effetto delle approssima-
zioni introdotte nella metodologia, si è confrontato il margine di
stabilità definito dal modello aeroelastico ROM con quello ottenuto
con un accoppiamento stretto BEM-struttura. Infine, per conclu-
dere questa prima fase e per evidenziare le potenzialità di quanto
introdotto, si è proceduto con un’applicazione aeroservoelastica sul
rotore semirigido.
Dopo aver ampiamente validato il modello, si è scelto di migliorare
la parte strutturale prendendo in considerazione un rotore elastico,
più aderente alla realtà del precedente. Per questo motivo si è pro-
ceduto ad un confronto con i risultati numerici e sperimentali del
ref. [32]. Questa fase, che ha occupato la restante parte del dot-
torato, è stata utile per affinare ulteriormente la metodologia e per
investigare l’utilizzo di differenti modellazioni di scia e metodi per
la definizione delle condizioni di deformazione all’equilibrio. Infi-
ne, il confronto con i dati provenienti dalla letteratura ha permesso
un’ulteriore validazione della metodologia.
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3.1 Validazione del codice in hovering

Al fine di validare la metodologia introdotta, si è considerato un
rotore semirigido con due gradi di libertà, uno di flessione fuo-
ri dal piano ed uno di torsione. Il rotore quadripala, con raggio
R = 2m, è posto in rotazione a 1040rpm ed ha un angolo di attacco
di 12ocostante lungo l’apertura. La pala rettangolare risulta avere
una corda c = .121m con profili aerodinamici NACA-0012.
Nelle condizioni di hovering, si è proceduto quindi al confronto3 tra
i risultati ottenuti con la presente metodologia, in termini di fun-
zioni di trasferimento campionate, con quelli ottenuti con la meto-
dologia in frequenza4 utilizzata e validata in [12].
Nelle figure 3.1 e 3.2 sono comparate le funzioni di trasferimento

ottenute con il codice in frequenza e quelle campionate con la pre-
sente metodologia. Sono state prese in considerazione funzioni che
mettono in relazione i modi collettivi con i momenti generalizzati
collettivi5. Per prima cosa si può notare come i momenti di flappeg-
gio risultino essere di quattro ordini di grandezza maggiori rispetto
a quelli di torsione. Questo fa apprezzare la bontà del risultato che
presenta, solamente nel caso di torsione, differenze percettibili che
tendono ad aumentare con la frequenza. Esse potrebbero essere
collegate alla scelta del numero di passi utilizzati per discretizzare
un giro di rotore. Si è proceduto quindi con un’analisi di sensibili-
tà delle funzioni di riferimento rispetto alla variazione dei passi su
giro di rotore6. L’intervallo in frequenza scelto è nel range 1.4/rev e
2.3/rev poichè, ad alte frequenze, si verificano le discrepanze tra le
due metodologie7 nel caso di momento collettivo di torsione.
Le figure 3.3 e 3.4 evidenziano una variazione sensibile al varia-
re del numero di passi su giro. Va però sottolineato come queste
variazioni siano contenute sui momenti di flappeggio, mentre sia-
no importanti nel caso di momenti di torsione. La convergenza dei
momenti di torsione al variare del numero di passi su giro è più
lenta di quella di flessione. Per ovviare a questo inconveniente, no-
tando che l’andamento della convergenza è praticamente lineare8,

3A parità di pannelizzazione su corpo e scia.
4Per la trattazione si rimanda in appendice C.2.1.
5Per la definizione delle forze generalizzate si rimanda in appendice D.
6Tale analisi è stata fatta utilizzando il codice in Frequenza che risulta essere

notevolmente più veloce rispetto alla metodologia introdotta.
7A parità di pannellizzazione sul corpo.
8Come è già stato descritto dettagliatamente nel § 1.1.1.
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(a)

(b)

Figura 3.1: Momento collettivo di flap dovuto ad una perturbazio-
ne collettiva di flappeggio (a) e ad una perturbazione collettiva di
torsione (b).

si procede con due analisi a due differenti valori di passi su giro,
considerando poi il valore della regressione lineare per un numero
di passi tendente all’infinito.
L’ultima fase della validazione preliminare della metodologia è stata
condotta valutando che l’effetto della trasformazione di coordinate
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(a)

(b)

Figura 3.2: Momento collettivo di torsione dovuto ad una perturba-
zione collettiva di flappeggio (a) e ad una perturbazione collettiva di
torsione (b).
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(a)

(b)

Figura 3.3: Sensibilità del momento collettivo di flap dovuto ad
una perturbazione collettiva di flappeggio (a) e ad una perturbazione
collettiva di torsione (b) alla variazione del numero di passi su giro.

multipala sia analogo a quanto descritto in letteratura.
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(a)

(b)

Figura 3.4: Sensibilità del momento collettivo di torsione dovuto ad
una perturbazione collettiva di flappeggio (a) e ad una perturbazione
collettiva di torsione (b) alla variazione del numero di passi su giro.

3.1.1 Effetto della trasformazione di coordinate mul-
tipala

In condizioni di hovering, il generico momento aerodinamico può
essere espresso in funzione delle coordinate lagrangiane del pro-
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blema mediante opportuni coefficienti moltiplicativi. Prendendo
in esempio il momento di flessione fuori dal piano dovuto ad una
variazione dell’angolo di flappeggio9 si avrà:

M = aβ̈+ bβ̇+ cβ (3.1)

Introducendo la trasformazione di coordinate di Fourier la varia-
zione dell’angolo di flappeggio sarà espressa come:

β = β0 + (−1)kβN/2 + βc cosψk + βs sinψk

β̇ = β̇0 + (−1)kβ̇N/2 +
(
β̇c +Ωβs

)
cosψk +

(
β̇s +Ωβc

)
sinψk

β̈ = β̈0 + (−1)kβ̈N/2 +
(
β̈c + 2Ωβ̇s +ω

2βc
)
cosψk

+
(
β̈s + 2Ωβ̇c +ω

2βs
)
sinψk

Esprimendo anche il momento in coordinate di Fourier ed ugua-
gliando i vari termini si ottiene

M0 = aβ̈0 + bβ̇0 + cβ0{
Mc

Ms

}
=

[
a 0

0 a

]{
β̈c
β̈s

}
+

[
b 2Ωa

−2Ωa b

]{
β̇c
β̇s

}
+

[
c−Ω2a Ωb

−Ωb c−Ω2a

]{
βc
βs

}
(3.2)

MN/2 = aβ̈N/2 + bβ̇N/2 + cβN/2

Il momento collettivo risulta essere dipendente dal solo modo col-
lettivo, così come il differenziale. Viceversa, i momenti ciclici ri-
sultano essere accoppiati e dipendenti da entrambi i modi ciclici.
Si verifica che prendendo la matrice aerodinamica campionata in
caso di Hover, che questo comportamento si manifesti anche con
la metodologia ivi definita; infatti la matrice aerodinamica, per la
parte di flappeggio, risulta avere i seguenti ordini di grandezza:

M̃M (s) =


o(105) o(10−2) o(10−1) o(10−1)
o(101) o(105) o(104) o(10−1)
o(101) o(105) o(104) o(10−1)
o(10−1) o(10−1) o(10−1) o(104)

 ξ̃M (s)

9Per rotore rigido l’angolo di flappeggio coincide con la variabile lagrangiana.

36



CAPITOLO 3. RISULTATI NUMERICI

3.2 Rotore semirigido in avanzamento

3.2.1 Dati rotore

Il rotore semirigido, considerato nella prima fase delle analisi in
avanzamento, ha le seguenti caratteristiche:

DATI DI VOLO DATI STRUTTURALI
Velocità di rotazione 1040RPM

Angolo di shaft −14.64o

Profilo NACA 23012

CLα 5.7

CD0 0.01

Densità dell’aria 1kg/m3

CT 0.0045

Raggio 2m

Numero di Pale 4

Hinge offset 0.26m

Cut-off aerod. 0.26m

Corda 0.121m

Densità lineare 0.96kg/m

Svergolamento+ 6.67o

DATI LAG DATI FLAP
Frequenza∗ 3.06Hz

Rigidezza 610.7Nm
rad

Momento d’inerzia 1.65kg/m2

Smorzamento
strutturale 0%

Frequenza∗ 110.8Hz

Rigidezza 7552Nm
rad

Momento d’inerzia 1.65 kg
m2

Smorzamento
strutturale 0%

∗non rotante + calettamento al tip −2.84o

TRIMMAGGIO

V∞ [m/s] µ θz0 θcos θsin βpc
10 0.05 4.46o 0.4583o −0.5156o 0.3561o

20 0.10 4.38o 0.4010o −0.5729o 0.3047o

30 0.16 4.83o 0.4010o −0.5729o 0.3571o

40 0.21 5.55o 0.2291o −0.8021o 0.4172o

50 0.26 6.35o 0.2291o −1.3178o 0.4879o

z angolo di passo colletivo preso al 75% dell’apertura palare

3.2.2 Funzioni di trasferimento

Per prima cosa si analizzano le funzioni di trasferimento campiona-
te, per valutare la bontà della loro approssimazione agli stati finiti.
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Per farlo ci si riferisce ad una condizione di volo di avanzamento
a µ = 0.16. L’aerodinamica ROM è ottenuta utilizzando, nel solu-
tore aerodinamico time-marching, la scia prescritta indeformata e
approssimando le funzioni di trasferimento con un numero di poli
che varia, da 39 a 48, a seconda del rapporto di avanzamento.

Nelle figure 3.5 sono mostrate le funzioni di trasferimento che

(a)

(b)

Figura 3.5: Funzioni di trasferimento tra il momento collettivo di
flappeggio e una deflessione collettiva di flap (a) e di lag (b).
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mettono in relazione il momento collettivo di Flappeggio, rispetti-
vamente ad una deflessione collettiva di flap (a) e di lag (b). Sono
rappresentate sia quelle campionate dalle risposte armoniche del
solutore BEM, che quelle approssimate attraverso la forma razio-
nale utilizzata nella procedura ROM. Una prima considerazione da
fare è che il momento di flappeggio risulta essere notevolmente più
sensibile ad una perturbazione di flap rispetto ad una di lag, dal
momento che le funzioni di trasferimento differiscono per un ordi-
ne di grandezza.
Nelle figure 3.6 sono presentati analoghi confronti per il momento

collettivo di lag dovuto alle deflessioni collettive di flap (a) e di lag
(b). Anche il momento di lag risulta essere più sensibile ad una
perturbazione di flap piuttosto che ad una di lag. Dalle figure 3.5 e
3.6 si può desumere che:

1. le funzioni di trasferimento, che coinvolgono i modi collettivi
sia di flap che di lag, presentano un andamento regolare;

2. l’approssimazione delle stesse mediante la forma razionale ri-
sulta essere più che soddisfacente.

Analizzando viceversa, in figura 3.7, funzioni di trasferimento che
mettano in relazione perturbazioni e momenti di natura diversa, si
può notare un andamento più irregolare con, d’altro canto, un’ap-
prossimazione ancora molto buona; va altresì tenuto conto che tali
funzioni di trasferimento risultano essere di un ordine di grandezza
inferiore rispetto a quelle legate ad una perturbazione collettiva di
flap. Quanto affermato è valido per tutte le funzioni di trasferimen-
to ivi non presentate. Le figure 3.5-3.7 dimostrano che l’appros-
simazione ai minimi quadrati, utilizzata nella procedura ROM, dà
luogo ad approssimazioni veramente accurate delle funzioni di tra-
sferimento, assicurando un buon livello di accuratezza dell’aerodi-
namica ROM conseguente. Da notare che l’intervallo di frequenze,
in cui le funzioni di trasferimento sono state valutate, è stato scelto
in modo da includere le frequenze dei modi multipala strutturali,
che partecipano al sistema aeroelastico in esame.
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(a)

(b)

Figura 3.6: Funzioni di trasferimento tra il momento collettivo di lag
e una deflessione collettiva di flap (a) e di lag (b).

3.2.3 Analisi di Risposta

Per analizzare la bontà dell’approssimazione agli stati finiti e di
quella tempocostante presente nella metodologia, si valuta la ri-
sposta dei carichi aerodinamici multipala ad una piccola perturba-
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Figura 3.7: Funzioni di trasferimento tra il momento collettivo di flap
e una deflessione ciclica laterale di flap.

zione del collettivo di flappeggio con la seguente legge:

β0 (t) = 0.01e
−0.8tcos(0.2Ωt)sin(0.8Ωt)

Si confrontano quindi i carichi aerodinamici predetti dal soluto-
re BEM e quelli ricostruiti utilizzando l’approssimazione razionale
ROM. Dall’analisi dei momenti di flappeggio presenti in figura 3.8 e
di quelli di lag in figura 3.9, si può anzitutto vedere come l’appros-
simazione introdotta nella presente metodologia sia praticamente
ininfluente sulla bontà della descrizione del comportamento aero-
dinamico. Si risconta anche in questo caso quanto ravvisato dall’a-
nalisi delle funzioni di trasferimento: una perturbazione collettiva
di flap ha un effetto maggiore sui momenti di flap (particolarmen-
te quello collettivo) rispetto a quello che ha sui momenti di lag (di
almeno due ordini di grandezza inferiore). Da qui, e da quanto va-
lutato nel paragrafo precedente, si può affermare che le approssi-
mazioni introdotte dalla metodologia10 siano ininfluenti sulla bontà
della descrizione aerodinamica e siano limitate a piccole discrepan-
ze alle componenti ad alta frequenza11.

Nella figura 3.10 è rappresentata la risposta del ciclico lungitu-
dinale di lag ad una perturbazione collettiva di flap, calcolata con

10Le approssimazioni introdotte sono la tempocostanza delle matrici e l’appros-
simazione razionale delle funzioni di trasferimento, con un numero finito di stati
aggiunti.

11 Componenti che vengono filtrate con la metodologia introdotta.
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(a) (b)

(c) (d)

Figura 3.8: Confronto tra il momento di flappeggio collettivo (a), cicli-
co longitudinale (b), ciclico laterale (c), differenziale (d) predetto dal
solutore BEM e dall’approsimazione razionale ROM.

il solutore aeroelastico con aerodinamica ROM, e con l’evoluzio-
ne time-marching di un solutore ottenuto accoppiando la dinamica
strutturale delle pale con il BEM12. In questo caso l’aderenza tra
le due soluzioni è eccellente e ancor migliore di quanto ravvisato
nelle figure 3.8 e 3.9. Ciò è dovuto al filtraggio che la risposta della
dinamica di pala ha sugli effetti ad alta frequenza. I risultati di
questa sezione sono una dimostrazione della validità dell’approssi-
mazione a coefficienti-costanti (seguente la trasformazione di coor-
dinate multipala), ampiamente utilizzata nello studio della stabilità
aeroelastica dei rotori di elicottero in volo d’avanzamento.

12Utilizzato nel campionamento delle funzioni di trasferimento.
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(a) (b)

(c) (d)

Figura 3.9: Confronto tra il momento di flappeggio collettivo (a), ci-
clico longitudinale (b), ciclico laterale (c), differenziale(d) predetto dal
solutore BEM e dall’approsimazione razionale ROM.

3.2.4 Analisi di Stabilità

Il modello aerodinamico ROM, identificato con l’approccio propo-
sto, viene dunque applicato per esaminare la stabilità aeroelasti-
ca del modello di rotore considerato. Si determinano quindi gli
smorzamenti e le frequenze aeroelastiche attraverso un’analisi agli
autovalori e agli autovettori del sistema nella forma 1.1. Gli smor-
zamenti critici ottenuti per rapporti di avanzamento variabili nel-
l’intervallo 0.05 ≤ µ ≤ 0.26 sono rappresentati in figura 3.11.

In questa figura è anche rappresentato un confronto tra i risul-
tati ottenuti sostituendo al modello aerodinamico ROM un modello
quasi-stazionario con un influsso statico, secondo l’approccio di
Drees13. Gli smorzamenti critici presenti in figura 3.11 sono tutti

13Indicato in figura come Static Inflow. La definizione di tale modello è
riportata in appendice E.
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Figura 3.10: Confronto tra la risposta aeroelastica della simulazione
BEM time-marching e la predizione ROM.

Figura 3.11: Smorzamento critico al variare del rapporto di
avanzamento.

collegati al modo ciclico di lag a bassa frequenza14. Quelli predetti
dal solutore ROM risultano esser più alti di quelli ottenuti con l’al-

14 Sebbene tutti gli altri autovalori multipala di lag presentino smorzamenti
simili.
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tro approccio.
Gli autovalori aeroelastici forniti sia dal modello ROM che da quel-

Figura 3.12: Autovalori aeroelastici. µ = 0.16.

lo con influsso statico sono rappresentati in figura 3.12, per un
rapporto di avanzamento µ = 0.16.
La figura mostra come le frequenze predette dai due modelli siano
molto vicine. Per quanto riguarda gli smorzamenti, se quelli del
moto di lag sono leggermente sottostimati dal modello con influsso
statico, quelli di flap sono sovrastimati significativamente15. Simil-
mente a ciò che accade utilizzando i modelli di influsso dinamico
[33], il modo regressivo di flap risulta essere quello più affetto dal-
l’introduzione dell’aerodinamica ROM, la quale, introducendo effet-
ti interazionali di pala, è causa di una ridistribuzione degli smorza-
menti su vari modi del rotore. Sebbene non si percepisca in figura
3.12, la ridistribuzione degli smorzamenti è presente anche per i
modi di lag, come mostrato in figura 3.13. Quanto visto in questo
paragrafo implica che, dal punto di vista dell’analisi di stabilità, il
modello aerodinamico più semplice porta a fare previsioni aeroela-
stiche conservative. D’altro canto è importante sottolineare che, in
quei fenomeni in cui l’accoppiamento tra i modi di flappeggio del

15Sono i più smorzati nella figura.
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Figura 3.13: Autovalori di lag.µ = 0.16.

rotore e quelli di fusoliera è importante16, la predizione del modello
quasi-stazionario è lontana da quella della metodologia ROM.

3.2.5 Effetto delle approssimazioni

Al fine di valutare l’effetto delle approssimazioni introdotte in que-
sta metodologia e connesse a quella a coefficienti costanti e a quella
razionale matriciale, si mettono a confronto i risultati ottenuti dal
sistema aeroelastico con aerodinamica ROM, con quelli derivanti
dalla soluzione nel tempo di un codice di accoppiamento stretto
BEM-Struttura.
Tale solutore è ottenuto a partire da

M̄ξ̈M + C̄ξ̇M + K̄ξM = fM (3.3)

attraverso un’integrazione al passo nel tempo del sistema 3.3 con
il metodo di Newmark-Beta17 si ottiene:

M̄
ξMn+1 − 2ξ

M
n + ξMn−1

∆t2
+C̄
ξMn+1 − ξ

M
n−1

∆t
+K̄

[
βξMn+1 + (2β)βξMn + βξMn−1

]
= fMn

Ad ogni istante il sistema scritto alle differenze avrà in uscita una
condizione al contorno da dare in input al solutore BEM, e in

16Come avviene nei problemi di accoppiamento rotore-pilota.
17 Con β = 1/4, f1 = ∆f0,x0 = 0 ed x1 = ẋ0∆t.
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ingresso la forza calcolata da quest’ultimo all’istante precedente.
Si procede quindi con lo studio del margine di stabilità predetto
utilizzando il sistema aeroelastico con l’aerodinamica ROM, quello
con l’aerodinamica quasi-stazionaria con influsso statico di Drees
e quello ottenuto dal solutore time-marching con accoppiamento
stretto BEM-struttura.
Per identificare il margine si introduce fittiziamente uno smorza-
mentro strutturale g negativo18 di lag e si valuta il valore per cui
il margine di stabilità (la risposta non smorzata) è raggiunto dai
diversi solutori.
I risultati time-marching sono ottenuti dando una piccola perturba-
zione iniziale al modo collettivo di flap.

La figura 3.14 (a) mostra i margini di stabilità ottenuti per un
rapporto d’avanzamento pari a µ = 0.16. La linea verticale conti-
nua corrisponde ad un valore negativo di smorzamento strutturale
g = −0.115%, per cui il solutore time-marching presenta un’evo-
luzione stabile19, mentre la linea tratteggiata corrisponde ad uno
smorzamento g = −0.118%, per cui la risposta time marching è in-
stabile20. Queste due linee rappresentano, rispettivamente, il limi-
te inferiore della regione21 di smorzamento strutturale negativo, in
cui l’accoppiamento stretto BEM-struttura ha un evoluzione stabi-
le, ed il limite superiore della regione22 in cui il comportamento è
instabile. Ciò implica che il margine di stabilità predetto dal solu-
tore time-marching è compreso tra i suddetti valori di g. La figura
3.14 mostra come l’effetto delle approssimazioni ROM sulla predi-
zione del margine di stabilità si limiti ad una leggera sottostima
del margine di stabilità, garantendo una conservatività della predi-
zione. Viceversa la sottostima del margine di stabilità, come detto
nel § precedente, risulta essere maggiore per il modello aeroelastico
con aerodinamica quasi stazionaria con influsso statico. La capa-
cità della metodologia ROM introdotta di produrre analisi accurate
di stabilità per rotori di elicottero in volo d’avanzamento è confer-
mata anche per rapporti d’avanzamento più bassi (µ = 0.05, figura
3.15) e più alti (µ = 0.27, figura 3.16) .

18Si ricorda che lo smorzamento strutturale è definito a partire da quello critico
come 2gωζ con ωζ frequenza propria del modo di lag.

19Come si vede nella figura 3.14 (b).
20Come si vede nella figura 3.14 (c).
21Denominata TM Stable.
22Denominata TM Stable.
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(a)

(b) (c)

Figura 3.14: Margine di stabilità µ = 0.16 (a); evoluzione
BEM-struttura stabile (b) e instabile (c).

3.2.6 Risposta controllata

La possibilità di sintetizzare leggi di controllo basate su modelli
aeroelastici accurati è uno tra i più importanti vantaggi che si ot-
tengono introducendo l’aerodinamica ROM. Con lo scopo di dimo-
strarne l’efficacia, è stata implementata un’applicazione aeroser-
voelastica del sistema con modello aerodinamico ROM, al fine di
aumentarne la stabilità ad un avanzamento pari a µ = 0.16. In par-
ticolare, si utilizzano come variabili di controllo le seguenti coppie
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Figura 3.15: Margine di stabilità µ = 0.05

Figura 3.16: Margine di stabilità µ = 0.26.

agenti tramite lo swashplate sul grado di libertà di pitch della pala:

cθ =


c0
c1c
c1s
cN/2
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Il sistema aeroservolastico diviene
(
M̄ − A2

)
ξ̈
M
+
(
C̄ − A1

)
ξ̇
M
+
(
K̄ − A0

)
ξM − Hr = Bθcθ

ṙ = Pr + RξM
(3.4)

dove la matrice Bθ è una matrice partizionata, tale per cui il vettore
delle coppie di controllo agisca esclusivamente sul grado di libertà
di pitch corrispondente. Il sistema 3.4, posto in forma normale,
diviene

ż = Az + Bcθ (3.5)

Il controllo in controreazione viene quindi definito come ottimo a
partire dalla stima dello stato effettuata mediante un osservatore
che, disponendo della misura della sola parte di variabili di sta-
to fisiche, è in grado di ricostruire gli stati aggiunti aerodinamici.
Questa procedura è la stessa introdotta nei riferimenti [26] e[27] e
descritta dettagliatamente in appendice F.
L’effetto sugli autovalori del compensatore implementato è rappre-

Figura 3.17: Autovalori del sistema compensato.

sentato in figura 3.17. È possibile vedere come gli smorzamenti dei
modi critici siano aumentati considerevelmente, così come quelli
dei modi di flap, eccezion fatta per il modo progressivo. Vicever-
sa in figura 3.18 è confrontata l’evoluzione controllata, e non, del
sistema BEM-struttura perturbato nell’istante iniziale nei gradi di
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Figura 3.18: Risposta controllata.

libertà di lag e di flappeggio. L’evoluzione controllata del sistema
BEM-struttura è ottenuta come segue: al sistema 3.3 si aggiunge
l’effetto del controllo:

M̄ξ̈M + C̄ξ̇M + K̄ξM = fM + Bθcθ (3.6)

introducendo quindi la controreazione

cθ = −Gẑ

ponendo il sistema in forma normale{
ξ̈

ξ̇

}
=

[
−M−1C −M−1K

I 0

]{
ξ̇
ξ

}
+

[
−M−1

0

]
fM −

[
−M−1BθG

0

]
ẑ

riscrivendolo come
ż = Asz + Fsf

M − Bsẑ (3.7)

Definendo quindi un osservatore che fornisca una stima ẑ dello
stato a partire dalla misure delle sole variabili fisiche23:

˙̂z = (A − KC − BG) ẑ + Kz (3.8)

il sistema diviene{
ż
˙̂z

}
=

[
As −Bs

K (A − KC − BG)

]{
z
ẑ

}
+

[
−Fs

0

]
fM

23 Dove A e B sono le matrici del sistema aeroelastico con aerodinamica ROM.
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żtot = Atotztot + Ftotf
M (3.9)

Il sistema BEM-struttura 3.9 può essere integrato al passo con la
metodologia di Crank-Nicholson

ztotn+1 =

(
I −

∆t

2
Atot

)−1 [(
I −

∆t

2
Atot

)
ztotn + ∆tFtotf

M

]
In figura 3.18 è monitorata l’evoluzione della variabile corrispon-
dente allo smorzamento critico. Nel caso non controllato si ha,
coerentemente con il valore di smorzamento dell’autovalore corri-
spondente, un’evoluzione al limite di stabilità che, con l’introdu-
zione della legge di controllo, viene notevolmente attenuata e dopo
pochi secondi diviene prossima allo zero. I corrispondenti sfor-
zi di controllo coinvolgono principalmente il collettivo di pitch con
un picco di deflessione pari a 4o. Questo semplice risultato mette
in evidenza come la metodologia ROM proposta risulti essere un
efficiente strumento per applicazioni aeroservoelastiche.
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3.3 Rotore elastico in avanzamento

La metodologia validata al precedente § viene ora applicata ad un
rotore elastico, il cui modello strutturale e la cui analisi aeroela-
stica, sia numerica che sperimentale, sono illustrati nel ref.[32]; i
risultati presenti in questo articolo verrano utilizzati per un con-
fronto con la metodologia ROM.

3.3.1 Modello strutturale

Il rotore considerato nel ref.[32],introdotto in precedenza nel ref.[35],
di raggio 1.143m, risulta avere quattro pale con pianta rettangolare,
non svergolata, senza angolo di droop, e con 2o di angolo precono.
Il profilo NACA-0012 ha una corda di 8.636cm.

Figura 3.19: Schema della pala.

Le caratteristiche strutturali della pala sono schematizzate in
figura 3.19. In particolare è possibile identificare una regione mol-
to rigida in corrispondenza del mozzo della pala, una flessibile alla
radice ed una flessibile lungo tutta la pala, con le succitate carat-
teristiche geometriche. Tra queste ultime due regioni è presente
una parte di transizione che, nella schematizzazione della pala,
viene scorporata tra le due. Inoltre, la regione rigida alla radice
viene considerata introducendo un offset rispetto al mozzo pari a
11.9cm. Per questo motivo ci saranno due regioni che presentano
le seguenti caratteristiche strutturali:
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Regione 1 Regione 2

r/R 0→ 0.166682 0.166682→ 1

Densità lineare [kg/m] 0.275311489 0.303082

Rigidezza a flappeggio
[
Nm2

]
21.5278 22.2108

Rigidezza a lag
[
Nm2

]
111.028 702.314

Rigidezza a torsione
[
Nm2

]
9.1723 10.911

Per riprodurre le frequenze in vacuo del rotore, riportate in [35],
è stata condotta un’analisi spettrale con il codice strutturale con
approccio modale, descritto al §2.2. L’analisi evidenzia come siano
necessari quattri modi di lag, due modi di flap ed uno di torsione.
Di seguito si confontano le frequenze adimensionalizzate rispetto
alla velocità angolare nominale.

NON ROTANTE ROTANTE

Codice Ref [35]
Strutturale

1a flap 0.16/rev 0.15/rev

2a flap 1.01/rev 1/rev

1a lag 0.507/rev 0.5/rev

1a tors. 2.2/rev 2.2/rev

Codice Ref [35]
Strutturale

1a flap 1.15/rev 1.1/rev

2a flap 2.92/rev 2.82/rev

1a lag 0.71/rev 0.7/rev

1a tors. 2.42/rev 2.5/rev

Dalla tabella si evince che le frequenze, rotanti e non, sono ripro-
dotte con buona approssimazione. In accordo con lo smorzamento
strutturale misurato riportato nel ref. [35], viene introdotto uno
smorzamento strutturale pari all’ g = 1% di quello critico, sia sui
modi di flessione che quelli di torsione.

3.3.2 Condizione d’equilibrio

Per ottenere la condizione di equilibrio, rispetto alla quale pertur-
bare i gradi di libertà, si fa riferimento ai dati sperimentali riportati
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nel ref. [32], nel caso con inclinazione del disco rotorico pari a
αs = −6o e con angolo di passo collettivo pari a circa 6◦.

µ θ0 θc θs
0.04 5.86 1.495 −1.359
0.1 5.72 1.154 −1.942
0.2028 5.94 0.195 −3.491
0.2537 5.95 0.081 −3.79

Tabella 3.1: Valori all’equilibrio per un angolo di passo collettivo pari
a circa 6◦.

Il valore del coefficiente di spinta non è tabellato nel ref. [32], ma è
desumibile solo da alcuni grafici. Data la loro scarsa risoluzione, si
è scelto di partire dai valori del grafico e di procedere con un trim-
maggio utilizzando un solutore aeroelastico, che effettua un’analisi
di risposta di tipo harmonic-balance. In particolare, il trimmaggio
è stato ottenuto tenendo fissi i valori della tabella 3.1 e variando il
coefficiente di spinta sino ad avere una convergenza tra quello di
initial-guess e quello fornito dalla procedura. In tal modo sono stati
definiti sia i valori del CT riportati in tabella 3.2, che le deformazio-
ne all’equilibrio del rotore attorno cui si perturbano i vari gradi di
libertà. Il codice di trimmaggio utilizzato ha una modellazione ae-

µ CT
0.04 0.00376

0.1 0.00429

0.2028 0.00339

0.2537 0.00252

Tabella 3.2: Coefficienti di spinta all’equilibrio per un angolo di
passo collettivo pari a circa 6◦.

rodinamica quasi-stazionaria, con correzione di velocità indotta di
tipo Drees. Ciò implica che il solutore aerodinamico utilizzato nel-
la procedura ROM è differente da quello utilizzato nella definizione
della deformazione all’equilibrio.
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3.3.3 Funzioni di trasferimento

Con la condizione di equilibrio identificata, è possibile procedere
con la metodologia valutativa delle risposte armoniche, ottenute
con il solutore BEM. Per questa analisi sono stati utilizzati due
differenti tipi di scia: quella prescritta indeformata (figura 2.1) e
quella prescritta deformata (figura 2.2).

Considerando la condizione di volo corrispondente al rapporto
di avanzamento µ = 0.2028, si presentano alcune delle funzioni di
trasferimento che appaiono nella matrice E. Nelle figure 3.20 (a)
e 3.20 (b) sono rappresentate, rispettivamente, la parte reale e la
parte immaginaria delle funzioni di trasferimento tra ogni pertur-
bazione delle variabili multipala e la forza generalizzata, collettiva
di flap. I punti nelle figure rappresentano la risposta armonica cal-
colata dal solutore BEM con scia prescritta indeformata; le linee
continue rappresentano la loro approssimazione razionale24. Dalle
figure è possibile affermare sia che le funzioni di trasferimento più
importanti risultano avere un comportamento regolare, sia che la
loro approssimazione ROM è molto soddisfacente. Quanto detto è
vero per tutte le funzioni di trasferimento, anche nel caso di scia
prescritta deformata.
Nel solutore aeroelastico, con cui sono state desunte le risposte ar-
moniche, sono state considerate due diverse scie. In figura 3.21 è
investigato l’effetto che queste risultano avere sulla funzione di tra-
sferimento tra la perturbazione collettiva di flap e la forza generaliz-
zata collettiva di flap. Per quanto siano presenti alcune differenze
tra la risposta armonica, sia nella parte reale che in quella imma-
ginaria, il comportamento complessivo è pressochè simile. Questa
similarità si mantiene per quasi tutte le funzioni di trasferimento,
fanno eccezione sia le funzioni di trasferimento che competono alla
forza ciclica a bassa frequenza di torsione, che quelle competenti
a quella differenziale di flappeggio. Infatti considerando, in figura
3.22, la funzione che mette in relazione la perturbazione del modo
di torsione con la forza generalizzata di flappeggio, entrambe diffe-
renziali, si ravvisano delle differenze sostanziali. Quanto visto im-
plica che, per il caso in questione, la scia non avrà un impatto fon-
damentale sulla predizione della stabilità25 del sistema aeroelastico
ottenuto a partire dalle risposte armoniche, mentre, per quanto ri-

24I poli dell’approssimazione razionale sono 340.
25Legata principalmente ai modi di lag.
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(a)

(b)

Figura 3.20: Parte reale (a) ed immaginaria (b) delle funzioni di
trasferimento tra tutte le perturbazioni e la forza collettiva di flap.

guarda i modi differenziali di flappeggio e ciclico a bassa frequenza
di torsione, ci si attendono delle differenze non trascurabili.
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(a)

(b)

Figura 3.21: Parte reale (a) ed immaginaria (b) della funzione di tra-
sferimento tra la perturbazione collettiva di flap e la forza collettiva
di flap. Scia prescritta deformata vs. scia prescritta indeformata.

3.3.4 Analisi di stabilità

Il modello aerodinamico ROM, identificato con la procedura intro-
dotta, viene quindi accoppiato con il modello strutturale, come de-
scritto al §1.3, per definire il sistema aeroelastico. Gli smorzamenti
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(a)

(b)

Figura 3.22: Parte reale (a) ed immaginaria (b) della funzione di
trasferimento tra la perturbazione differenziale di torsione e la forza
differenziale di flap. Scia prescritta deformata vs. scia prescritta
indeformata.

e le frequenze aeroelastiche vengono determinate attraverso l’ana-
lisi agli autovalori del sistema nella forma 1.1. In figura 3.23 sono
rappresentati, per un rapporto d’avanzamento pari a µ = 0.2028, gli
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Figura 3.23: Autovalori aeroelastici del primo modo di lag, di
flappeggio e di torsione, µ = 0.2028.

autovalori aeroelastici dei primi modi di lag, flap e torsione. In par-
ticolare sono confrontati i comportamenti dei sistemi aeroelastici
con aerodinamica ROM (scia prescritta indeformata e deformata),
e di un sistema aeroelastico con influsso di scia statico. Le frequen-
ze predette dai vari modelli sono leggermente differenti. Per quanto
riguarda gli smorzamenti, a livello macroscopico è possibile notare
come quelli critici, competenti al primo modo di lag siano impercet-
tibilmente diversi. Viceversa, gli smorzamenti di flap e di torsione
predetti dai vari modelli risultano differire notevolmente. L’aerodi-
namica quasi-stazionaria tende a sovrastimarne gli smorzamenti,
analogamente a quanto ravvisato nel caso di rotore semirigido26.
Le due differenti modellazioni aerodinamiche ROM presentano dif-
ferenze significative per i modi differenziali di flap e torsione e per il
modo regressivo di torsione, coerentemente con quanto evidenziato
al § precedente.
La figura 3.24 presenta uno zoom sugli autovalori aeroelastici del
primo modo di lag: quelli predetti dai solutori ROM, fra di loro poco
differenti, risultano essere più smorzati di quelli ottenuti con l’ae-
rodinamica quasi stazionaria. Questa è un’ulteriore conferma di
quanto già ravvisato nel caso di rotore semirigido27: il modello ae-

26Cfr. figura 3.12.
27 Cfr. figura 3.13.
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Figura 3.24: Autovalori aeroelastici del primo modo di lag, µ =
0.2028.

roelastico più semplice risulta avere una predizione conservativa,
dal punto di vista dell’analisi di stabilità.
È importante rimarcare quanto detto in precedenza: il modello ae-
roelastico quasi-stazionario risulta essere non conservativo per la
predizione del comportamento del sistema, nelle situazioni in cui
l’accoppiamento tra i modi di flap del rotore e quelli di fusoliera è
importante.
Disponendo dei dati sperimentali e numerici28 per il rotore con-
siderato, si procede alla comparazione con i modelli aerodinamici
ROM definiti. In particolare in figura 3.25 è rappresentato, per
0.04 ≤ µ ≤ 0.2537, il confronto tra l’andamento sperimentale del-
lo smorzamento critico, quello numerico con influsso dinamico di
scia (presenti nel ref.[32]), e gli andamenti predetti rispettivamente
dai modelli aeroelastici ROM introdotti e dall’aerodinamica quasi-
stazionaria con influsso statico di Drees29. Anzitutto è evidente
come il modello aerodinamico quasi-stazionario presenti significa-
tive discrepanze sia rispetto al modello di influsso dinamico, sia ai
dati sperimentali.
Tenendo in considerazione gli effetti di scia attraverso i modelli
ROM, la predizione dello smorzamento diviene molto vicina al valor

28Ref. [32].
29 Cfr. § E.
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Figura 3.25: Smorzamenti degli autovalori ciclici di lag a bassa
frequenza.

medio dei valori sperimentali. In accordo con la figura 3.24, si rav-
visa la scarsa difformità tra le due diverse scie, deformata e non,
utilizzate nella definizione delle funzioni di trasferimento. I risultati
sono molto vicini al modello di influsso dinamico di scia. Il modello
aerodinamico ROM sembra non essere del tutto in grado di cattura-
re l’andamento dei dati sperimentali, ma solo di prenderne il valore
medio. In un primo momento si è pensato che questo fosse im-
putabile alla diversa modellazione aerodinamica tra il trimmatore,
utilizzato nella definizione della deformazione della pala all’equili-
brio, e il solutore aerodinamico, utilizzato per le risposte armoni-
che30. Per questo motivo si è scelto di ripetere la procedura ROM
con una configurazione d’equilibrio ottenuta con la stessa model-
lazione aerodinamica. Per far ciò si è fatto ricorso al solutore per la
risposta aeroelastica con accoppiamento stretto con il BEM, intro-
dotto nel ref. [36]. In questo modo, l’aerodinamica utilizzata nella
definizione della deformazione all’equilibrio della pala è la stessa
usata nella procedura di estrazione delle risposte armoniche. Dato
l’elevato costo computazionale, si è scelto di ripetere l’analisi solo
nel caso di scia prescritta indeformata. In figura 3.26 è mostra-
to il confronto, in termini di autovalori per µ = 0.2028, dei sistemi

30Cfr. § 3.3.2.
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Figura 3.26: Autovalori aeroelastici del primo modo di lag, di
flappeggio e di torsione, µ = 0.2028.Confronto tra i due differenti
equilibri.

aeroelastici ottenuti ricorrendo nella definizione dell’equilibrio alle
due differenti modellazioni aerodinamiche. Anche in questo tipo
di analisi si ravvisa una scarsa variazione macroscopica degli au-
tovalori di lag, mentre i modi differenziali di flap e di torsione, e
il regressivo di torsione, sono quelli più influenzati dal differente
equilibrio. Come succede per le differenti scie considerate, i sud-
detti autovalori sono i più sensibili alle variazioni di modello. In
questa analisi, gli autovalori di lag (riportati in figura 3.27) risul-
tano essere ancor meno influenzati dai due equilibri di quanto lo
fossero rispetto alle diverse scie.
La scarsa dipendenza dall’equilibrio degli autovalori di lag si rav-

visa anche al variare del rapporto di avanzamento.
Pertanto ripetendo il confronto con i dati sperimentali, i risultati,
riportati in figura 3.28, differiscono di pochissimo dai preceden-
ti. Quest’ulteriore analisi ha mostrato come il solutore aeroelastico
utilizzato nella definizione delle risposte armoniche, seppur non
catturi l’andamento al variare del rapporto di avanzamento, è in
grado di cogliere il valore medio dello smorzamento e, soprattutto,
si posiziona tra i dati numerici del ref.[32] e quelli sperimentali.
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Figura 3.27: Autovalori aeroelastici del primo modo di lag, µ =
0.2028.Confronto tra i due differenti equilibri.

Figura 3.28: Smorzamenti degli autovalori ciclici di lag a bassa
frequenza.
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CONCLUSIONI E FUTURI SVILUPPI

4.1 Conclusioni

Nel presente lavoro è stato formulato, sviluppato e implementato
un modello aerodinamico di ordine ridotto, adatto alla definizio-
ne, nello spazio di stato, delle equazioni aeroelastiche dei rotori
di elicottero in volo di avanzamento. Questo modello è applicabile
ai sistemi aeroelastici espressi in termini di coordinate multipala,
con l’approssimazione a coefficienti costanti. Questa caratteristica
identifica il campo di applicabilità della metodologia, che permette
un’ottima descrizione del fenomeno, per rotori che abbiano più di
due pale e che siano in volo con un rapporto di avanzamento mi-
nore di µ = 0.3.

Il modello aerodinamico di ordine ridotto è espresso come si-
stema di relazioni lineari, differenziali a coefficienti costanti, tra
le perturbazioni delle coordinate multipala e i corrispondenti ca-
richi aerodinamici generalizzati. Nella descrizione del modello è
necessario introdurre un numero finito di stati aerodinamici ag-
giunti anch’essi multipala. Il processo di identificazione è tale per
cui è possibile modellare effetti aerodinamici complessi1 qualora il
solutore aerodinamico, utilizzato per determinare le risposte armo-
niche, è in grado di contemplarli.

1Quali interazioni vortici-pala o arricciamento della scia.
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L’accuratezza del ROM dipende dalla qualità dell’approssima-
zione razionale delle funzioni di trasferimento. Un’analisi nume-
rica con un rotore semirigido ha mostrato come l’utilizzo di un
approccio ai minimi quadrati permetta un’approssimazione sod-
disfacentemente accurata. Infatti, per un dato moto della pala, la
comparazione tra i carichi aerodinamici, ottenuti dal solutore time-
marching BEM e quelli predetti dal modello ROM2, ha mostrato co-
me le approssimazioni introdotte con la metodologia3 risultino dar
luogo a piccole discrepanze per componenti ad alte frequenze. Tali
differenze diventano trascurabili nel caso di risposta aeroelastica
ad una perturbazione iniziale. I risultati dell’analisi agli autovalori
del sistema aeroelastico nello spazio di stato, per differenti valori
d’avanzamento, hanno dimostrato l’efficacia del modello ROM pro-
dotto per l’investigazione della stabilità dei rotori. È stata inoltre
dimostrata l’idoneità del ROM per applicazioni aeroservoelastiche,
al § 3.2.6.

La metodologia, validata col rotore semirigido, è stata quindi
applicata per investigare la stabilità di un rotore elastico, i cui da-
ti strutturali ed i comandi all’equilibrio sono stati presi dalla let-
teratura. La configurazione deformata all’equilibrio del rotore è
stata valutata sia per mezzo di un’aerodinamica quasi-stazionaria,
sia utilizzando un’aerodinamica BEM. La definizione delle risposte
armoniche è stata condotta con un solutore BEM time-marching,
con due differenti modellazioni di scia, una deformata ed una in-
deformata, entrambe applicate come prescritte. Sono state quindi
mostrate la qualità dell’approssimazione razionale delle funzioni di
trasferimento, che, in accordo con quanto trovato nel caso di ro-
tore semirigido, si è confermata come un’ottima descrizione delle
funzioni di trasferimento. Di seguito è stato investigato l’effetto che
le diverse scie utilizzate4 risultano avere sulle funzioni di trasferi-
mento; differenze sostanziali sono state riscontrate solamente nel
caso delle funzioni di trasferimento competenti alle forze generaliz-
zate differenziale di flap e ciclica a bassa frequenza di torsione. Ciò
implica che le due differenti scie non avranno influenza determi-
nante sulla stabilità del sistema aeroelastico, connessa ai modi di
lag, ma daranno luogo a discrepanze nell’autovalore differenziale

2Cfr. § 3.2.3.
3 Legate alle approssimazioni a coefficienti-costanti e quella razionale

matriciale.
4Cfr. § 3.3.3.
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di flappeggio e in quello ciclico di torsione. Quanto detto è stato
riscontrato investigando l’effetto sugli autovalori del sistema aeroe-
lastico dell’aerodinamica BEM, rispetto a quella quasi-stazionaria.
Questa analisi ha inoltre permesso di sottolineare che il modello
aeroelastico più semplice risulta avere una predizione conservati-
va dal punto di vista dell’analisi di stabilità. Viceversa, il model-
lo aeroelastico quasi-stazionario risulta essere non conservativo,
per la predizione del comportamento del sistema, nelle situazio-
ni in cui l’accoppiamento tra i modi di flap del rotore e quelli di
fusoliera è importante. Infine è stata effettuta una comparazione
con i dati sperimentali e numerici con influsso dinamico di scia
presenti in letteratura, valutando anche l’effetto delle due diverse
configurazioni all’equilibrio, ottenendo una buona approssimazio-
ne dei dati sperimentali ed un comportamento poco dissimile dai
dati numerici.

4.2 Futuri sviluppi

La metodologia introdotta nel presente lavoro è stata ampiamente
definita e validata. Per questo motivo, giunti a questo punto è pos-
sibile prospettare, con cognizione di causa, quelli che potrebbero
esserne i futuri campi applicativi.

Una delle potenzialità, più volte delineata nel corso della trat-
tazione della presente metodologia, è la possibilità dell’utilizzo di
un qualsiasi solutore aerodinamico time-marching. Ciò implica che
l’accuratezza della descrizione aerodinamica è quella del solutore
applicato. Per quanto nel lavoro in questione sia stato usato uno
tra i solutori più accurati, tuttavia, per applicazioni future, è pos-
sibile adottare sia una modellazione di scia libera5, che una nuova
formulazione che permetta la modellazione del fenomeno dell’inte-
razione vortice-pala6 [24]. In particolare la possibilità di descrivere,
nello spazio di stato, il fenomeno del BVI apre il passo anche ad ap-
plicazioni aeroservoelastiche volte a minimizzare il rumore ad esso
connesso.

5In cui la deformazione istantanea della scia è legata alla soluzione all’istante
precedente.

6Aka Blade-Vortex Interaction, BVI.
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Nel corso dell’analisi dei risultati, è stato ampiamente sotto-
lineato come la modellazione BEM presenti una predizione dello
smorzamento dei modi di flappeggio significativamente diverso da
quello ottenuto con l’aerodinamica quasi-stazionaria. Questa dif-
formità può avere grande impatto sul fenomeno dell’accoppiamento
pilota-rotore7. Ciò permette di delineare un ulteriore sviluppo del
presente lavoro nel campo dello studio dei fenomeni di RPC, grazie
anche alla possibilità, con la presente metodologia, di modellare
non solo il rotore ma anche una configurazione di elicottero com-
pleta, contemplando anche i modi dell’hub e quindi della fusioliera.

Per di più la possibilità di inserire configurazioni complete nella
definizione delle risposte armoniche apre la scia anche all’appli-
cazione della metodologia allo studio di stabilità dei convertiplani.
Infatti si potrebbe prevedere anche la ripetizione delle analisi di
stabilità fatte nei lavori [26] e [27] utilizzando un solutore molto
più accurato e valutandone l’effetto. In particolare nei succitati
lavori, era stata condotta, per un convertiplano nelle due differen-
ti configurazioni8, un’approfondita analisi di stabilità e di risposta
ad una raffica sia determinitica che stocastica. Inoltre erano stati
introdotti diversi compensatori9 che andassero a limitare l’effetto
della raffica sul fattore di carico. Erano state altresì investigate le
conseguenze dell’introduzione nel modello dell’RPC, sia come mero
effetto aggiuntivo al sistema già compensato, che implementando
un compensatore che ne attenuasse l’effetto. Il confronto dei risul-
tati pregressi con quelli ottenuti con questa metodologia, sarebbe
innegabilmente un qualcosa di molto interessante.

7Aka Rotor-Pilot Coupling, RPC.
8Modalità-elicottero e modalità-aeroplano.
9Controllore ottimo più osservatore ottimo.
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APPENDICE A

TRASFORMAZIONE DI COORDINATE
MULTIPALA

Le equazioni del moto del rotore generalmente vengono espresse in
un sistema di riferimento rotante, con i gradi di libertà che descri-
vono il moto di ogni singola pala separata dalle altre. Nella realtà il
rotore risponde come un tutt’uno alle sollecitazioni, ciò spinge a la-
vorare con dei g.d.l. che riflettono questo suo comportamento come
un unicum nel sistema di riferimento non rotante. La trasforma-
zione che permette, nello studio del comportamento dinamico del
rotore, di ottenere quanto detto è la trasformazione di coordinate
di Fourier.

1. Si consideri un rotore costituito da N pale equispaziate attor-
no all’azimut in maniera tale che:

Ψk = Ψ−
2π

N
k (A.1)

con Ψ = Ωt;

2. considerando βk il generico grado di libertà per la k-esima
pala nel sistema di riferimento rotante, si introducono i se-
guenti gradi di libertà che descrivono il moto del rotore nel
riferimento non rotante:

• collettivo: rappresentante un movimento di tutte le pale
in fase

β0 =
1

N

N∑
k=1

βK (A.2)
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• ciclici:

βlc =
2

N

N∑
k=1

βK cos (lΨk) (A.3)

βls =
2

N

N∑
k=1

βK sin (lΨk) (A.4)

sono in numero pari alle l armoniche prese in considera-
zione1 e rappresentano rispettivamente un moto longitu-
dinale o laterale del disco rotorico.

• differenziale: modo presente solo in rotori che hanno un
numero, rappresenta il caso in cui una pala e la prece-
dente siano in opposizione di fase

βN
2
=
1

N

N∑
k=1

(−1)k βK (A.5)

Se i modi ciclici ed il collettivo possono essere visti come moto d’as-
sieme del rotore, il differenziali in realtà può essere assimilato ad
un modo interno, rispetto ai precedenti.
La trasformazione inversa dalle variabili multipala a quelle fisiche
è la seguente:

βK = β0 +
∑
l

[βlc cos (lΨk) + βls sin (lΨk)] + βN
2
(−1)k (A.6)

La A.6 permette quindi di passare dalle variabili nel sistema di
riferimento rotante a quelle multipala semplicemente introducendo
una matrice di rotazione opportunamente definita. Per completare
la trasformazione è necessario definire anche la relazione esistente
fra le derivate dei g.d.l.:

β̇K = β̇0 +
∑
l

[(
β̇lc + lΩβls

)
cos (lΨk)

+
(
β̇ls − nΩβlc

)
sin (lΨk)

]
+ β̇N

2
(−1)k

(A.7)

1Il numero delle armoniche da considerare è ottenuto come segue:

– se il numero delle pale è dispari =⇒ l = 1,
N− 1

2
;

– se il numero delle pale è pari: =⇒ l = 1,
N− 2

2
.
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β̈K = β̈0 +
∑
l

[(
β̈lc + 2lΩβ̇ls − l

2Ω2βlc
)
cos (lΨk)

+
(
β̈ls − 2lΩβ̇lc − l

2Ω2βls
)
sin (lΨk)

]
+ β̈N

2
(−1)k

(A.8)

Quanto detto per il k-esimo grado di libertà competente alla pala
è del tutto estendibile al vettore dei gradi di libertà elastici. In
particolare si cerca una trasformazione che porti da:

ξ =⇒ ξM

ξ̇ =⇒ ξ̇
M

ξ̈ =⇒ ξ̈
M

dove ξ è il vettore dei gradi di libertà elastici nel sistema di riferi-
mento rotante definito come:

ξ (t) =


ξiv

v
k

ξiw
w
k

ξiφ
φ

k

 con k = 1,N

Dove iv, iw e iφ rappresentano rispettivamente il numero di modi
di lag, flap e torsione considerati nella discretizzazione strutturale.
Il vettore delle variabile multipala ξM può essere ordinato raggrup-
pando prima tutti i moti collettivi, poi i ciclici ed infine gli eventuali
differenziali:

ξM (t) =



ξM
v

0
...
ξM

φ

0

ξM
v

lc
...

ξM
φ

lc

ξM
v

ls
...

ξM
φ

ls

ξM
v
N
2

...
ξM

φ
N
2
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Questa scelta porta a definire le seguenti trasformazioni:
ξ = TξM

ξ̇ = Tξ̇M + ṪξM

ξ̈ = Tξ̈M + 2Ṫξ̇M + T̈ξM
(A.9)

dove T, Ṫ e T̈ sono delle matrici diagonali a blocchi definite come
segue:

• Matrice T:

I cosΨKI sinΨkI (−1)k I
...

...
...

...
I cosΨNI sinΨNI (−1)N I

• Matrice Ṫ:

0 −Ω sinΨKI Ω cosΨkI 0
...

...
...

...
0 −Ω sinΨNbladeI Ω cosΨNbladeI 0

• Matrice T̈:

0 −Ω2 cosΨKI −Ω2 sinΨkI 0
...

...
...

...
0 −Ω2 cosΨNbladeI −Ω2 sinΨNbladeI 0

Per convertire le equazioni del moto dal sistema di riferimento
rotante a quello multipala non è sufficiente esprimere i gradi di
libertà nel nuovo sistema di riferimento. Risulta infatti necessaria
una somma delle varie equazioni, espresse per mezzo dei seguenti
gradi di libertà con i seguenti operatori:

1

N

N∑
k=1

(· · · ); 2

N

N∑
k=1

(· · · ) cos(lΨk);

2

N

N∑
k=1

(· · · ) sin(lΨk);
1

N

N∑
k=1

(· · · )(−1)k
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Dove (· · · ) indica le varie equazioni cui applicare gli operatori. Ciò
equivale a premoltiplicare il sistema per la matrice T−1. Pertan-
do dato un sistema rappresentante l’aeroelasticità di un rotore nel
riferimento rotante:

M ξ̈+ C ξ̇+ Kξ = f (A.10)

la trasformazione di coordinate multipala è ottenuta utilizzando le
A.9 e sommando le equazioni mediante una premoltiplicazione per
T−1

T−1MT ξ̈M + T−1(2MṪ + CT) ξ̇M

+T−1(MT̈ + CṪ + KT)ξM = T−1f (A.11)

A.1 Effetto dell’approssimazione tempoco-
stante nella trasformazione multipala

La trasformazione multipala permette di esprime le equazioni che
governano l’aeroelasticità di un rotore e le relative variabili di stato
nel nuovo sistema di riferimento. Il sistema A.11, nel caso in cui
il rotore sia in volo d’avanzamento, risulta essere tempoperiodico.
Infatti la trasformazione multipala, per rotori in avanzamento, ha
un effetto analogo a quanto avviene sommando i carichi al mozzo
del rotore2. Si ha un filtraggio di frequenze per cui parte dei carichi
va sulla componente media, mentre parte fornisce un contributo
frequenziale a frequenze multiple del numero di pale e della fre-
quenza giro. Per questo motivo, l’approssimazione tempocostante
del sistema scritto in coordinate multipala risulta fornire un’ottima
descrizione del comportamento aeroelastico del sistema completo,
qualora il contributo armonico residuo non sia eccessivamente im-
portante. Nel caso in cui i contributi frequenziali non fossero più
piccoli, gli autovalori calcolati sul sistema tempocostante ne ver-
rebbero influenzati. In particolar modo, considerando un’aerodi-
namica quasi-stazionaria, si riscontra che il valore dello smorza-
mento dei vari modi multipala competenti allo stesso modo fisico
non è più univoco, come invece ci si aspetterebbe.

Per dimostrare quanto detto si effettuano le seguenti analisi di
sensibilità dell’approssimazione multipala:

2Ref.[37].
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1. si varia il rapporto di avanzamento nel seguente intervallo 0. ≤
µ ≤ 0.5 a comandi all’equilibrio fissati θ0 = 15o.13, θs = −3o.43 e
θc = 0

o.68 (confronto mostrato in figura A.1);

2. si varia il ciclico longitudinale nel seguente intervallo −18o ≤
θs ≤ 0o fissando θ0 = 15o.13, θc = −0o.68, µ = 0.15 (confronto
mostrato in figura A.2);

3. si varia il ciclico laterale nel seguente intervallo 0.o ≤ θc ≤ 18o
fissando θ0 = 15o.13, θs = −0o.68, µ = 0.15 (confronto mostrato
in figura A.3);

Figura A.1: Sensibilità dell’autovalore critico al variare del µ (a).

Nella prima analisi, variando il rapporto di avanzamento con valo-
ri verosimili di trim, l’effetto della trasformazione multipala risulta
essere trascurabile, poichè lo smorzamento degli autovalori rima-
ne praticamente costante. Viceversa, aumentando notevolmente
il valore dei collettivi all’equilibrio, l’approssimazione diventa sem-
pre più importante proprio perchè i contributi alle alte frequenze
crescono in importanza. Da questa analisi è possibile affermare
che l’approssimazione tempocostante propria della trasformazione
multipala risulta essere più che accettabile per valori di trimmag-
gio verosimili. È viceversa necessario prestare attenzione nel caso
in cui i valori dei ciclici siano elevati.
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Figura A.2: Sensibilità dell’autovalore critico al variare del ciclico
longitudinale.

Figura A.3: Sensibilità dell’autovalore critico al variare del ciclico
laterale.

È interessante sottolineare alcune proprietà della trasformazio-
ne multipala. Effettuando un’analisi agli autovalori di un rotore
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descritto in coordinate multipala, in vacuo3 si verifica:

• un disaccoppiamento fra i collettivi, i ciclici, e i differenziali;

• un accoppiamento fra i ciclici;

• la frequenza di un autovalore, corrispondente prevalentemen-
te ad un modo elastico ciclico, sarà pari a quella dell’ autova-
lore collettivo corrispondente ±1.

3L’aerodinamica tende ad accoppiare i gradi di libertà.
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SULLA NECESSITÀ DELL’IPOTESI DI
PICCOLE PERTURBAZIONI

Nel solutore aeroelastico utilizzato, l’ingresso del sistema, nel caso
di rotore rigido, risulta essere la variazione di uno dei gradi di liber-
tà. La velocità del corpo è legata a questo ingresso. Supponendo di
porci in hover1 avremo l’ingresso pari a

q =M cos(ω∗t)

la velocità sul corpo corrispondente risulterà avere dei contributi
legati a q2 ed altri legati a q, quindi

vb = c1
[
M2 cos(ω∗t)2

]
+M cos(ω∗t)

utilizzando le formule di duplicazione:

cos (2α) = 2 cos2 (α) − 1 ⇒ cos2 (α) =
1

2
cos (2α) +

1

2

la velocità sul corpo diviene dipendente da:

vb = c1
M2

2
[cos(2ω∗t) + 1] +M cos(ω∗t)

estrarre l’armonica di ingresso a questo livello, considerando i so-
li contributi dell’armonica ω∗, sarebbe equivalente a linearizzare.

1Quanto si dirà in seguito è del tutto valido anche in avanzamento.
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Tenendo tutte le armoniche avremo che il potenziale avrà lo stes-
so contenuto frequenziale della velocità. Per quanto riguarda la
pressione in Bernuoilli è presente il termine

v2 = ∇ϕ0 · ∇ϕ0 +∇ϕ · ∇ϕ+ 2∇ϕ0 · ∇ϕ

la classica linearizzazione porterebbe a conservare i soli termini
legati a 2∇ϕ0 · ∇ϕ. Viceversa il termine ∇ϕ · ∇ϕ risulta avere i
seguenti contributi

∇ϕ · ∇ϕ =

[
c2
M2

2
[cos(2ω∗t) + 1] + c3M cos(ω∗t)

]2

∇ϕ · ∇ϕ = c22
M4

4

[
cos2(2ω∗t) + 1+ 2 cos(2ω∗t)

]
+ c23M

2 cos2(ω∗t)

+c2c3M
3 [cos(ω∗t) + cos(ω∗t) ∗ cos(2ω∗t)]

ricordando le formule di duplicazione e le formule di prostaferesi:

c cosα+ cosβ = 2 cos
α+ β

2
cos

α− β

2⇓
cos(ω∗t) ∗ cos(2ω∗t) =

1

2
[cos(ω∗t) + cos(3ω∗t)]

il termine diviene

∇ϕ · ∇ϕ = c22
M4

4

[
1

2
cos(4ω∗t) +

1

2
+ 1

]
+ c22

M4

4
cos(2ω∗t)

+c23
M2

2
[cos(2ω∗t) + 1] + c2c3M3

[
3

2
cos(ω∗t) +

1

2
cos(3ω∗t)

]
Appare evidente quindi che, estraendo il contributo ad armoni-
ca ω∗, il termine ∇ϕ · ∇ϕ risulterebbe avere un contributo non
nullo. Questo contributo è di fatto legato a termini non lineari.
Si ravviserebbe quindi una dicrepanza rispetto alla linearizzazione
classica, che porterebbe ad escludere il contributo legato ∇ϕ · ∇ϕ.
Tale prolema è superato imponendo l’ipotesi di piccole perturba-
zione per cui il suddetto contributo diviene trascurabile in hover;
quindi la linearizzazione coincide con l’imporre piccole perturbazio-
ni e successivamente estrarre il contributo della sola armonica in
ingresso.
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METODO AGLI ELEMENTI DI CONTORNO
PER FLUSSI INCOMPRESSIBILI

C.1 Rappresentazione integrale

Si consideri un flusso incompressibile1, non viscoso2, inizialmen-
te irrotazionale e quasi potenziale3. Per questo tipo di flussi è
possibile definire il seguente problema di Neumann4

E(x)ϕ(x, t) =
{

S

(
∂ϕ

∂n
G−ϕ

∂G

∂n

)
dS(y) (C.1)

da applicare sulle superfici definite in figura C.1. La superficie S
che compare nell’equazione C.1 è tale da tendere a SB ∪ SW. Affin-
chè la superficie S rimanga chiusa, devono rimanerlo anche le due
superfici che la costituiscono. Essendo SB una superficie chiusa,
si ipotizza che la SW sia somma di due superfici aperte che tendono
a richiudersi:

SW = SWu + SWl

1Per mezzo dell’incompressibilità l’equazione della continuità diviene ∇ · v = 0.
2Sfruttanto la non viscosità e l’incompressibilità, l’equazione della quantità di

moto può essere scritta come
Dv
Dt

= −
1

ρ
∇p.

3Che rimane irrotazionale anche sul corpo.
4La funzione E(x) deriva dalla formulazione del problema di Green ed è nulla

se x è interno al corpo, uguale ad 1 nel campo fluido e ad 1
2

sulla superficie. Si
ricorda inoltre che ϕ, campo potenziale di velocità, è definito come ϕ = ∇v.
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Figura C.1: Superfici di corpo e scia.

Applicando la C.1 alle tre superfici si otterrà:

E(x)ϕ(x, t) =
{

SB

(
∂ϕ

∂n
G−ϕ

∂G

∂n

)
dS(y)

+
{

SWu

(
∂ϕu

∂nu
Gu −ϕu

∂Gu

∂nu

)
dS(y)

+
{

SWl

(
∂ϕl

∂nl
Gl −ϕl

∂Gl

∂nl

)
dS(y) (C.2)

Nella C.2 la soluzione fondamentale dell’equazione di Laplace Gu =
Gl poichè il punto in cui la si calcola è lo stesso. La normale
uscente dalla superficie ha segno opposto:

nu = −nl

pertanto la C.2 diviene:

E(x)ϕ(x, t) =
{

SB

(
∂ϕ

∂n
G−ϕ

∂G

∂n

)
dS(y) (C.3)

+
{

SW

[(
∂ϕu

∂nu
−
∂ϕl

∂nu

)
G+ (ϕu −ϕl)

∂G

∂nu

]
dS(y)

definendo:

∆

(
∂ϕ

∂nu

)
=
∂ϕu

∂nu
−
∂ϕl

∂nl

∆ϕ = ϕu −ϕl

80



APPENDICE C. METODO AGLI ELEMENTI DI CONTORNO PER
FLUSSI INCOMPRESSIBILI

la C.2 diviene

E(x)ϕ(x, t) =
{

SB

(
∂ϕ

∂n
G−ϕ

∂G

∂n

)
dS(y) (C.4)

+
{

SW

[
∆

(
∂ϕ

∂nu

)
G+ ∆ϕ

∂G

∂nu

]
dS(y)

Nell’equazione C.4, la soluzione fondamentale G del problema di
Laplace e la sua derivata normale sono note analiticamente; sulla
superficie del corpo si può imporre la condizione di impermeabilità
dello stesso:

∂ϕ

∂n
= vB · n = 0 (C.5)

risulta altresì necessario esplicitare le condizioni al contorno sulla
scia.
Dalla conservazione della quantità di moto si avrà che il salto di
pressione attraverso la scia è nullo: ∆p = 0, come lo è anche
il salto di velocità lungo la normale, altrimenti la superficie di
discontinuità si separerebbe o si compenetrerebbe:

∆(v · n) = 0 ⇒ ∆

(
∂ϕ

∂n

)
(C.6)

Sfruttando nel teorema di Bernoulli5 la condizione di salto di pres-
sione nullo, si avrà

∆

(
ϕ̇+

v2

2

)
= 0 ⇒ ϕ̇u − ϕ̇l +

vu · vu
2

−
vl · vl
2

= 0 (C.7)

riesprimendo il quadrato del binomio:

ϕ̇u − ϕ̇l +
vu + vl
2

· (vu − vl) = 0 (C.8)

definendo la velocità della scia vw come una media tra quella supe-
riore e quella inferiore

ϕ̇u − ϕ̇l + vw · (∇ϕu −∇ϕl) = 0 (C.9)

5La cui espressione nel sistema di riferimento corpo è

ϕ̇+U∞ ∂ϕ
∂x

+
v2

2
+
p

ρ
=
p∞
ρ∞ .
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che può essere riscritta come(
∂

∂t
+ vw · ∇

)
(ϕu −ϕl) = 0 ⇒ Dw ∆ϕ

D t
= 0 (C.10)

cioè come derivata sostanziale del salto di potenziale della scia,
effettuata seguendo un punto che abbia velocità pari a vw. Quanto
scritto nella C.10 equivale a dire che il salto di potenziale in un
qualsiasi punto della scia è equivalente a quello nel bordo d’uscita
rilasciato al tempo t− τ dove τ è il ritardo di scia:

∆ϕ (yw, t) = ∆ϕ
(
yTEw , t− τ

)
(C.11)

Sfruttando la C.11 e la C.5 è possibile riscrivere la C.4 come:

E(x)ϕ(x, t) =
{

SB

(
∂ϕ

∂n
G−ϕ

∂G

∂n

)
dS(y) (C.12)

+
{

SW

[
∆ϕ

(
yTEw , t− τ

) ∂G
∂nu

]
dS(y)

C.2 Metodo degli elementi di contorno -
BEM

La rappresentazione integrale di contorno C.12 può essere risolta
numericamente mediante il metodo degli elementi di contorno. Si
discretizzano le superfici di corpo e scia in panelli quadrangolari,
nei quali si assume che ϕ , ∂ϕ

∂n
e ∆ϕ siano costanti. Quindi si

impone il soddisfacimento dell’equazione al centro di ogni pannello
del corpo. Supponendo di discretizzare le superfici di corpo e scia
in Nb ed Nw pannelli, definendo χ = ∂ϕ

∂n
e risolvendo l’equazione sul

corpo la C.12 diviene:

1

2
ϕk(xk, t) =

Nb∑
i=1

Bkiχi(yi, t) +
Nb∑
i=1

Dkiϕi(yi, t) +

(C.13)
Nw∑
j=1

Fkj∆ϕ
TE
j (yj, t− τj)

dove compaiono

Bki =
{

SBi

GdS; Cki =
{

SBi

∂G

∂n
dS; Fkj =

{

Swj

∂G

∂n
dS
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Esplicitando il potenziale attuale in funzione del salto di potenzia-
le al bordo d’uscita al tempo t − τ e della condizione al contorno
sul corpo, è possibile risolvere numericamente la C.14 ottenendo il
potenziale sui pannelli del corpo.

C.2.1 Espressione della matrice aerodinamica nel
dominio della frequenza.

Nel caso in cui i coefficienti di scia e di corpo siano tempo costati è
possibile esprimere, a partire da una configurazione d’equilibrio q0
e a valle di una linearizzazione, la formulazione potenziale, delinea-
ta nel precedente §, in forma esatta nel domino della frequenza. In
particolare la matrice aerodinamica E(q0, s) viene descritta come:

E(q0, s) = EI
4(q0)E3(q0, s)E2(q0, s)E1(q0, s)

+ EII
4 (q0), (C.14)

dove la matrice E1 trasforma le variabili di stato nella velocità nor-
male alla superficie6, la E3 porta dal campo perturbativo potenziale
alla distribuzione di pressione sulla superficie del corpo, ed infi-
ne la EI

4 e la EII
4 , permettono di ottenere i carichi aerodinamici.

La matrice E2, che relaziona la condizione al contorno al poten-
ziale perturbativo, è dipendente dalla configurazione d’equilibrio
sia per effetto della deformazione del corpo che influenza i coeffi-
cienti Bkj, Ckj, sia per mezzo della forma della superficie della scia
che influenza i coefficienti Fkn. Questa formulazione risulta essere
un’estensione al caso dei rotori in hover di quella per ali fisse pre-
sente in [38]. È importante rimarcare che la sua validità è limitata
ad applicazioni in cui i coefficienti di scia e di corpo siano tempo
costanti, cioè, alle ali fisse o ai rotori in hover o in flusso assiale.

Matrice E1

Si introduca un insieme di coordinate materiali curvilinee, (ξ1, ξ2),
sulla superficie della pala, e si esprima la posizione attuale, nel
sistema di riferimento rotante, di un punto ad essa appartenente,
come:

x(ξ1, ξ2, t) = x0(ξ1, ξ2) +
∑
n

qn(t)ψn(ξ
1, ξ2)

6Condizione al contorno della formulazione potenziale.
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dove x0 è la sua posizione nella configurazione deformata all’equi-
librio7 e ψn sono le funzioni di forma del rotore8. Assumendo che
l’origine del sistema di riferimento corpo sia posizionata nel centro
di rotazione, e denominando con Ω la velocità angolare del rotore
si ha:

vB (ξ1, ξ2, t) =
∑
n

q̇(t)ψn(ξ
1, ξ2)

+ Ω×
∑
n

qn(t)ψn(ξ
1, ξ2) +Ω× x0(ξ1, ξ2)

inoltre il versore normale alla superficie del corpo può essere espres-
so come:

n(ξ1, ξ2, t) = n0(ξ1, ξ2)+
∑
n

qn(t)νn(ξ
1, ξ2) (C.15)

dove n0 è il versore normale alla superficie del corpo deformata nel-
la configurazione d’equilibrio, mentre νn indica la variazione della
n dovuta all’n-esima variabile lagrangiana qn9.
Combinando le equazioni introdotte, trascurando i termini pertur-
bativi di secondo ordine, nel dominio della frequenza la condizione
al contorno della formulazione potenziale, corrispondente ad un
moto perturbativo, è espressa come:

χ̃ =
∑
n

[ sψn · n0+Ω×ψn · n0+Ω×x0 · νn] q̃n,

dove χ = vB · n. Infine, discretizzando la superficie della pala in un
numero finito di pannelli, ed indicando con vχ il vettore contenen-
te i valori della condizione al contorno (χj) al centro dei pannelli,
l’equazione precedente può essere riscritta come:

ṽχ = E1(q0, s) q̃,

dove il generico elemento (jn) della matrice E1 è definito come:

E
(jn)
1 (s)=sψn(ξ

α
j )·n0(ξαj )+Ω×ψn(ξαj )·n0(ξαj )

+Ω× x̂0(ξαj ) · νn(ξαj ), α = 1, 2.

7 Che dipende da qv0n, q
w
0n, q

ϕ
0n.

8Cfr. appendice D.
9Per una descrizione dettagliata di νn si veda [38].
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Matrice E2

La matrice E2 è espressa, a partire dalla C.13 introducendo:

∆ϕTEj = Sjiϕi(t− τj) (C.16)

dove Sji è un elemento della matrice detta Silly che rappresenta
l’operazione di differenza tra il valore superiore ed inferiore del
potenziale su di un pannello. La C.13 per mezzo della C.16 diviene:

1

2
ϕk(xk, t) =

Nb∑
i=1

Bkiχi(yi, t) +
Nb∑
i=1

Dkiϕi(yi, t) +

(C.17)
Nw∑
j=1

Nb∑
l=1

FkiSjiϕi(t− τj)

trasformando la C.17 nel dominio di Lapalce:

1

2
ϕ̃k =

Nb∑
i=1

Bkiχ̃i +

Nb∑
i=1

Dkiϕ̃i +

Nw∑
j=1

Nb∑
l=1

FkiSjiϕ̃ie
−sτj (C.18)

Nella C.18 è comparso un termine trascendente in s legato pro-
prio ai ritardi di scia. Tale termine viene raccolto nella matrice dei
ritardi R(s) per poter riesprimere la C.18 come:

ϕ̃ = E2χ̃ (C.19)

con

E2 =

[
1

2
I − C − FSR(s)

]−1
B (C.20)

Matrice E3

L’espressione della matrice E3 è derivata a partire dal teorema di
Bernoulli che, nel sistema di riferimento solidale con la pala, risulta
avere la forma:

∂ϕ

∂t
− vB · ∇ϕ+

‖v‖2

2
+
p

ρ
=
p∞
ρ
, (C.21)

dove ϕ è il potenziale di velocità, p denota la pressione locale,

mentre p∞ è quella del flusso indisturbato, e
∂

∂t
indica la derivata

temporale nel sistema di riferimento pala.
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Quindi, si esprime ϕ = ϕ0 + ϕ
′ e p = p0 + p

′ dove ϕ0 e p0 so-
no, rispettivamente, il campo potenziale e quello di pressione at-
torno alla pala nella sua configurazione deformata all’equilibrio,
mentre ϕ′ e p′ indicano i suddetti campi prodotti da un moto per-
turbativo. Applicando la C.21 alla soluzione aerodinamica attorno
all’equilibrio, si ha:

− vB · ∇ϕ0 +
‖∇ϕ0‖2

2
+
p0

ρ
=
p∞
ρ
. (C.22)

Quindi, sottraendo l’equazione (C.22) dalla (C.21), trascurando i
termini del secondo ordine, e trasformando nel dominio della fre-
quenza si ottiene la seguente espressione della pressione perturba-
tiva prodotta da un moto perturbativo:

p̃′ = −ρ (sϕ̃′ − vB · ∇ϕ̃′ +∇ϕ0 · ∇ϕ̃′). (C.23)

Infine, considerando la pala discretizzata in pannelli, la C.23 può
essere espressa con la seguente rappresentazione matriciale:

p̃′ = E3(q0, s) ṽφ,

dove E3 è un operatore matriciale definito come forma discretizzata
dell’operatore gradiente, e p′ è il vettore della pressione perturbati-
va al centro dei pannelli.

Matrice EI
4 e EII

4

La definizione della j-esima forza generalizzata, dovuta alla pertur-
bazione dello stato, è scritta per mezzo dell’espressione C.15 del
versore normale alla superficie, come:

f̃Aj = −

∫
SB

(
p̃′ n0 ·ψj dS− p̃0

∑
n

q̃nνn ·ψj

)
dS.

che in forma matriciale è

f̃A = EI
4 p̃
′ + EII

4 q̃,

dove

E
I (jk)
4 =

∫
Sk

n0 ·ψj dS,

con Sk che definisce la superficie del k-esimo pannello, mentre

E
II (jn)
4 =

∫
SB

p0 νn ·ψj dS.
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C.2.2 Modellazione del contributo dei termini di
resistenza viscosa.

La modellazione considerata, basata sulla potenzialità del flusso,
non è in grado di contemplare il contributo della resistenza visco-
sa. Per questo motivo è stato necessario tenerne conto, mediante
la descrizione classica della resistenza del profilo in cui la forza
viscosa, nascente sulla generica sezione, è esprimibile come:

d = −
1

2
ρV2cCD0id (C.24)

dove CD0 indica il coefficiente di resistenza del profilo, V la velocità
della generica sezione (sia la componente all’equilibrio sia quella
perturbativa), mentre il versore della forza id, essendo tangente alla
velocità, può essere espresso come:

id =
V
V

(C.25)

pertanto la C.24 può essere riscritta:

d = −
1

2
ρVcCD0V (C.26)

Con la C.26 è possibile definire quindi la forza generalizzata legata
al contributo viscoso come:

Di =

∫R
0

d(x) ·ψi(x)dx (C.27)
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MODELLO STRUTTURALE

D.1 Equazioni della dinamica dei rotori di
Hodges e Dowell

La formulazione presentata nel rif. [22] è stata introdotta da Hod-
ges e da Dowell per descrivere il comportamento non lineare di pale
sottili ad asse rettilineo, omegenee, isotrope, non uniformi sogget-
te a deformazioni biflesso-torsionali moderate. In questo modello
nelle equazioni rimangono i termini di secondo ordine, dopo aver
trascurato i termini del terzo ordine che non contribuiscono allo
smorzamento. Lo spostamento in direzione radiale è eliminato dal
sistema di equazioni dopo averlo espresso in termini di sforzi locali,
pertanto, l’operatore strutturale risultante è costituito da un siste-
ma di equazioni accoppiate, differenziali, non lineari che governano
la flessione dell’asse elastico e la torsione della pala [23]. Indican-
do con v(x, t) e w(x, t) rispettivamente la flessione di lag1 e quella
di flapeggio, chiamando φ(x, t) la torsione2, la dinamica della pala
è governata del seguente sistema di equazioni integro-differenziali,
che sono ivi riportate come adimensionali:

[(Λ2−Λ21 sin2 θ)v ′′] ′′+[
Λ21

2
w ′′ sin(2θ)] ′′+[Λ21 (φw

′′ cos(2θ) − φv ′′ sin(2θ))] ′′

−[eA T cos(θ+ φ)] ′′ − (Tv ′) ′ = Lv(x)+py(x)−q ′z(x) (D.1)

1Giacente nel piano di rotazione.
2Concepita come rotazione delle sezioni attorno all’asse elastico deformato.
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[(Λ1+Λ21 sin2 θ)w ′′] ′′+[
Λ21

2
v ′′ sin(2θ)] ′′+[Λ21 (φv

′′ cos(2θ) + φw ′′ sin(2θ))] ′′

−[eA T sin(θ+ φ)] ′′ − (Tw ′) ′ = Lw(x) + pz(x) + q ′y(x) (D.2)

Λ21[(w
′′2 − v ′′

2
) sin θ cos θ+ v ′′w ′′ cos(2θ)] − (κφ ′) ′ − [K2 T (φ+ θ) ′] ′

−eA T (w
′′ cos θ− v ′′ sin θ) =Mφ(x) + qx(x) + v ′qy(x) +w ′qz(x) (D.3)

dove la tensione T è data da

T =

∫ 1
x

px(x)dx̄ (D.4)

( ) ′ indica la derivazione rispetto alla coordinata radiale adimen-
sionale. Nelle precedenti equazioni le lunghezze sono adimensio-
nalizzate con il raggio del rotore R, mentre i tempi adimensionali
coincidono con l’angolo azimutale della pala. Le equazioni di fles-
sione D.1 e D.2 sono state definite dividendo per il fattore m0Ω

2R,
mentre quella di torsione D.3 è stata adimensionalizzata con il fat-
tore m0Ω

2R2 (con m0 si indica la densità di riferimento per unità
di lunghezza della pala, e con Ω la velocità angolare del rotore).
Inoltre, se con Λ1 e Λ2 si indicano rispettivamente le rigidezze adi-
mensionali a flessione di flap e di lag; con Λ21 = Λ2−Λ1, si definisce
quella a torsione.
K è il quadrato del rapporto tra il raggio polare di girazione della
sezione e il raggio di massa di girazione.
Con eA si indica la distanza fra l’asse elastico e quello di flessione[22,
23].
I carichi della pala sono composti dalle forze inerziali di sezione
(px, py, pz), dai momenti inerziali di sezione (qx, qy, qz) e dai carichi
aerodinamici per unità di lunghezza, Lv, Lw,Mφ.
Tutte queste componenti sono funzioni dei gradi di libertà, {v,w,φ},
della sezione. Si noti che nelle equazioni D.1-D.3, qualora fossero
presenti l’angolo precono della pala, gli offset di torsione, di cernie-
ra e di massa, questi verrebbero considerati nella descrizione dei
carichi distribuiti inerziali ed aerodinamici.

D.2 Discretizzazione alla Galerkin

Le equazioni D.1, D.2 e D.3 che governano la dinamica strutturale
della pala, vengono accoppiate con i carichi aerodinamici per ot-
tenere il sistema aeroelastico di equazioni integro-differenziali, che
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devono essere integrate spazialmente per ottenere un sistema dif-
ferenziale. A tal fine, l’integrazione spaziale è raggiunta per mezzo
dell’approccio di Galerkin, in cui la deformazione dell’asse elastico
è espressa come combinazione lineare di funzioni di forma:

v(x, t) =
∑
n

qvn(t)Ψ
v
n(x)

w(x, t) =
∑
n

qwn (t)Ψ
w
n (x)

φ(x, t) =
∑
n

qφn(t)Ψ
φ
n(x)

Per esempio, considerando un rotore elastico, Ψvn, Ψ
w
n e Ψφn, posso-

no essere scelti come i modi naturali di vibrazione a flessione a
torsione della trave non-rotante a sbalzo[23]. Il risultate sistema
aeroelastico, consiste in un sistema di equazioni differenziali non
lineari, del tipo

M(t) ξ̈+ C(t) ξ̇+ K(t)ξ = fnlstr(t,ξ) + faer(t,ξ) (D.5)

dove ξ indica il vettore delle coordinate Lagrangiane, mentre M,C, e
K sono rispettivamente le matrici strutturali, tempo periodiche, di
massa, smorzamento e rigidezza contenenti i termini lineari strut-
turali. Essendo il modello strutturalmente non lineare, queste ma-
trici sono definite con una linearizzazione attorno alla configura-
zione d’equilibrio, pertanto sono dipendenti da esso. I contributi
strutturali non lineari sono contenuti nel vettore fnlstr(t,ξ), mentre il
vettore faer(t,ξ) raccoglie le forze generalizzate aerodinamiche. Spe-
cificatamente, le forze generalizzate di lag, flap e torsione sono date
rispettivamente da:

f vaerj =

∫ 1
xR

LvΨ
v
j dx

fwaerj =

∫ 1
xR

LwΨ
w
j dx

fφaerj =

∫ 1
xR

MφΨ
φ
j dx

dove xR è la stazione radiale adimensionale di cutout aerodinamico3,
mentre Lv, Lw e Mφ indicano, rispettivamente, le componenti delle
forze di sezione lungo le direzioni di flessione ed il momento di
torsione di sezione attorno all’asse elastico.

3La regione della pala con raggio inferiore a tale sezione non è portante.
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Nell’utilizzo della teoria dell’elemento di pala per la descrizione del-
l’aerodinamica dei rotori in avanzamento, è importante modellare
accuratamente l’effetto che la scia prodotta dal rotore risulta ave-
re su di esso. In particolare è importante definire la distribuzione
della velocità indotta dalla scia sul disco rotorico. Un modello che
garantisce un buon compromesso tra l’accuratezza e la semplicità
implementativa è quello d’influsso lineare in cui la velocità indotta
adimensionale λi sulla generica sezione di pala, posta nella sezione
radiale x, è espressa come:

λi = λ0(1+ kxx cosψ+ kyx sinψ) (E.1)

dove

λ0 =

√
−
µ2

2
+

√
µ2

4
+
C2T
4

(E.2)

Esistono diverse descrizioni del modello lineare introdotto, quella
di Drees definisce i coefficienti kx e ky come:

kx =
4

3

(1− 1.8µ2)
√
1+

(
µ sinαtpp + λ0

µ

)2
−

(
µ sinαtpp + λ0

µ

)
ky = −2µ
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Da notare che la presente formulazione nel caso di avanzamento

nullo fornisce la velocità indotta del caso in hover λi =
√
CT

2
.
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TEORIA DEL COMPENSATORE OTTIMO

F.1 Teorema di separazione

Si consideri il seguente sistema nello spazio di stato:{
ẋ = Ax + Bu + Fv
y = Cx +w

(F.1)

dove v è un rumore bianco in ingresso al sistema e w è un rumore
bianco di misura. Per poter definire il compensatore si ricorre al
teorema della separazione per cui:

1. si definisce la legge di controllo considerando la sola parte
deterministica del sistema F.1;

2. si stima lo stato come uscita di un osservatore dinamico li-
neare che sia in grado di stimare le variabili di stato che non
è possibile misurare, depurandole dell’eventuale contributo
stocastico.

F.2 Il controllore ottimo

Per poter stabilizzare un sistema, o per controllarlo intervenendo a
ciclo chiuso, è possibile procedere assegnando dei poli1 a parte rea-
le negativa alla funzione di trasferimento del problema. Per asse-
gnare i poli esistono diversi algoritmi tra i quali quello di Ackerman

1I poli della funzione di trasferimento risultano essere coincidenti con gli
autovalori del sistema.
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o di Francis2. In un sistema ad ingressi o uscite multiple, le tecni-
che suddette di assegnazioni di poli non sono in grado di impostare
completamente i parametri del controllore o del compensatore. Ciò
è legato anche al fatto che esistono infinite maniere per ottenere
gli stessi poli del sistema a ciclo chiuso. L’assenza di un algoritmo
definito per determinare un’unica legge di controllo è un aspetto
non del tutto vantaggioso, perchè ci si troverebbe di fronte alla ne-
cessità di una scelta. Il controllore ottimo è in grado di definire la
legge di controllo ottima per il problema in analisi. Va inoltre detto
che il progettista non conosce realmente la localizzazione dei poli
del sistema a ciclo chiuso. Si potrebbe pensare di scegliere poli la
cui parte immaginaria sia posizionata quanto più lontano possibi-
le dall’origine, questo garantirebbe delle risposte dinamiche molto
veloci, ma potrebbe richiedere segnali di controllo che eccedono le
capacità degli organi di controllo di cui si dispone. Il rischio sareb-
be di non avere il comportamento dinamico richiesto ed addirittura
di generare instabilità. È spesso necessario limitare la velocità di
risposta del sistema a quella che evita la saturazione dello stes-
so, per evitare questi problemi; ciò è possibile con l’adozione della
procedura del controllo ottimo.

Inoltre l’implementazione del controllo ottimo è possibile anche
se il processo è in parte non controllabile, caso in cui i poli del
sistema che non possono essere scelti a piacimento3.

F.2.1 Formulazione del controllo ottimo

La legge di controllo ottimo non è basata sull’imposizione diret-
ta degli autovalori del sistema controreazionato, come avviene nel
caso di controllo convenzionale, ma sulla determinazione di una
matrice dei guadagni K che, nell’intervallo temporale d’interesse
0 < t < T , assicuri la minimizzazione delle forme quadratiche posi-
tive relative alle variabili di stato e di controllo.
In quest’ottica:

1. la stabilità degli autovalori del sistema è una conseguenza del-
l’aver limitato, per quanto possibile, l’integrale temporale dei
valori assoluti delle variabili rappresentative della dinamica
del sistema;

2Cfr. Ref. [39]
3Ovviamente la stabilità del sottospazio non controllabile è conditio sine qua

non per avere la stabilizzabilità del sistema.
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2. il controllo dello stato è garantito dalla minimizzazione dello
stesso;

3. avendo minimizzato anche il valore dell’integrale delle variabili
di controllo, si garantisce la sintesi di una legge che richiede-
rà movimentazioni limitate degli organi di controllo, assicu-
rando la possibilità di realizzarli con il sistema disponibile di
attuatori.

Da tutto ciò si envince che è necessario un compromesso tra il
controllo dello stato ed una dinamica attuabile dagli organi di con-
trollo. Si prenda un processo dinamico rappresentato in forma
normale come segue:

ẋ = Ax + Bu (F.2)

Dove x è il vettore delle N variabili di stato del processo, u è il
vettore degli M ingressi del sistema ed A e B sono matrici note. Si
imponga una legge di controllo lineare in controreazione dallo stato
del tipo:

u (t) = −Gx (t) (F.3)

dove G è la matrice dei guadagni.

Funzionale

La matrice dei guadagni in controreazione viene impostata in modo
da minimizzare una specifica funzione di costo J denominata fun-
zionale ed espressa come l’integrale di una forma quadratica dello
stato, cui si somma un’ulteriore forma quadratica della variabile di
controllo:

J =
1

2
xTfSfxf +

1

2

T∫
0

[
xTQx + uTRu

]
dt (F.4)

Le matrici Q ed R sono delle matrici simmetriche: R è una matri-
ce definita positiva, mentre S e Q sono semidefinite positive4. Se
la matrice S è consequenziale alla scelta delle matrici R e Q at-
traverso la soluzione dell’equazione di Riccati, queste ultime sono
impostate dal progettista generalmente diagonali, assegnando un

4R verrà in seguito invertita, per questo si ha la necessità di avere deter-
minante non nullo. Le dimensioni di queste matrici sono S = Q = [N×N];
R = [M×M]
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peso maggiore alle variabili di stato e di controllo cui si vuole dare
più importanza5.
Nel funzionale J compare anche un termine fuori dall’integrale
1
2
xTfSfxf in cui sono presenti solo i valori finali dello stato. Questo

termine rappresenta proprio l’energia associata allo stato, calcolata
all’istante finale; esso compare perchè, nel minimizzare l’integrale
di una forma quadratica, si garantisce che l’integrando sia piccolo
nell’intervallo considerato, ma per quanto riguarda i due estremi
questo non è assicurato. Infatti si potrebbe avere nell’istante finale
un impulso che non venga percepito dall’integrale ma che potreb-
be alterare lo stato proprio nella parte finale. Per questo motivo si
considera anche il termine all’estremo finale6.

Vincolo

È necessario anche conservare memoria del vincolo rappresentato
dal soddisfacimento del sistema di partenza F.2. Per poter inserire
questo vincolo nel funzionale, si ricorre al vettore moltiplicatore di
Lagrange λT che ne permette l’inserimento come segue:

J =
1

2
xTfSfxf +

1

2

T∫
0

{[
xTQx + uTRu

]
+ λT [−ẋ + Ax + Bu]

}
dt (F.5)

Ovviamente, se la soluzione soddisfa il vincolo, l’ultimo termine
è identicamente nullo e si torna alla forma F.4. Il funzionale trovato
presenta le seguenti dipendenze funzionali J = J(x, ẋ,u,λ).

Minimizzazione del funzionale

Per calcolare il minimo del funzionale si fa ricorso alla teoria delle
variazioni, che si occupa proprio della determinazione delle condi-
zioni di estremo dei funzionali. Tale teoria consente di determinare,
a partire dal funzionale, un sistema di equazioni differenziali la cui
funzione soluzione è quella che individua le condizioni d’estremo
ricercate.

5Maggiore sarà il peso dato alle variabili, maggiore sarà la minimizzazione cui
saranno soggette. Nella scelta dei valori di R è necessario garantire l’invertibilità
della matrice.

6È da notare che, nel caso in cui non si considerino condizioni iniziali nulle,
sarà necessario aggiungere anche il termine iniziale.
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Si definisca V’ l’integrando e T il primo termine a secondo membro
della F.5. Avendo V ′ = V ′(x, ẋ,u,λ) si imporrà

x = x + αβ
u = u + αη

λ = λ+ αγ
(F.6)

minimizzare il funzionale sarà quindi equivalente a scrivere:

∂T

∂xf
βf +

T∫
0

[
∂V ′

∂x
β+

∂V ′

∂u
η+

∂V ′

∂λ
γ+

∂V ′

∂ẋ
β

]
dt = 0 (F.7)

integrando la F.7 per parti si ottiene:

∂T

∂xf
βf +

[
∂V ′

∂ẋ

]T
0

β+

T∫
0

{[
∂V ′

∂x
−
d

dt

(
∂V ′

∂ẋ

)]
β+

∂V ′

∂u
η+

∂V ′

∂λ
γ

}
dt = 0

(F.8)
Le condizioni al contorno e l’integrale devono essere annullate se-
paratamente. Annullando le condizioni al contorno si ottengono le
condizioni di trasversalità:

∂T

∂xf
βf +

[
∂V ′

∂ẋ

]T
0

β = 0 (F.9)

Per quanto riguarda l’integrale si applica il lemma del calcolo delle
variazioni che porta a scrivere:[

∂V ′

∂x
−
d

dt

(
∂V ′

∂ẋ

)]
= 0

∂V ′

∂u
= 0

∂V ′

∂λ
= 0 (F.10)

Sono state ottenute formalmente le equazioni di Lagrange F.10 per
il problema in esame. Si rende ora necessaria una scelta, poichè
nelle equazioni di Lagrange compaiono delle quantità scalari deri-
vate rispetto ad entità vettoriali. Questi termini danno luogo a dei
vettori che possono essere organizzati indifferentemente in colonne
o in righe. Si sceglie di organizzarle in colonne: questo è analogo a
derivare il funzionale rispetto alle quantità trasposte. Si ottengono
quindi le seguenti equazioni: Qx + ATλ+ λ̇ = 0

Ru + BTλ = 0
−ẋ + Ax + Bu = 0

(F.11)
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viceversa le condizioni di trasversalità si traducono in7:

λf = Sfxf (F.12)

In accordo con quanto suggerito dalle condizioni di trasversalità si
assume il vettore dei moltiplicatori di Lagrange come segue:

λ = Sx (F.13)

Tale scelta permette di ottenere un controllore proporzionale come
si evince dalla nuova forma assunta dalla u a partire dalle F.11:

u = −R−1BTSx (F.14)

Si è quindi arrivati alla definizione della matrice dei guadagni in
controreazione contentente le matrici note R e B e la matrice S, so-
luzione dell’equazione di Riccati, che garantisce la minimizzazione
del funzionale:

G = R−1BTS (F.15)

Determinazione della matrice S tramite l’equazione di Riccati

Sostituendo nelle F.11 la definizione F.13 si ottiene:{
Ṡx + Sẋ = −Qx − ATSx
ẋ =

[
A − BR−1BTS

]
x

(F.16)

sostituendo la seconda nella prima si otterrà:[
Ṡ + SA − SBR

−1
BTS + Q + ATS

]
x = 0 (F.17)

dovendo essere la F.17 valida per ogni x soluzione del problema
dinamico, si ottiene la seguente equazione di Riccati differenziale,
matriciale e non lineare:{

Ṡ + SA − SBR
−1

BTS + Q + ATS = 0
S (tf) = Sf

(F.18)

La soluzione della F.18 fornisce la matrice S, che inserita nella ma-
trice dei guadagni G, rende la legge di controllo ottima. Allo scopo

7Nel caso di condizioni iniziali non nulle si ha: λf − λ0 = Sfxf − S0x0
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di avere una legge di controllo che sia tempo costante, tra le possi-
bili soluzioni dell’equazione di Riccati, si sceglie quella stazionaria
che soddisfa la cosiddetta equazione algebrica di Riccati:

SA − SBR−1BTS + Q + ATS = 0 (F.19)

In conclusione la legge di controllo ottimo viene ottenuta asse-
gnando delle opportune matrici R ed Q in funzione del problema in
esame e, a partire da queste, risolvendo l’equazione di Riccati con
la matrice dei guadagni della controreazione, tale da garantire la
minimizzazione del funzionale.

F.3 L’osservatore ottimo

La non completa conoscenza dello stato e la presenza nel sistema
di disturbi stocastici rendono necessario l’utilizzo di un osservatore
atto a stimare le variabili di stato mancanti depurandole del con-
tributo aleatorio.
Si prenda un sistema del tipo:{

ẋ = Ax + Bu
y = Cx + Du (F.20)

dove C è la matrice di osservazione del sistema, che rappresenta
il legame esistente fra il vettore di stato e quello delle uscite del
sistema; mentre D è il legame diretto esistente fra il vettore degli
ingressi e quello delle uscite del sistema. Per stimare lo stato si
introduce un osservatore dinamico che ha la seguente espressione

˙̂x = Âx̂ + B̂u + K̂y (F.21)

L’osservatore descritto al F.21 risulta essere dinamico, poichè ha
una forma molto simile al sistema originario con l’aggiunta di un
termine forzante legato all’uscita y tramite la matrice K̂. L’osser-
vatore ha il compito di stimare lo stato a partire dall’uscita, questa
stima presenta necessariamente un errore che viene definito come:

e = x − x̂ (F.22)

È possibile scrivere l’equazione dinamica dell’errore derivando la
F.22 ed ottenendo così:

ė = ẋ − ˙̂x (F.23)
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Andando a sostituire nella F.23 la F.21 e la prima di F.20 si ottiene:

ė = Ax + Bu − Âx̂ − B̂u − K̂y (F.24)

Inserendo anche la seconda di F.20 e la F.22 si ottiene:

y = Cx + Du
x̂ = x − e

} ⇒ ė = Ax + Bu − Âx + Âe − B̂u − K̂Cx − K̂Du

(F.25)
che può essere riscritta come:

ė = Âe +
(
A − Â − K̂C

)
x +

(
B − B̂ − K̂D

)
u (F.26)

La F.26 è l’equazione dinamica dell’errore. Prima di procedere è op-
portuno fare alcune considerazioni; lo scopo di questa trattazione è
proprio quello di ottenere una stima dello stato che sia la migliore
possibile, ciò può essere tradotto con la ricerca:

• del minimo errore possibile;

• di un errore la cui dinamica sia indipendente dallo stato e
dall’ingresso del sistema.

Per ottenere il secondo punto è necessario imporre:{
Â = A − K̂C
B̂ = B − K̂D

(F.27)

ottenedo così la seguente equazione dinamica per l’errore:

ė =
(
A − K̂C

)
e (F.28)

Sarà ora necessario scegliere opportunamente la matrice K̂, detta
dei guadagni dell’osservatore, in modo tale da avere una dinamica
dell’errore stabile e tendente velocemente a zero8.
Tale matrice con una procedura di ottimizzazione, del tutto analo-
ga a quanto descritto nel caso del controllore, può essere definita
come:

K̂ =
(
R−1
errCSerr

)T
(F.29)

con Serr soluzione dell’equazione algebrica di Riccati del tipo:

SerrAT + ASerr − SerrCTR−1
errCSerr + Qerr = 0 (F.30)

8La dinamica dell’errore deve essere più veloce di quella del sistema. L’errore
deve tendere a zero più velocemente dello stato del sistema.
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infine la F.27 e la definizione della y F.20 rende l’osservatore iniziale
F.21:

˙̂x = Ax̂ + Bu + K̂ (y − Du − Cx̂) (F.31)

rimangono da definire le matriciQerr e Rerr. Nel caso deterministico
sono scelte dal progettista in modo da minimizzare l’errore, mentre
nel caso stocastico sono scelte, per mezzo della teoria di Kalman-
Bucy9, uguali rispettivamente alla densità spettrale di potenza del
rumore in ingresso al sistema v e di quello di misura w.

9Per quanto la trattazione del filtro di Kalman-Bucy sia differente da quanto
riportato, la forma finale dell’osservatore è la stessa.
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