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U(x, y, z) =

∫ ∫

∞
A0(p, q)e

2πi(px+qy+mz)dpdq.
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∫ ∫
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e2πi[p(x−ξ)+q(y−η)+mz]

dpdq

m
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Kz(x− ξ, y − η) = − 1
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y1 = Φ1(x1, . . . , xn)!!!
yN = ΦN (x1, . . . , xn)
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m : G×G→ G, m(g, h) = g · h, g, h ∈ G.
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i : G→ G, i(g) = g−1, g ∈ G.
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Æ ´9ÖY® (h, x) ∈ U » (g,Ψ(h, x)) ∈ U ® (g · h, x) ∈ U »Ð¨XÉ¼É)«UÀ�¨
Ψ(g,Ψ(h, x)) = Ψ(g · h, x). ��7�! B �

Ç ´ ∀x ∈M
Ψ(e, x) = x.
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Ψ(g−1,Ψ(g, x)) = x.
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N ≥ n
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§X§ VY����RW���� ¡�¯`�¤°	rR �±�@X��Y¦�RTX¯R®S°����YRWVY� ����¦��²	�	�RT�ò �X

�����X¥A�f� 7�! 6 ²I¨Ð���
����	fû�ö$�
����ô����<	f���A�¹����	��m�9��¥A�
õX�P����	f�Ç�X�Å��'��

� �n�����
	
�����U'������Xök�$��'����U��	����
	����A��'�'����
	
¥$�����&�A��'�'����
���<���	
�
�����$�����
���
	f�Ç�<��������ý¡¥��Ëø
ô����U�A�k���)ÿ��������Aô�����'��Èö3�
�A�È�¢¥$���^�A���$�X��¥A�A�A��'�������'��k���$	
�Å�U�Ó���U�
�&��ô����U�A�k�����½��ý�¥���'��Èö¹�����
¥A�|�$��	��

x ∈M
ö¹'��9	
�Å�U�Ó���U�
�&��ô����U�$�

Ψ(g, x)
÷%�A�Çü$�A��	f�m���U'�	f����	��m�����½�X'�����'��Ç����3	
�

g
�A��'��X�
¥A�A������~�A���X�f�
���<��	fû<�A��'�'Èó ���A����	
��	fûh�97 B ��ø��97�J���ø��97�8��a!

PI������� ��"#,ED3�cÌ�,�&�Í:*J&�Ì?�
� '�'����¡����F	
�f�|���X�
¥A�$�A���P'��PõX���
����	fû|����������'���ô�ôÂ�|�����������	��<��'����U�$����	
	��~�����
����ô����
	f���A�¹����	f�Uö��f�$�m�f���A�A����������	f�¥A�$���A�������U�$����	
	
��������	
�f��'����$��'�����'����U'����A��'�'��^õX���
����	fû�ö
����	����f�~���U�����U�<���U�
	f�������	��n'��¡����'������¥A�����È���<���X')���~���½�Ç¥$�
õ¹�X!æ�a�à�����
	
�����U'������
���U�$�����A���
������|�����<�A����'��õX���
����	fû

M ⊂ <N �m�
���
P

¥A�7�A¥A��	��|�
¥7���������f��!��3���
�
���$�������9���U�

γ(ε) : < →M
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γ(ε) = (x1(ε), . . . , xn(ε)).
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γ(ε) =




Φ1(x1(ε), . . . , xn(ε))!!!
ΦN (x1(ε), . . . , xn(ε))
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opM ¾ ä¯Í«Ê³Ç9Å�ÄÆ¼�Ò�ÀÃÂWÄ»À¥Å�Ä»¾9Ç9¾9ÉÃÉÕ¼mÄ»Ê Ç9Ê ÌDÄ»ÀTÌ�Ì�Ê�Ì�¾9Ò¡ã%Ê�Ç9Ê ÅHÌ»¼mÄ»Ê Î�ÀTÁ�½�ÀTè�Â�¾9Á»À ¾	ÓmÁ»ÅHÎHÎ�¾	½�¾Ä�ÁÆ¼�ÌDÙÚÊmÁ»Ò�¼�ÉÃ¾9Ê³Â�¾Ö×�8�Ê�Â
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(x1, . . . , xn)
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v = ξ(x, y, z, u)∂x + η(x, y, z, u)∂y + τ(x, y, z, u)∂z + φ(x, y, z, u)∂u.
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Ψ(ε,v) = eεv.
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(x′, y′, z′, u′) = Ψ(ε,v)(x, y, z, u) = e(εv)(x, y, z, u).

��7�! § 7%�
� '��A���UúA'����&�F÷�	
���ÂõU�����¢'Ãó£�����A�������
���U�$�¢���
�A'�������	f�P�����Õ��'������<���Põ¡��	
	��U�
����'��9�f�$�¢���U�Fø
�������7�$��'�'��í��7�! § 7%�Ç! #O	f��'�ü$�$�?�
���A¥$ùª¥A	
��'���ô�ôÂ�����s'��é�����X¥$���3	��7�A����������¥A�f��!1�"ó
�$���������f�������P���
	����$�A������'����
����ô����

X ×V ���k����A�P�f�$�����f���m���U��	����A�¡�P���$�f�$��'����A�Çø
�
��õX��	��½ü$�$�¢��'3�f�����U���A���U�������$�����f���á÷½��'3�&�U���
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pr(2)(v) = ξ∂x + η∂y + τ∂z + φ∂u + φx∂ux + φy∂uy + φz∂uz + φxx∂uxx +

+ φyy∂uyy + φzz∂uzz + φxy∂uxy + φxz∂uxz + φyz∂uyz
��7�! §HG �

�A�Âõ¡�Ð�$�U�F�
�3÷á���
�A'�������	f��	f��öX�����ã���U�������	fû�ö¹'������������$�A���AôÂ�¢�$��'�'��ÐõX���
����úA��'��
x, y, z, u

!
���X�f�
��������
���f���
��õ¹���
'��F���U��Xö3�$��'Y���U�����A��|�¹���$���f��'��9���

p
õX���
����úA��'������$���������$�A����	
���

¥A���FõX���
����úA��'��^���������$�A����	��Xö

pr(n)(v) =
p∑

i=1

ξi∂xi + φ∂u +
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φJ∂uJ .
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ξiuJ,i.
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j ��������>¸�c² Ö�¬�Ì¡Ì�«U³�º�¨U²«Í¾ ¶ ® ∆ν(x,u

(n)) = 0 » ν = 1, . . . , l Çº�¨�¬�³
Åº¼ÇÆa®�²<¨o·Uº�®�Ä�¬A¨ÂÁ�ºÃ«U³$º�·Uº ß�®ÇÀ�®Ç³�Á�ºÃ¨UÉâº�·Uº9À
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M ⊂ X × V ´�ÖY® G Ã ¬3³?¿XÀÅ¬ÂÌ¹ÌA«nÉ�«�¾f¨UÉ�®�·Uº�Æ�À
¨��¯�«UÀÇ²¨ÂÁ�ºÃ«U³$º�¨�¿¡®�³�Æ�º
Å¬ M ®�¨¹¾f¾f¨¹·¡®
pr(n)(v)

[
∆ν(x,u
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]
= 0 » ν = 1, . . . , l«f¿U³$º�Ê�«UÉ)ÆÈ¨|¾ ¶ ®

∆ν(x,u
(n)) = 0Ì$®ÇÀ�«�¿X³$ºT¿¡®Ç³�®�À
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¨ G Ã ¬3³Í¿XÀÅ¬ÂÌ¹ÌA«Í·Uº
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)

= (0, 0, 0, 0, 0, 0, 2ik, 1, 1, 0, 0, 0, 0)
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pr(2)(v)[uxx + uyy + 2ikuz] = 0.
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φxx + φyy + 2ikφz = 0.
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n
ä§ÇÖÔ Ê�ÁÆ½�¾hÂ�À�½�ÀTÇYÌ�¾9ÌDÄ»ÀÃÒ�¼�À

α = 1, . . . , q
×n8�Ê³Â

x
Ì�¾Yä§¾9ÂH½�¾9ËÕ¼mÄ»Êæ¾9ÇYÍ«ÀTÄ�Ä»ÊmÁ»Àç½�ÀTÇhÇ9À§Í�¼mÁ»¾h¼�ã�¾hÇ9¾¾hÂH½�¾9Î�ÀÃÂH½�ÀÃÂWÄ»¾Öâ�½�¾�½�¾9Ò�ÀÃÂ�Ì�¾9Ê³Â�À

p
â�Ò�ÀÃÂWÄ�Á»ÀYËÃÊ³Â

u
(n)
å<Å�ÀÃÇ9Ç9Ê�½�ÀÃÇ9Ç9À'Í�¼mÁ»¾h¼�ãH¾9Ç9¾�½�¾9Î�ÀÃÂ�½�ÀÃÂWÄ»¾%À*Á»ÀÃÇh¼�Ä»¾hÍ³À½�ÀTÁ»¾9Í�¼mÄ»ÀYè�Â�Ê©¼�Ç9ÇÖÔ ÊmÁÆ½�¾9ÂHÀ

n
½�¾�½�¾hÒ�ÀTÂHÌ�¾9Ê³Â�À*Î�¼mÁ»¾�¼

qp(n)
âH½�Ê�Í«À

qp
(n) = q

(
p+ n

n

)
.

é ÿ�× ßm�³ê
×ÚÙ áYÂ�Ô ÀÃå<ÅH¼�ÉT¾hÊ�ÂHÀ©½�¾rÁÆ¼�ÂHÓ�Ê�Â�Ê³ÂçÒ�¼�Ì�Ì�¾9Ò�Ê�ä�Çh¼òÌ�ÀTÓ³ÅHÀTÂWÄ»ÀmÛ

(uxx(x, y) + uyy(x, y))
2 = 0

×)�3Â�ÞÙÖ¼mÄ�Ä»¾�Ê�ÁÆ¼�Çh¼�Ò�¼�Ä�Á»¾hËTÀÝÜ«¼�ËTÊ³ãH¾h¼�ÂH¼¡Í�¼�Ç9ÀmÛ
J∆(x, y, u, ux, uy, uxx, uyy, uxy) = (0, 0, 0, 0, 0, 2(uxx+

uyy), 2(uxx+uyy), 0)
Ë®ó�À³âWÎ�ÀTÁ�Ä»Å�Ä�Ä»ÀoÇ9À�Ì�Ê�ÇhÅ�ÉÃ¾9Ê³Â�¾%½�ÀÃÇ9ÇÖÔ ÀÃå<ÅH¼�ÉÃ¾9Ê�ÂHÀ

(uxx(x, y)+uyy(x, y))
2 = 0

âó�¼�ÁÆ¼�ÂHÓ�Ê©Î�¼mÁ»¾�¼
0
ËÆó�À'ä�½�¾9Í«ÀTÁ»Ì�Ê©½H¼

l = 1
×
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φxx = φxx + ux(2φxu − ξxx) + uy(−ηxx) + uz(−τxx) + u2x(φuu − 2ξxu) +

+ uxuy(−2ηxu) + uxuz(−2τxu) + uxxux(−3ξu) + uxxuy(−ηu) +
+ uxxuz(−τu) + uxyux(−2ηu) + uxx(φu − 2ξx) + u3x(−ξuu) +
+ uyx(−2ηx) + uzx(−2τx) + uxuzx(−2τu) + u2xuy(−ηuu) +
+ u2xuz(−τuu).
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φyy = φyy + uy(2φyu − ηyy) + ux(−ξyy) + uz(−τyy) + u2y(φuu − 2ηyu) +

+ uxuy(−2ξyu) + uyuz(−2τyu) + uyyuy(−3ηu) + uyyux(−ξu) +
+ uyyuz(−τu) + uxyuy(−2ξu) + uyy(φu − 2ηy) + u3y(−ηuu) +
+ uyx(−2ξy) + uzy(−2τu) + uyuzy(−2τu) + u2yux(−ξuu) +
+ u2yuz(−τuu).
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φz = φz + uz(2φu − τz) + ux(−ξz) + uzux(−ξu) + uy(−ηz) +
+ uzuy(−ηu) + u2z(−τu).
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(2φxu − ξxx)− ξyy = −ξt.
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(2φyu − ηyy)− ηxx = −ηt.
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2ξx = τt.
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2ηy = τt.
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ηu = ξu = 0.
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ξ = c2x+ 4c3tx− 2c4t+ c5.
��7�! G 7%�

η = c2y + 4c3ty − 2c4t+ c6.
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φ = [−c3(x2 + y2) + c4(x+ y)− 4c3t+ c7]u+ α(x, y, t).
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v1 = ∂t, (c1).
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v2 = x∂x + y∂y + 2t∂t, (c2).
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v3 = 4tx∂x + 4ty∂y + 4t2∂t + (−x2 − y2 − 4t)u∂u, (c3).
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v4 = −2t∂x − 2t∂y + (x+ y)u∂u, (c4).
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v5 = ∂x, (c5).
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v6 = ∂y, (c6).
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v7 = u∂u, (c7).
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α(x, y, t)
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∫
n(ω)ds.
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ω
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ds =

√
dx2 + dy2 + dz2
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δ

∫ √
E − V (x, y, z)ds = 0.
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÷Í'Èó£���$���
�X���sü����f��	Å�s�A��'�'��s�����
	
������'�'���ö
V (x, y, z)

��'����U	����Aô�����'��Õ�
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¹3à��5Ç1Î�Á»¾hÂ�ËÃ¾9ÎH¾9Ê�½�¾�Ï�¼�Å�Î�ÀTÁ�Ä»ÅH¾9Ì*ä�ÅHÂH¼�Í�¼�Á»¾h¼�ÂWÄ»À©½�ÀÃÇ1Î�Á»¾9Â�ËÃ¾9ÎH¾9Ê�½�¾#º�¼mÓ�ÁÆ¼�Â�Ó³À©¾9Â�ËÃÅ�¾1Ì�¾#¾hÒ�Î�Ê�ÂHÀËÆóHÀ*¾hÇ�Ì�¾hÌDÄ»ÀTÒ�¼�Ò�ÀÃËÃËÃ¼�ÂH¾9ËÃÊ�Ì�¾h¼©Í<¾9ÂHËÃÊ�Çh¼mÄ»Ê�¼¡ËÃÊ³Â�Ì�ÀTÁ»Í�¼mÁ»À'ÇÖÔ ÀTÂHÀTÁ»Ó�¾È¼�½�Å�ÁÆ¼�ÂWÄ»À*¾9Ç�Ò�ÊmÄ»Ê�×
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����úA��'��s��� ®ÇÊ�«UÉâ¬¹Á�ºÃ«U³�® ö%�
�������Óø
õX���$�A�U'��?��¥A�$ý�¥$�7¥A�q�
¥$�U'��e�����
	
����	��ª�
�������Ç	�	��e��'�'��s��'�	
���s��¥$�7õU���
����úA��'��9�
����ô�����'��
x, y

!z�¢�Çü$�A������+���U�9�X'��9�U�����f��	��U���m���)ÿY�������Aô�����'��
∂α = ∂

∂xα = (∂x, ∂y, ∂z)
�

∂α = (∂x, ∂y, ∂z)
�A�Âõ¹������÷����$��������	��Aö������Õ�f�Ç�<�$')������	fû�öA���U�

xα
'��mõX���
����úA��'����¹���$�Çø
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������&�$��'�'Èó£��ý¡¥k��ô����U�$�m�����f�U��������'�� 6 ! G 7<������¥A�n�����<���

Φ

∇2
⊥Φ(x, y, z) + 2ik∂zΦ(x, y, z) = 0.

��7�! B J%�
�9�����"��'������<���&���U�<�$'����f������U�A��¥A�¡��	��

Φ?

∇2
⊥Φ

?(x, y, z)− 2ik∂zΦ
?(x, y, z) = 0.
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(x, y, z)
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�$�F¥A���<¤T���X�f���A�X�������&¤é�f�$�^�
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¤
=

∫

S
LDdxdy.
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LD = LD(Φ,Φ
?, ∂µΦ, ∂µΦ
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α, β, γ, . . . = x, y, z
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a, b, c
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¥ný¡¥$���
	
���A¥$�¢�A�����A�

Φ(x, y, z1), Φ?(x, y, z1) z = z1

Φ(x, y, z2), Φ?(x, y, z2) z = z2.
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S

S =

∫ z2

z1

∫

S
LDdxdydz.
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Φ0(x, y, z)¹j7Õº�¼ÕÍ«ÊmÁÆ¼�ÂH½�Ê�¾9Â�ÅHÂ�Ê'Ì�Î�¼�ÉT¾hÊ�ÀTÅHËÃÇ9¾h½�ÀÃÊ'Ä�Á»¾È½�¾9Ò�ÀÃÂHÌ�¾9Ê³ÂH¼�Ç9À³â<Â�ÀoÁ»¾9Ì�ÅHÇ�ÄÆ¼�Çh¼*ÙÚÊ�Á»Ò�¼mÇhÀ�¾h½�ÀÃÂWÄ»¾�èHËÕ¼�ÉÃ¾9Ê�ÂHÀÄ�ÁÆ¼òÍ«ÀTÄ�Ä»Ê�Á»¾#À©ËÃÊ�Í«ÀTÄ�Ä»ÊmÁ»¾�éÖ¾hÂçÁ»ÀÕ¼�Ç�ÄÆñ�Ê³Ó�Ó³ÀTÄ�Ä»¾Nã�ÀTÂ�½�¾9ÌDÄ»¾hÂWÄ»¾Öâr¼�ÎHÎH¼mÁ�Ä»ÀÃÂ�ÀÃÂWÄ»¾�¼�½�ÅHÀ�Ì�Î�¼mÉÃ¾�Í«ÀTÄ�Ä»ÊmÁ»¾È¼mÇ9¾½�¾�¿%ÀTÁ»ÀÃÂWÄ»¾Èê�Ò�ÀÃ½�¾h¼�ÂWÄ»ÀYÇh¼©Ò�À®Ä�Á»¾hËÃ¼
ηαβ = δαβ

â�ËÃÊ³Â
δ
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�
Φ?
0(x, y, z)

�f�$�é���
	
�����<��ô�ôÂ���$�c'��¬7�!hP ; ö^�¸���U�$�
���A���
������U�$�ª¥A��ó ��'�	
�f�c���U�A�A����ö
�A�Çü$�A��	f����U��

Φ(x, y, z) = Φ0(x, y, z) + εη(x, y, z)

Φ?(x, y, z) = Φ?
0(x, y, z) + εη?(x, y, z).

��7�!hP 6 �
�A�Âõ¡�¢'��¢��¥A�Aô����U�A�

η
�
η?

�����A�����Ó�È���$�F'��^���U�$����ô����U�A����'T���U��	��U�
�$�

η(x, y, z1) = η?(x, y, z1) = 0

η(x, y, z2) = η?(x, y, z2) = 0.
��7�!hP § �

���
ε

÷^¥A�7�����f�����	
����õU���
����úA��'��X!��3�^���$�����
�������'�����U�A�A����������¥A�Aô����U�A���A��'�'�� 7�!hP 6
�A����	
���'Èó ��ô����U�$�ç7�!hP ; �����U	
	
�����$�

S(ε) =

∫ z2

z1

∫

S
LD(Φ0+εη,Φ

?+εη?, ∂µΦ+ε∂µη, ∂µΦ
?+ε∂µη

?)dxdydz.
��7�!hP�7%�

�����¢ý¡¥�����	����A��	
	����A�
���&��ök'��&�A���
��õU��	f���A��'�'��
S(ε)

�
���
����	
	f�|��'������f�����	
���
ε

�A��õ¡�
�����f�Ç�f�¢��¥A'�'���öA�����%��¥A�T�
���U	
	
�����$�

dS(ε)

dε |ε=0
=

∫ ∫

S

[
∂LD
∂Φ |ε=0

η +
∂LD
∂Φ? |ε=0

η?
]
dxdydz

+

∫ ∫

S

[
∂LD
∂(∂µΦ) |ε=0

∂µη +
∂LD

∂(∂µΦ?) |ε=0

∂µη
?

]
dxdydz

=

∫ ∫

S

[
∂LD
∂Φ |ε=0

− ∂µ
∂LD
∂(∂µΦ) |ε=0

]
η dxdydz

+

∫ ∫

S

[
∂LD
∂Φ? |ε=0

− ∂µ
∂LD

∂(∂µΦ?) |ε=0

]
η? dxdydz.

��7�!hP G �
���U���f�$÷

η
�
η?

���X�f���U�$�����f�����������
úA��	
�f���
���H±�X��
�k�U	
	����A�¹�U�$��'�����ý�¥���ô����U�A��������¥A'�������ø
¤T���X�f���A�¹������������	��

∂LD
∂Φ

− ∂µ
∂LD
∂(∂µΦ)

= 0

∂LD
∂Φ?

− ∂µ
∂LD

∂(∂µΦ?)
= 0.

��7�!hP�J%�
¹;^��cËÕ¼�Ò�Î�¾

η
À
η?
Í«ÀÃÂ�Ó³Ê³Â�Ê�ËÃÊ�ÂHÌ�¾h½�À®ÁÆ¼mÄ»¾1ËTÊ³Ò�À¡½�ÅHÀ�Í�¼mÁ»¾h¼mãH¾9Ç9¾1¾9Â�½�¾hÎ�ÀTÂ�½�ÀTÂWÄ»¾ â�Ç9À�ËÃÅH¾�Í�¼mÁ»¾h¼�ÉT¾hÊ�ÂH¾Î�Ê³Ì�Ì»¼mÂHÊ�ÀÃÌ�Ì�ÀTÁ»À©Á»ÀÕ¼�Ç9¾9ÉÃÉÃ¼mÄ»À�¾9ÂH½�¾9Î�ÀÃÂH½�ÀÃÂWÄ»ÀÃÒ�ÀTÂWÄ»À³â�ËÃÊ�Ì»¼�ËÆó�À�ä©ÀTÍ�¾h½�ÀÃÂWÄ»ÀÃÒ�ÀÃÂWÄ»À¡ÂHÊ�Â�Í³ÀTÁÆ¼�×�Ï�¼�Ì�¾ÎHÅ�î�½�¾9Ò�Ê³ÌDÄ�ÁÆ¼�Á»ÀNËÆóHÀ�ÀÃÌ�Ì�À�Î�Ê�Ì�Ì�Ê³ÂHÊ�ÀÃÌ�Ì�ÀTÁ»ÀNËÃÊ³Â�Ì�¾È½�ÀTÁÆ¼mÄ»ÀNËÃÊ³Ò�ÀOËp��ù�Ê�ö�� Ê�ø®ûH÷3ø�¾9Â�½�¾9Î�ÀÃÂ�½�ÀÃÂWÄ»¾ÖâmÎ�À®ÁrËÃÅ�¾Ä»Å�Ä�ÄÆ¼�ÇÖÔ ¼mÂ�¼�Ç9¾9Ì�¾�Ë®ó�À¡ÂHÀ¡Ì�ÀTÓ³ÅHÀ�óH¼�Í�¼�Ç9¾h½�¾�ÄÆñ�â�Î�ÀTÂHÌ»¼�ÂH½�Ê�ÇhÀ¡ËÃÊ³ÌDÄ»¾�Ä»Å�¾9Ä»À©½�¼�½�ÅHÀ�ËÕ¼�Ò�Î�¾r¾9Â�½�¾hÎ�ÀTÂ�½�ÀTÂWÄ»¾

ηR
À

ηI
âcÄÆ¼�Ç9¾,Ë®ó�À

η = ηR + iηI
À�Á»¾hËÃ¼�Í�¼mÂ�½�ÊæÇ9À§ÀÕåWÅ�¼mÉÃ¾9Ê³Â�¾*½�¾Ý�#ÅHÇ9ÀTÁ»Ê º�¼�Ó�ÁÆ¼mÂHÓ�ÀçËÃÊ³Â ÀÃÌ�Ì�¾Ö×8�Ê³Ò¡ãH¾9Â�¼mÂ�½�Ê�Ç9À§ÀÕåWÅH¼�ÉÃ¾9Ê³Â�¾,ÊmÄ�Ä»ÀÃÂ<Å�Ä»À½H¼

ηR
À§½H¼

ηI
Ì�¾�Á»¾9Ê�Ä�Ä»ÀÃÂ�Ó³Ê�ÂHÊæÇ9ÀÌDÄ»ÀÃÌ�Ì�À§ÀÕåWÅH¼�ÉÃ¾9Ê³Â�¾Y½�¾��Å�Ç9ÀTÁ»Ê�Þ3º�¼mÓ�ÁÆ¼mÂHÓ³À�ËÆóHÀ*Ì�¾�Ì»¼mÁ»ÀÃã�ã�ÀTÁ»Ê©Ê�Ä�Ä»ÀÃÂ<Å�Ä»À*Ì�¾�Ì�¾�ÙüÊ³Ì�Ì�À�Ê³Î�ÀTÁÆ¼�Ä»Ê�½�¾�Á»ÀTÄ�ÄÆ¼�Ò�ÀÃÂWÄ»ÀYËÃÊ³Â

η
À
η?
×
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F ����¥A	f�Í���U��	��Í�f�$�P�$�U���X��û|���U�$�X����������Í'��P��ý�¥���ô����U�A���A����U	��|�����¢�ã�����<�A�Èö��f�$�
��'�	
���à�$�U�-���U�$�à�f�$�Í'��~��ý¡¥���ô����U�A�"�����f�U���
����'��ò7�! B Js��7�! B�B öá�A�UúAúA������à���+������'�	fû
�
���f�U'�õ¹��������'��A���UúA'����&������õ¡�������Aö��Âõ3õ¹�������
���f��'������¢�$��'�'��¢��ý¡¥���ô����U�A���A��'���U	��<�U��¥A���
�Ã�U�
�&�<�����%'���A���$�
��	fû����¤T���X�f���A�X�������

LD

!��a�l�����
	
�����U'������������
LD

�
�T�U	
	
�����$�m'��
�f���X¥$����	��^���
�A�������
���U�$�

LD(Φ,Φ
?, ∂µΦ, ∂µΦ

?) = ∂aΦ∂
aΦ? + ikΦ∂zΦ

? − ikΦ?∂zΦ

= ∇⊥Φ · ∇⊥Φ? + ikΦ∂zΦ
? − ikΦ?∂zΦ

= |∇⊥Φ|2 + ikΦ∂zΦ
? − ikΦ?∂zΦ.

��7�!hP B �
����'�'��ª�����
��õ¡�����n'��!7�!hP B ö%�f�$�n�¹���A�?�A��'�'��é�A���U�A�
����	fû

LD = L?D
ö"�
��÷l�Ã��	
	��ª¥$���

�A��'�'��~�$�U	Å��ô����U�$�����Ð�����$�
	������o�
¥A�X'������$�������Ð�
�����Ç	�¥A	
�È!~þÐ�$�'��~�A���$���)	Åû~���Ð¤T���X�f����ø
�X��������7�!hP B �����
���	
	f�Í���ã�
���U	
	����$�����F'��P��ý�¥���ô����U�A�������f�U���
����'��ÈöY�����������	��F'��F��ý¡¥��Ëø
ô����U�A��������¥A'�������øa¤����X�f���$�¹�Xö�÷Õ�È�U����'������	��%õ¹���
�)ü�����úA��'����3�����Ã��	
	
��õX��'��¹�U�$�^'��%�����X¥$����	
�
����'���ô����U�A�

∂LD
∂Φ

= ik∂zΦ
?.

��7�!hP�P��

∂LD
∂Φ?

= −ik∂zΦ.
��7�!hP�8%�

−∂α
∂LD

∂(∂αΦ)
= −∂a∂aΦ? + ik∂zΦ

?.
��7�!hP�:%�

−∂α
∂LD

∂(∂αΦ?)
= −∂a∂aΦ− ik∂zΦ.

��7�!98 ; �
�f�$�"���$�����
��	��"�$��'�'���7�!hP�J¢�Ã�U�
�A�������U�$�9'��^���U�A�A���^������ý¡¥���ô����U�A�������f�U�f�
����'��N7�! B J^��7�! B�B !
F ���ÂõX�����s'��ª�Ã�U�
�&�e�A��'�'��e¤����X�f���A�X�������-÷s'��ª�����
	��¸���������Aô�����'��à�����~�X'��^�
õ���'�¥A�A�A�
�f�$���f�Ç�X¥$�)�Å���A�$�A!]�a���È��	
	
�á�l�����
	
�������$�n�����f�l���½�A¥$ù7�A�Çü$�A�����&	
¥A	
	Å�l¥A���n�����
�������
ý�¥�����	
��	fû�ö$���X�Å�F�f�$�^�
�Y�È���fûP�$��'�'��F�A���X�������&�F�f��ô����U�$�X!

PI�;P��;� êF,�B%� ��ÌA$�&)��,�&#,Ýëhì0$:>?>?*J&�Ì�*í(#�î*J&�*3>ÅÍ��T,ï*ðÌ�*J&)@�$:>?*í*J&�*J>?Í��T,òñB%$�B%*J&�Ì�$
O ���+õ¡�U'�	f�+����	
�����A�U	
	f�c'��-�A���$����	fû-���P¤T���X�f���A�X�������

LD

�
�m�A¥$ù-����	�������¥A�
���ª'��
�A���$����	fû<���o
¢���<��'�	��U�A��������A�Çü$�A��	f����U��^�����X¥$�



= − ∂LD

∂(∂zΦ)
∂zΦ−

∂LD
∂(∂zΦ?)

∂zΦ
? + LD.

��7�!98 6 �
�Âõ3õ¡�����F�
���
¥A'�	f�



= ∂aΦ∂

aΦ? = |∇⊥Φ|2.
��7�!98 § �

�9'Èó£���$���
�X���<	��U	f��'��^�f���fû<��¥A�$ý¡¥$�9�����
���
�
=

∫

S



dxdy =

∫

S
|∇⊥Φ|2dxdy.

�»7�!�8�7%�
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þá�U��á���¡õ¡���A�½'��ò7�!98 § ÷Ð�A�Çü$�A��	f�����X�
��	
��õX��öU���U��á�A��õ¡�Ð�����������X! � �������
õ3������%���$�U'�	
���
�f�$�9�A¥$ù�����������9���X�
	f�F���U��



= ∂µΦ∂

µΦ? − ∂zΦ∂
zΦ? = |∇Φ|2 − |∂zΦ|2.

��7�!98 G �
þÐ���U�
����	
	
��������f�$�½��'3�����<�����
�¡�A���U�����X�A�3���Ç'�'����
����ô����%'���ú����������U�$�����
õX���$�A�%'Èó£���$���Óø
�X���9	��U	f��'����"ý�¥A���$���k�A�Âõ3�fû9��������	�������¥A�k�^���U�
������	����������$���
�X����ö3�f�A�����<������U'��

s
ö¡�f�$�

�
���
����	
	
�T'Ãó£��ý�¥���ô����U�$�m���T���U�3	
����¥A��	fû

∂z


+∇⊥ · s = 0.

��7�!98�J%�
� �l�ÇÿY��	
	
�T���9���Y���U�$�

sa = − ∂LD
∂(∂aΦ)

∂zΦ−
∂LD

∂(∂aΦ?)
∂zΦ

?.
��7�!98 B �

�Âõ3õ¹�����AöA¥A	
��'���ô�ôÂ���$�A�'�� 7�!hP B ö

sa = −∂aΦ?∂zΦ− ∂aΦ∂zΦ
?.

��7�!98%P��
÷|�È�U����'��Íõ¡���
�)ü��������Xö½�È�U�����$�A�à¥$���à�A��'�'��~����'���ô����U�A�ò7�! B JËø®7�! B�B öÕ�f�$�~��'�õ¡��	
	��U���~���X��/
����	
�����A�U	
	���f���A�����Ó�Ã���A�f�U�A�
���F'Èó£��ý�¥���ô����U�$�9�������U��	
����¥A��	fû 7�!98�J�± Y !'���U	
�������f�$�����
�$�U	f��ô����U�$�^õ¡��	
	��U�
����'��^'��<���U�
������	��m���T�Ç���Ç���X���

s
�
���A¥$ù&���$�f�$�^�����
��õ¡�����^���U��

s = −∇⊥Φ?∂zΦ−∇⊥Φ ∂zΦ
?.

��7�!98�8%�
�"ók���<���U�
	f����	��<�X�������
õX�������f�$��'��	7�!98�J|�ËÿY���
�&���f�$��'Èó£���$���
�X����	��U	f��'��P	
�f�U�
���U�
	f��	f�
�$�o¥A�ñ�����<���+�����f�U���
����'��à��U�$�������U�&��	
�����c���9���U�$�����
õX�e�
¥D�U�X�A�^�A�����$�

(x, y)
!

�s�?�f�|	
�f�?¥A�-�A�����$�à���+��'"�
¥$���������
��õ¡�?�$�U�-õ��"÷|¥A�c������úA���������	��é���"���$���
�X����ö
�
���X�A�)ü����Í�f�$�<÷P��¥A'�'��Í��'ÝÏ$¥$�����|�$��	
	��~�������$���
�X���|'�¥A�A�¹�Í'��|��������ô����U�$�

z
ö����X�f�|�f�$�

�
���
�.Ï���	
	��9�$��'�'��P�Ã�U�
�&�<�A��'�'��<���U��������	��^�������$���
�X���
s
ö$�f�$�9÷¢�A¥A�f�������	��^	
�f�U��õ¹�����f��!

¦�¥A���$���T���
���
	��U�$�~Ï$¥$�����������Ç���Ç���X���<�f�U'��F�
¥A���
���A�¹�U'����A�����A�
(x, y)

ö���'��f�$�9���U�<���U�
	f�
¥A���à�
�������
	
�
��úA¥Aô����U�$�?�A��'�'Èó£���$���
�X���é��¥c���%�������"�ný¡¥A���$���%¥A�5������úA���������	��o����
Pö
�f�$��÷P��'�'Èó£�U�
���X���$�F�A��')'Èó£�������
	����AôÂ���A��'���U�����	���'����$�������

s
!����������X¥$�Xöký�¥A���$���Èö��f�$�

'Èó£�U	
	
�����é�����f�U�f�
����'��7�f����'������n�$�U� ���<���	
	��7��U�����	
�¢'��)���������æ���Âõ�õ¡�����é'Èó ������'��U�¹�
�A��'�õ¹��	
	��U���<�������Â�3��	
���A�~�$��'����U���Í��'���	
	
���U�&���X����	
�����l�¹���$���f��'�������������	
	
��'�¥A�A�¹�

z
!

¦�¥$���
	f���X�������
õX��ô����U�$�Ð�f���fû"���<���U�
	f����	��Õý�¥����$�A�%�A��F��õX����	
�3�
�������
'����fû��������U	f��ô����U�A�
�����"��'T�����<���A!
���������$�A�?�f�$�&���é¥$���~	����U�
���7���Ð�����<���7'��l�A���$���)	Åûn���Ð���$���
�X���7���U�
�
���
���U�$�A�Í��'�'��
���U�<���U�$����	��

T zz
�A��'T	����$���U�������$���
�X���ËøÈ��U����3	��������	
���m'��&���U�
������	����������$���
�X���

sa
���U�
�
�������U�$�A���')'��|���U�<���U�$����	��

T za
öY�
���A¥$ù|�A���ÂõX�����F�|�����
��õ¡������'��&���U�
�&�������

��'�	����$���U���^���$���
�X���ËøÈ��U����3	������U��^�����X¥$��97 G ��ø��97�J��

Tαβ = − ∂LD
∂(∂βΦ)

∂αΦ− ∂LD
∂(∂βΦ?)

∂αΦ? + ηαβLD

¹j_ M À*Â�À�½�¼mÁÆñ�Î�Á»ÊmÍ�¼¡ÀÃÌ�Î�Ç9¾hËT¾9ÄÆ¼©Â�ÀÃÇ9Çh¼©Î�Á»Ê³Ì�Ì�¾9Ò�¼�Ì�ÀÃÉT¾hÊ�ÂHÀ³×
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=



T xx T xy T xz

T yx T yy T yz

T zx T zy T zz




��7�!98�:%�

=

[
T ab T az

T zb T zz

]
.

��7�!9: ; �

�A�Âõ¡�

η =




1 0 0
0 1 0
0 0 1


 .

��7�!9: 6 �

�
T zz =


q÷Õ'��9�A���$����	fû9�������$���
�X����ö
T za = sa

÷�'��9���U��������	��%�������$���
�X����ö
T az = ga÷Ð'����A���$�
��	fû����3��U�����	��¢�

T ab
÷Ð'������U��������	��Õ���c���A���$�
��	fû����3����U�����	��A!��3�����U�$�A�

ý�¥$���
	f�<�A�Çü$�A��ô����U���^'��P�X�f���$�$�Çô�ôÂ�
ga

÷¢�����
���

ga = T az = − ∂LD
∂(∂zΦ)

∂aΦ− ∂LD
∂(∂zΦ?)

∂aΦ?

= ikΦ?∂aΦ− ikΦ∂aΦ
?.

��7�!9: § �
�U�A�A¥A�f�9���l�$�U	f��ô����U�$�^õ¹��	
	��U�
����'��

g = ikΦ?∇⊥Φ− ikΦ∇⊥Φ?.
��7�!9:�7%�

�����	
���

T ab = − ∂L

∂(∂bΦ)
∂aΦ− ∂L

∂(∂bΦ?)
∂aΦ? + ηabL.

��7�!9: G �

� �f�����
õ�������n�f�$�<�
���
¥$')	Å�
Tαβ = (Tαβ)?

öT�&�Í���¸�¹���$�����
Tαβ 6= T βα

öT��'½�f�$�<���
�A��'�'��%���U�$�����X¥$���Aô��%���<���U�
	f����	
���
¥A'�'����A���U�A�
����	fû^�����<���	
�
���^�A��'�'Èó£�U	
	
�����9�k���f�U���
����'��X!
¤½ó£��ý¡¥���ô����U�$�����T���U��	��)�3¥A��	fû�f�U�A�f�<�����
��	
	f�<�A¥$ù���f�������9õ����
	f�<���U��^¥A�n���U�f�<�����
	
�)ø
���U'������9����¥A����'����X�¹�¢�������U�$�����
õX��ô����U�$�¢�A��~���<�A���F��¥A�Y�f���A�����Ó�Ã���$�P'��¢���U�<���U�$����	
�
���
Tαβ

!Y����'�'��¢�A���X�������&�9����ô����U�$�"õ¡�Ç�$�¹�U�$�^�f�U'��^�A�������
��	
	��"	f��'���'����X�X�Èö¡�����	
���"�$��'�'��
�f��ô����U�$�Í�
¥$������������õU�?�
�á�A���������A���fû¸�?�$���
�$�|¥A���s�A���
��õU��ô����U�$�~���$ý¡¥��U���f���$�A�U'��~�$��'
���U��	�����	��<�A��7���<�A����A��'�'��9	
�f�U�
���U�
�&��ô����U�A�����T�
���<���	
�
����!

PI�;P��;P ó�$�&#@�*3>��E,âDJ�T$�&#*+(�*J�cÌ�*J&#@�$:>Å*ô*J&�*3>ÅÍ��T,òñ�B%$�B%*J&�Ì�$
O �f���$�A�%'��Ð��ý�¥���ô����U�A���A��'���U	���7�! B JËø®7�! B�B �
�¡�A¥$ù���X�
	
�f�����á�f�$�½��'�	����$�f�U���Ð���$���
�X���Ëø
��U�����	��&÷^���U�$�����
õX��	���������U�$�A�<'��<�����X¥$����	��9����'���ô����U�$�

∂βT
αβ = 0.

�»7�!�:�J%�
�9��'�'�� 7�!9:�J<�����X¥$�Xö�ü����Å���$�A�F'Èó ���$�������

α
¥A�X¥���'����

z
²

∂zT
zz + ∂aT

za = 0, (
���U�$�����
õX��ô����U�$�m�A��'�'Èó£���$���
�X���

)
��7�!9: B �
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�f�$�^���U���$�����A�m���U�l'��æ7�!98�J�± i ���~���$�U'�	
���ë�������

α = a
�

∂zT
az + ∂aT

ab = 0, (
���U�$�����
õX��ô����U�$�m�A��'���U�����	��

)
��7�!9:%P��

�f�$�Õ�f���A�A����������	f�¢'��¢���U�$�����
õX��ô����U�$�"�A��'���U�����	��A!�#�����'��U�¡�������	��"�
���A¥$ù��A���ÂõX�����
�f�$��'��&����õ¹���
�¹���AôÂ�|���

g
�
���A¥$ù���Ç	�	����������7����'���ô����U�$�F���U�7'��õX���
����ô����U�$��'�¥A�A�¹�

z��� |Φ|2 !��a���È��	
	
���
����¥A'�	f�

∂aT
az − 2k2∂z|Φ|2 = 0, (

���U�$�����
õX��ô����U�$�m��� |Φ|2) ��7�!9:�8%�
�f�$�à�$�U� �f���A�A�����f����	f�-��'�	
���-�f�$�à'Èó ��ý�¥���ô����U�$�é�A��'9	
�f�U�
���U�
	�� ���Âõ�õ¡�����e'Èó£��ý¡¥A��õX�Ëø
'�����	��Xö����ª�U	
	
������ö��A��'�'��l��ý�¥���ô����U�$�&���Ð���U��	
����¥A��	fûn�A��'�'��~����������A�����ný�¥�����	
���
	
�����%�Çö
��ý�¥���ô����U�$�^�f�$�9���X���������������f�$�9�
�������
��õ¡�����9�)�l�$�U	f��ô����U�$�^õ¡��	
	��U�
����'��

∇⊥ · g − 2k2∂z|Φ|2 = 0.
��7�!9:�:%�

þá�U��%�A���ÂõX�^�A��'�'��m���U�
����	
	���ô�ôÂ�����ký�¥$���
	��"����'���ô����U�A�Èö3õ¹���
�)ü��f�A������P���
�A'�������	f�������	��
'���õU��'�������	fûP�����Õ¥A���P�����������Xö����������f���<�A���P'���7�!9: B !½þá�U�<���$�����������U�Í��'�����'����U'������
'��
∂xT

zx !½�������

∂xT
zx = ∂xs

x = −∂2xΦ?∂zΦ− ∂xΦ
?∂2xzΦ− ∂2xΦ∂zΦ

? − ∂xΦ∂
2
zxΦ

?.
��7�! 6<;�; �

�m������'��U�¡�������	��m�����
∂yT

zy

∂yT
zy = ∂ys

y = −∂2yΦ?∂zΦ− ∂yΦ
?∂2yzΦ− ∂2yΦ∂zΦ

? − ∂yΦ∂
2
zyΦ

?.
��7�! 6<;r6 �

�ã�U�f�
������<����õ¡�����^�<����'����U'������
∂zT

zz ! � 	
	����A������

∂zT
zz = ∂zH = ∂2zxΦ

?∂xΦ+ ∂xΦ
?∂2zxΦ+ ∂2zyΦ

?∂yΦ+ ∂yΦ
?∂2zyΦ.

��7�! 6<;X§ �
���U�<�&���$�A�'��ç7�! 6<;�; ø®7�! 6<;r6 ø®7�! 6<;¹§ �U	
	����A������

∂zH + ∂xs
x + ∂ys

y = ∂2zxΦ
?∂xΦ+ ∂xΦ

?∂2zxΦ+ ∂2zyΦ
?∂yΦ+ ∂yΦ

?∂2zyΦ+

− ∂2xΦ
?∂zΦ− ∂xΦ

?∂2xzΦ− ∂2xΦ∂zΦ
? − ∂xΦ∂

2
zxΦ

? +

− ∂2yΦ
?∂zΦ− ∂yΦ

?∂2yzΦ− ∂2yΦ∂zΦ
? − ∂yΦ∂

2
zyΦ

?

= ∂2xΦ
?∂zΦ− ∂2xΦ∂zΦ

? + ∂2yΦ
?∂zΦ− ∂2yΦ∂zΦ

?

= −∂zΦ(∂2xΦ? + ∂2yΦ
?)− ∂zΦ

?(∂2xΦ+ ∂2yΦ)

= −2ik∂zΦ∂zΦ? + 2ik∂zΦ
?∂zΦ

= 0.
��7�! 6<; 7%�

�A�Âõ¡�9�$��'�'��ë7�! 6<; 7�
�T÷¢�Ã��	
	f�<¥$����A��'�	f���U�f�Ç�&�&�����3�f���Õ���
ôP�
¥A'�'��^�A���
��õX��	��^�<���
	��^�
�A��'�'��9����'���ô����U�A�Y7�! B JËø®7�! B�B !
O �&¥A'�	
����P���U�<�����	�������
��	f�m'��m�A�Çü$�A��ô����U�$���$��	Å�^�����Ð'Èó£���$���
�X����!��a���È��	
	
�k÷���ó ¥$���
�A�Çü$�A���
'��o���U��7'Èó ����	����X�f��'��s�
¥5	
¥A	
	��ª��'��A�����$�o�A��'������¥A'��oý�¥��U�����o�A��'������<���
¹ o9M ¾�Á»¾hËTÊ�ÁÆ½�¾�ËÆóHÀ

T zz =
ï�×



7�8 VY����RW���� ¡�¯`�¤°	rR �±�@X��Y¦�RTX¯R®S°����YRWVY� ����¦��²	�	�RT�ò �X
� |Φ|2 �½���$�U�|�����������	��¢'Èó ����	����X�f��'��9�A��'������¥A'��Fý�¥��U�����P�A��'��X�f�U��������	�� � |∇⊥Φ|2 �Çö���U��%����õ¡�����"�
���
¥A'�	f�m�$�^ý¡¥�����	���ý¡¥A�k���
���X�
	��A!'�a�&������'�	fû9'��%��¥$��ý¡¥�����	
��	fûm���U�$�^	
�f�
'��U���<'����¡��	��X!�� ���Ã��	
	
�Èö$���U�<�&���$�A�'�� 7�!9: B ���U�l'�� 7�!9:�8<�
���U	
	
�����$�

∇⊥ · (g + s) + ∂z
( 
 − 2k2|Φ|2

)
= 0.

��7�! 6<;HG �
�3������	����X�
������s�
¥é	
¥$	
	��n��'Ð�A�����$�Aö��&�
���f�A������������s�f�$�������

g
�f�$�

s
�
�Õ���A��¥A'�'����$�

��'�'Èó ����ü$�A��	��Aök�
���U	
	
�����$�^������'�� 7�! 6<;HG
∂z

∫

S∞

( 
 − 2k2|Φ|2
)
dxdy = 0.

��7�! 6<; J%�
�A�Âõ¡�ª�
��÷¸�Ã��	
	��c¥$�f�c�A��'�	����U�����&�5�A��'�'��5����õ¹���
�¹���AôÂ��!v¤�� 7�! 6<; J-���<�A'������5�f�$�
'Èó ����	����X�f��'��

∫

S∞

( 
 − 2k2|Φ|2
)
dxdy.

��7�! 6<;�B �
�����P¥A���<���X�
	f����	��Xö$�f�$�^�f�A�����<������

C
!Ð¦�¥A���$�����
���
¥A'�	f�

�
= C + 2k2

∫

S∞
|Φ|2dxdy. ��7�! 6<; P��

�f�$�^÷9�A���U�A�
���<��'�'����¡����^�f�$�^�
��õ¡�U'���õU�<��õ����A���Aô��������X!
����'�'��à�A���X�f�
���&�¸����ô����U�$�7�
�%��X�
	
�����fûéý�¥���'��n�
���à'Èó ¥A	
��'���	fûª������õ¡���&����	
�����A�U	
	��ª��'
	����$�f�U���

Tαβ
�é'��c�
¥��-���<���U�
	f���AôÂ�c�$��'�'��q�
	
¥$�����5�A��'�'��o�
���<���	
�
���o�A��'�'Èó£�U	
	
�����

�����f�U�f�
����'��X!
PI�;P��Wõ �I��BöB%*�ÌA>Å�T*:ë)ì0$:>?>?*ò&�Ì?��*÷ì0,â>O��ìÅø#*ôì0$�&)@5*J>��â,âÌ�*
¤��F�
	
�
¥A	
	
¥A�f�F�A��~�¹�Ç���Ç�Å��'��^���X���
��úA��'��9����¥A���P'����X�¹�9�������U�$�����
õX��ô����U�$�9���|ü������������
'��P���U���&�F�f�Ç�X¥��Ç�3	���97�J5�

1√
g
∂µ(
√
gJµ) = 0.

��7�! 6<; 8%�
�A�Âõ¡�F��'�õ¡��	
	��U���

J
õ������$�<����	����
�A����	f��	��n���U��<¥A���f���A���$�
��	fû~���3�¢���U��������	���

g
÷P��'

�A��	����
�<��������	f�P�A��'�'��&�&��	
�
���������	
�
������!�����'����U���&�)�?��¥A�
g

�����&���X�
	f����	��Xök'�� 7�! 6<; 8
�U�f�
¥A��¢'��P���U�
�&�F�A��n�����<�A'������

∂µ(J
µ) = 0.

��7�! 6<; :%�
F �U�
�������A���'�'Èó£�U	
	
�����P�����f�U���
����'��XöA���¢�
¥A�A���U�A������<�����������������$��'�'��F�
����ô����F��¥$��'����A���
	
�
����������$�����U����'��n���U�

z
õU���
����úA��'��l���%��õ¹�U'�¥Aô����U�$�Xöá'��?7�! 6<; :�öÐ����	����X�f��	f�¸�
¥-����¥A�

õ¡�U'�¥A��
τ

����ú��U���A�
S

ö$�Ç�T�������^�f�$�ë� F ���U�����&��A��'�'��<����õ¡���
�¹���AôÂ�%�
∫

τ
[∂µ(J

µ)] dτ =

∮

S
J · ndS = 0.

��7�! 6�6<; �
�A�Âõ¡�¢�à÷%'��m�$�U�
�&��'���¥$��������	��¢�$��'�'�����¥A�����Óü��������f�A��¥$�Å�

S
!��3���U�f�P�
�k�A�����$�A�¢���U��

õ¡�U'�¥A��¢¥A�~����'����$��������Yú��U���A�
Sc

ö����U�n�U�����¢�����
���<���	
�
���<���U���$�����A����	��^���U�~'Èó �U�����
z
ö�'�� 7�! 6�6<; �
�������
��õ¡�9���U��

∮

Sc
J · ndS =

∫

Sm
J⊥ · dS −

∫

Sa
JzdS +

∫

Sb

JzdS = 0.
��7�! 6�6�6 �
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�A�Âõ¡�

Sm
÷m'����¥A�����Óü��������A��'��&����	���'�'��|�A��'�����'����$�����Aö

Sa
�
Sb

'�����¥$���
¥A�����Óü��������
ú��U����

J⊥
'��~���U�<���U�$����	��	
�f�U�
õ¡�����f�Í�A��'�'��l���U�
������	��

J
!��3�<�
���&���$�$�~��'��f���X�X���

���9ú��U���s�A��'^����'����$�����c��'�'Èó ����ü$�A��	��Aö��Ã��������+�����<�A���s'Èó �����U	����
�m�f�$�?'��à���U�
������	
�m�
�
���A��¥A'�'����$�&�
¥$'��
¥$�F�&����	���'�'��@�

J⊥ = 0
�
¥

S∞
�ÇöA��������A��f�$�^�
¥$�������$�

∮

S∞
J · ndS = −

∫

Sa
JzdS +

∫

Sb

JzdS = 0.
��7�! 6�6�§ �

���9�����X¥$�^�f�$�9'��P�X�f���$�A��ô�ôÂ�
∫

∞
Jzdxdy.

��7�! 6�6 7%�
÷l¥A���éý�¥�����	
��	fûé���U�$�����
õX��	f�é�
¥5�U�X�A���A�����$�

(x, y)
! F ¥A	
	��oý¡¥A���$�����
�%�
����¥$���?�

	
���ÂõX�����~'��7�Ã�U�
�&�s�A��'�'��l���U�<���U�$����	
��'�¥A�A�¹�
z

�A��'�'��l���U�
������	
�È!-�"ó½���A�A¥A��	f�¸ý�¥A�
�f�$�m����	
�f�<���n�X���������'T	����$���U���m���$���
�X���ËøÈ��U�����	����$��'�'���
¥��F���U�
�&����U�<�A'���	f������
�����<�A�A�U	
	
�����3�����f�U�f�
����'��ÈöU���U���f�$÷Õ���U�F���������
�3�
���������Õ�%���X��	
�
¥A�����Ð'��á���U�
������	
�A����������	��X!
� ���Ã��	
	
����'�	����U�����&�|���Y������	
�$��� ± Õ ök�$��'�'��P��¥$�mõU���
���P�����)ÿ���������	
���Ã�U�
��XöY���������U�$�$�
�A��'�'��P����	
¥A�f�F������'������9�Põ¡��	
	��U�
����'��9�A��'�'��P	����U�
���F���������<���F���l�
	
¥$�����Aö$�ËÿY���
�&�F�f�$�
�U�X�A��ý¡¥���'%õ¡�U'�	f�¸�����
���à¥A���¸�
���<���	
�
���¸��������'������<���¶���f���A�A����������	f��	f�ª�$�à¥A���
�����
	
�����U'������F	
�f�U�Ó�Ã�U�
�&��ô����U�$�F���ã�
���<���	
�
���%���
�����U	
����úAú��<��õ¡������'��&���U�$�f�Ç��õU��ô����U�$�
����¥$�����A��	����
�<������	f�^ý¡¥�����	
��	fû�ö���'�'��¢ý¡¥���'��XöX���&������'��U�X���¢���U�ý�¥�����	��9�U�����U�A�������ã'��
�����
�����F��'���	
	
�
�����P���~��'���	
	
���U�&���X�$��	
���
��Aö��
�Y�$û���'Y�$�U��9��� ¾�¨UÀÇºÃ¾�¨ !'� �|�����
	
�����U'������Xö
��'T	����U�����&������������<�A��������'����
���^�����%	
�Å�U�Ó���U�
�&��ô����U�A�ã�����
���<���	
�
���&�f�$�����X���f�����$�
���U'���
¥A'�'��¢õX���
����úA��'������$���������$�A����	
�aö����Y�$¥$ù<����¥A�$�������������U��^�����X¥$��²

j �¡�k�Ë��>¸�ñ�ã�æp~���¹��q��¡� /�����4¡�#>?/ã�F <4¹�$���A���T² ÖY®l¬�³�¨éÆa®�«UÀÅºÃ¨ª·Xº
¾f¨U²�Ì�«ª¾f«U³k¾Å®ÇÀÇ³�®Ç³kÆa®~�«UÉ�«é¾f¨U²�Ìkº��¾f¨UÉ�¨UÀÇº Φ ¨U²F²®�ÆÃÆa®Í¬3³k¨¯�¨X²Pº�¿UÉÏº�¨
·Uº½Æ�À�¨�¼¯�«UÀÇ²<¨ËÁ�º�«X³$º½·Uº�Åº¼²F²&®�Æ�ÀÇºÃ¨|¨¹·|¬�³|Ì�¨UÀ�¨U²&®�Æ�À
« f(ε) ¾f«U³ ε ∈ < »
¨UÉ¼É�«UÀ
¨�É)¨�®Ã¿X¬A®Ç³kÆa®F¾f«UÀÅÀ�®�³�Æa® Ã ¾�«X³A�®ÇÀÇÊË¨XÆÈ¨

Jα = vβTαβ .
�»7�! 6�6«G �

·¹«UÊU® Tαβ Ã º¼É¢Æa®Ç³A�«XÀ�®é®Ç³�®�ÀÃ¿Uº�¨XÚa²«U²&®Ç³�ÆÈ«q® v Ã º¼É9¾f¨U²�Ì�«+Ê�®�ÆÃÆÈ«UÀ�®
¾f¨UÀ
¨XÆÃÆa®ÇÀÇº¼ÇÆ�ºÃ¾�«Í¨�Å�«Â¾�ºÃ¨XÆÈ«|¨UÉ¼É�¨�Æ�À�¨�¼¯�«UÀÅ²¨ÂÁ�º�«X³�® f(ε)
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���U�$�o'��?���X�
	f����	
�9�f�$�s�A�Çü$�A�������U�$�e'��7	
�f�U�
'���ô����U�A�9�$��')'��?	
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#��A�A'��������$�A�<��'��
¥l����	f��	��F	f���U�f�Ç�&����o������	
�$���%�
�Y����öA������'��F���U�
������	��^���U�$�����
õX��	f�

Jα = aβTαβ .
��7�! 6�6<B �

�f�$�^�����A�����
�Ã�P'Èó£��ý�¥���ô����U�$�m�������U�$�f���
õU��ô����U�$�

∂αJ
α = ∂α(a

βTαβ ) = aβ∂αT
βα = 0.

��7�! 6�6 P��
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��	
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∫

∞
Jzdxdy =

∫

∞
T zzdxdy =

∫

∞



dxdy =

�
.
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�����A	��Í�
���
����	
	��¸��'�'��|���U	f��ô����U�A���
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���f�$�F�$��'��A�����$�
(x, y)

ö��Põ¡����������Í���X�f�|�����
���������
�U�+�U	�	����$�����X! � 'Õ�X�
¥A�A���¸�A��'�'��Í�f�U	f��ô����U�$����	
	��U�
�$�é��'�'Èó �U�����
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�U�+¥A�+�����f�����	
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'���õ¡�U�f�<���U��^�����X¥$�



x′

y′

z′


 =




cos ε − sin ε 0
sin ε cos ε 0
0 0 1







x
y
z


 .
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¥$�U	f��	��X!+¤��~���U�<���U�$����	
���A��'
�����<���Põ¡��	
	��U�
����'��¢�����f��	
	����
���
	
�����Aö$�U������������	��<��'�'����
¥$�A�A��	
	f��	
�f�U�Ó���U�
�&��ô����U�$�XöA�f�U�$�
�����
���

v =
d

dε




cos ε − sin ε 0
sin ε cos ε 0
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�A�Âõ¡�9'��<�A���
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ε = 0
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v =
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x
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�9��'�	����U�����&�F���o������	
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Jα = vβTαβ
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∂αJ
α = 0.
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∂z(xT
yz − yT xz) + ∂aJ

a = 0.
��7�! 6�§ 7%�
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wa = ωabx
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x
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∂aJ
a = ∂x(−yT xx + xT xy ) + ∂y(−yT yx + xT yy )

= x(∂xT
yx + ∂yT
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xx + ∂yT

xy).
��7�! 6�§�B �
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a = ∂z(−yT xz + xT yz)− x∂zT
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= 0.
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∞
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∞
[r⊥ × g]zdxdy.
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Φ(x, y, z) = f(r, z).
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Φ(x, y, z) = f(r, z)eimϕ, m ∈ N
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[r⊥ × g]z = r∂zΦ
? cosϕ

(
∂rf sinϕ e

imϕ + im
f

r
cosϕ eimϕ

)

+ r∂zΦcosϕ

(
∂rf

? sinϕ e−imϕ − im
f?

r
cosϕ e−imϕ

)

− r∂zΦ
? sinϕ

(
∂rf cosϕ e

imϕ − im
f

r
sinϕ eimϕ

)

− r∂zΦsinϕ

(
∂rf

? cosϕ e−imϕ + im
f?

r
sinϕ e−imϕ

)

= −imf?∂zΦ e−imϕ + imf∂zΦ
? eimϕ

= −imΦ?∂zΦ+ imΦ∂zΦ
?

= im (Φ∂zΦ
? − Φ?∂zΦ) .
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Qz =

∫

S∞
[im (Φ∂zΦ

? − Φ?∂zΦ)] dxdy
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∫

S∞
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m

2k

(
Φ∇2

⊥Φ
? +Φ?∇⊥Φ

)]
dxdy
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∫

S∞

[
m

2k
∇⊥ · (Φ?∇⊥Φ+ Φ∇⊥Φ?)− 2


 ]
dxdy

= −m
k

∫

S∞



dxdy +

∮

∂S∞
(Φ?∇⊥Φ+ Φ∇⊥Φ?) · dl

= −m
k

∫

S∞



dxdy

= −m
k

�
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¹ Ù º�Ô ÀÃÂ�ÀTÁ»Ó³¾h¼�Ä»Ê�ÄÆ¼�Ç9ÀYä�¾hÂH½�¾9Î�ÀÃÂH½�ÀÃÂWÄ»À�½H¼

z
â�¼�Î�¼mÄ�Ä»Ê�Ë®ó�À,Çh¼�ËÃÊ�Á�Á»ÀÃÂWÄ»ÀY½�¾�ÀTÂHÀTÁ»Ó�¾h¼�Ì�¾%¼�Â�Â�Å�Ç9Çh¾�Ì�ÅHÇ9Çh¼Ì�ÅHÎ�ÀTÁ�èHËÃ¾9ÀY¼�Ç9ÇÖÔ ¾hÂ�è�Â�¾�Ä»Ê�×â8�¾9î�½�À®Á»¾hÍ�¼�½�¾�Á»ÀTÄ�ÄÆ¼mÒ�ÀÃÂWÄ»À,½�¼�Ç9ÇÖÔ ÀÕåWÅ�¼�ÉT¾hÊ�ÂHÀ*½�¾HËÃÊ³Â�Ì�ÀTÁ»Í�¼�ÉÃ¾9Ê³Â�À*½�ÀTÇhÇÖÔ ÀÃÂ�ÀTÁ»Ó³¾h¼

∂z
ï
+∇⊥ · s = 0

âHÅ�Â�¼¡Í³Ê³Ç�ÄÆ¼�ËÆóHÀ*ÇÈ¼�Ì�¾�¾hÂWÄ»ÀTÓ�Á»¾�Ì�ÅòÄ»Å�Ä�Ä»Ê¡¾hÇ�ÎH¾h¼�Â�Ê
(x, y)

×àgßp�5Ç�Ç9ÀÃÒ�Ò�¼¡½�¾ã�,Á»ÀÃÀÃÂ�ÌDÄÆ¼�ãH¾9Ç9¾9Ì�ËÃÀ�Çh¼�Ì�ÀÃÓ�ÅHÀÃÂWÄ»À*Á»ÀTÇÈ¼mÉÃ¾9Ê³Â�À�Ä�ÁÆ¼�½�ÅHÀYËÕ¼�Ò�Î�¾�Ì�ËÕ¼mÇh¼mÁ»¾
Φ
À
Ψ

Û
∇ · (∇ΦΨ) = ∇Φ · ∇Ψ+Ψ∇2Φ)

×J��Ì�Ì�Ê©Í�¼�Ç9À�¼�Â�Ë®ó�À'Ì�À�¼mÇhÇÖÔ Ê³Î�À®ÁÆ¼mÄ»Ê�Á»À
∇
Ì�¾�Ì�Ê³ÌDÄ»¾�Ä»ÅH¾9Ì�ËÃÀ�¾9Ç

∇⊥
×
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Φσ(x, y, z) = e−σΦ(x, y, z)
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∂(∂µΦ)
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(−Φ?).
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?(−Φ) + ∂xΦ(−Φ?).
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= xT zx + yT zy + 2zT zz .
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∂µJ
µ = T xx + x∂xT

x
x + y∂xT

x
y + 2z∂xT

x
z − Φ∂2xΦ

? − ∂xΦ
?∂xΦ

− Φ?∂2xΦ− ∂xΦ∂xΦ
? + x∂yT

y
x + y∂yT

y
y + T yy + 2z∂yT

y
z

− Φ∂2yΦ
? − ∂yΦ

?∂yΦ− Φ?∂2yΦ− ∂yΦ∂yΦ
? + x∂zT

z
x

+ y∂zT
z
y + 2z∂zT

z
z + 2T zz .
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∂µJ
µ = x(∂xT
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y + ∂yT

y
y + ∂zT
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y ) + 2z(∂xT
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T xx = −∂xΦ∂xΦ? + ∂yΦ∂yΦ
? + ikΦ∂zΦ

? − ikΦ?∂zΦ.
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T yy = −∂yΦ∂yΦ? + ∂xΦ∂xΦ
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∫
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∫
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Ga1−xAlxAs
ö¡�A�U	f��	
�����A�����X���U�A����	
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0.1µm
ö¹�����	
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�����<�A�����U���'���õX��	f�¢����õ¡���
�¹���AôÂ�^���A�¹�U'������Xö¡�������Aý�¥���'��A¥A���¢�A�������
��ô����U�$���9��¥$���
�������
�$�U�à�A¥$ùÍ�����������P¥A	
��'���ô�ôÂ��	f�Í�$�����$�f�$�<���U��F����A��'�'��~���ã�A�
���&�~���A�A���X�����)�&��ô����U�$�X!
¤T��f���X���U�$�P��������ù��
�T�A¥$ù&�X��¥$�
	
�)ü��������P�X���f���
õU���$�A���f�$�m��'��È�U�������|�^��¥$���
�����$��÷^¥A�
�����<���¸�7�<�)�$�)�&�?���$�����
	���ô�ôÂ��öá�Âõ�õ¡�����?���f���7���7��'Õ�<���A����?�$�����A�U	
	��à���U�A�X��¥A��	��
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	����$�����U�$��������ô�����'��Çøa����õ¡���
�¹���AôÂ�à���A�¹�U'������|�|ý¡¥A���$���á�&��'á���½�A�����
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��õ¡�����
¥A���Í�f�U������ô����U����f�$�Xö��|�����
��	fû~��������	����$�
���U�$�<������ô�����'��Uö��
���|�$�U	f��	f�Í����¥A���Í�$�U	��Çø
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õ¡�U'��n����õ¡���
�¹���AôÂ�o���A�¹�U'������X!��a�-ü$�X¥A�f� G ! 6 �
�%�
�����U�
	f�é¥A�c	
���A�����o�������A�é'��U�����Í�
�X��¥A�Aô����U�$�����U�l'��P����'���	
��õX�F�f�U������ô����U�$���Ç����f�f��!��a�~�k���
	
�����U'����f�^�����%ý�¥$���
	
�������
����ø
����	
��õ��Ð��'á�����<���7��X�
	
�f�n¥A���n�
���<���	
�
���sþÕ���
	�������������ö���¥A�$ý�¥$�&¥A���7���������f��úA��'���	fû
���s�����U����������	��P����	
	f���A�¹�U'����
�Èö����U�7¥A��������õ¡���
�¹���AôÂ�&�A��7�A�f�U��¥A�$������	f�����?��������ô����U�$�
�U�
	��U�¹�U����'��l��'Õ�A�����$�s���á�X��¥A�Aô����U�$�X!é¤T�?���X�f�n����	����������Å����	��Í÷|�f�$�Í��'���¥A�A�%��¥A	��U�
�
�����A�$�Í�X�������
õX��	����
�����
�������	f��'�����3	���� B J5��ø�� B�B ���f�$�F��'�'Èó ¥$������	f���A��'�'��U��������'ã�����<���
õ3�����$�Íú����c�A�������
��	
	��¸�$�s¥A�+����A��'�'��¸���"	
�����à¤T�U������	
ô������$� �¼ü$�X¥A�f� G ! § �ÇöÐ��'"�f�$�
�f���A�A�f���f����	f�Í¥A�$�l�
	
����U'��n�U�à����õ¹����	
���¡�����<��'����U�<���U�
	f������3	��n���½ý¡¥$���
	��~	
�����l���
�È�U�������n��¥A�f����	��&'��l�A���U�����¡��ô����U�$��'���ú����f�é!~#���������	��?�lý�¥$���
	��&���U�$�
���A���f��ô����U�A�����
	
���������A�A'�������	
��õ¡�Aö3�Xó£÷%���$�f�$�%�$�^�������%�f�$��'��9�
�����������^���$�3¥$�Âõ¹�%���U'�¥Aô����U�A�k���������<���Aö
�$�U	��^���l���U�
�&�&������'���	
������ök÷^�f���<�A���9����	f�Ç�f���f�f����	��Xök���U�A�f��	
	
¥A	
	���ý¡¥����$�A�&�
���
���������Xö
���U��Õõ¹����������Aö¡��	
���ÂõU�����Õ�����<�A��ü��
�����������	��Õ������'���ô�ôÂ��úA��'��$�A�U	f��	
�$���3¥A�F����õ3��'�¥A�A���
���)ÿ���������	��%�$��'�'Èó£�U�A�A���A�����f����	��%����A��'�'��F�9��¥$���
�����$�A!ã#5	f��'��"�A���U���X�
��	��m�
�$����	
������¥A�Óø
�f���A�$�Aö"�$��'�'��¸�A���X�������&�é����ô����U�$�Xö������X�����A�A��	
	
���Ã�U����������¤T�U������	
ô¹ö"��������ý�¥���'����
�
�
�����f���^�F�$�����9'��P�A���U�����¡��ô����U�$�^�����f�U�f�
����'��¢���~���U�
�&�F�f�A��¥$�Å��!Ð��¥$���������
��õX�������	��^�
�
õ¡�����fûn���U��|�����
�½���X�����U�$�n���f�������¥A���lú��U��������P�A�������
��õ¹�����&'��l�A���U�����¡��ô����U�$�Í���
¥A���Í��'��U�����P�A��¸���<�A���Í���ã�f�U'�¥Aô����U�A�Èö���õ����A���Aô������$�A�U�$������f��	
	����
����	
���f�$�<�¹�Ç���Ç�Å��')�½�
���X�f�
��úA��'������A�A'�������ô����U�A�a!

� �m� �¥�����������V},�m����� ��������¸�¸��m�����£·��{����W��¸��Y��� ·��´ �����'���ò}
��¥A�A���U�$������o������õ¡�����XöÕ�
¥A'%�A�����$�é���U���¹�Ç�3	��

(x, y, z = 0)
öá'��¸�����X¥$����	��7�����
	
�
�)ø

úA¥Aô����U�$�m������'������^���T�����<���

V0(x, y) =
A

wxwy

1

[1 + (x/wx)2]

1

[1 + (y/wy)2]
.
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�����X¥A�f� G ! § ²ã���f��ü$'��P���k����	f�Ç���
��	fû	���<���
¥A�f��	����Ð���k¥A�&�È�U�������m�A�����A�U	
	��F�$�^¥A�Í�������A�
'��U�����%���U'�'����&��	��

�A�Âõ¡�
A

÷?¥A� õU��'��U���à���X�
	f����	��à�
wx

�
wy

�f�U�$�e��¥$�s�����f�����	
�
�m�f�$�?�����l�U�f�
�
¥A�A���U�
������Í������'��È!^¤T� G ! 6 ���&'���Ã�U�
�&�|����¥A���|¤��U������	
ô��������Í���?¥A�s�A�����$�f���f�$�Xö
�$��'Y���U������U�$����������$�
���U�k��'��Xö$÷����$�f�$���$�U	f�����U�� Ê�®ÇÀÅÅºÈ®ÇÀ
¨�·Uº�°½¿U³�®ÅÇº �����Í��¥A�

wx�
wy

�����¹�U'����$�9'���'����
�X�$��ô�ôÂ�^�A��'�'��¢��¥A�
õX��!Y� �<�Çÿ���	
	
�A'��¢¤��U������	
ô��������^÷Õ¥A���¢��¥A�
õU�9�
�Ã�U�
�&�¢���$�����<�������9��U'�	��9�$�U	f��ö¡���U�A�f��	
	
¥A	
	��m�¢�f�A���È�¢�
����	
	
���X�����U�A����ö¡���U���f�$÷"�����f�
÷Õ��'�����A��'�'��9�&��	����&��	
�����9�A�������<�A'������"�f�$���A�������
��õ¡�á'��Õ�
���X�$���
����	
	
�f��'������A�
���
	����<�
ü��
�����Y�f�$�%�
���
���U�$�����$�F�U�|��������	f��ô����U�A�����
	����
�$�����U�Í���$�$�������	
�������
��'��U���f�������	��P���
	
�������������U�$���Aô�����'����A����������������	��X!�# �����
	
�������$��'������<��� � G ! 6 ���
�k�A�������$�Ç�Å�^�
������õX�����
'��l���U�
�&�?�U����¥A��	f�n��¥A�f����	��|�A���U�����¡��ô����U�$�Í�$��'�'��?�
����ô����7'���ú������A!s�������È���Pý¡¥$����	��
�
�½¥A	
��'���ô�ôÂ�n'��7�
õ3��')¥$�A���l���o�U�$�A�&�A�����$�X!]�a�ª�����
	
�����U'������|�
�½���U���Å�n��'Ð�A�U�<���A���?���
���U¥A�
������ö��9�
������'����U'��<'��<�
����	
	
�����¥

z = 0
²

A0(p, q) =

∫

∞

∫

∞

A

wxwy

1

[1 + (x/wx)2]

1

[1 + (y/wy)2]
e−2iπpxe−2ıπqydxdy

=
A

wxwy

∫

∞

1

[1 + (x/wx)2]
e−2iπpxdx

∫

∞

1

[1 + (y/wy)2]
e−2iπqydy

= Aπ2e−2π|p|wxe−2π|q|wy .
� G ! § �

�A�Âõ¡�á��'��f�U'���	��
A0(p, q)

÷½'��%������	
	
�������U�<�A'����������
p

�
q

�f�U�$�"'��½õX���
����úA��'��3���U�A��¥A�¡��	f�
��'�'��"õU���
����úA��'����
����ô�����'��

x
�
y

�
��������	
	
��õU�������	��X! O ���¢õ¹�U'�	f�^�f�$�"�
���¢�$�U	��^'��m�
����	
	
���
�����U�$�A�F�A�����$�F�
¥

z = 0
'��|���X���
������Í����'����U'�������
¥s���ã¥A�s�A�����$�

(x, y)
�������U�$�A�

'�� 6 ! 6 P3ö$�Âõ3õ¹�����X�
�����úAúA������<�����"'���
����	
	
���
Az(p, q)

Az(p, q) = A0(p, q)e
2iπmz = Aπ2e−2π|p|wxe−2π|q|wye2iπmz.

� G !97%�
�A�Âõ¡�9�f���A�$������&�f�$�

m
õU��'��

m =
√
(1/λ2 − p2 − q2).

� G ! G �
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�U	
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��úA��'��Í�U�����f�����
���$�f�$�F��������	
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¥A'�'��|�
����	
	����|�A��'ã�����<���Aö��Âõ�õ¡�������$��'ã�A�U�<���A���Í���ã���U¥A�
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� ���È��	
	
�Èö��X�f�����
õU���$�A�Í'��f� G ! § �ÇöT�P�
�����U���$���$�A�l�f�$�<�f�P�ãõX��'��U�
�����

wx
���$�

wy
�f�U�$�

��¥0-&��������	��������	��"�A��<�X�f���$���$�A��'�'���'�¥A�A�X�$��ô�ôÂ�^��ó£�U�$�$�
λ
öX��'A���U��	
�
��úA¥A	f�9�A�
���$��������'��

��'Ð�����<���lõ3�����$�F�Ã�U�
�A��	��n�$��'�'��&�U�$�A�&�U��U�¹���$�������U�<���U�$����	
�á'��~��¥A�á���<�A����ô�ôÂ�n÷
����õ¡�����f�9�$�9ô������m���U'��^�
¥&����¥A�����	��U�
�$���A��'�'Èó£�U�
���X���$���A��'��A�����$�^	
�f�U�Ó�Ã�U�
�&��	��

(p, q)
ö

����������¥A	��U�
��ô�ôÂ��	
�ã�U�~�Çÿ���	
	
¥������^'Èó£���������$�
���U�$�

m =

√
(
1

λ2
− p2 − q2) ' 1

λ
− (p2 + q2)λ

2
.

� G !9J%�
	
���U�$����	f�9���3�A�
���<�A��¥$�á	����
�<���A�A�A��'�'��������
���XöX��������A�¢�f�$�Ð'���������	
	
����� G !97%������õ¡���A�¡�

Aparax
z (p, q) = Aπ2e−2π|p|wx−iπλzp2e−2π|q|wy−iπλzq2 eikz.

� G ! B �
O ���Põ¡�U'�	f�P�$�U	��<'��<�
����	
	
���<���

z
���X���
������<�
������õU���f�¢��'T�����<���<�����������	��^	
�f�U�Ó�Ã�U�Óø

�&��ô����U�$�^����õ¡�����f�

V (x, y, z) =

∫

∞

∫

∞
[Aπ2eikze−2π|p|wx−iπλzp2 ×

× e(−2π|q|wy−iπλzq2)]ei2π(px+qy)dpdq

= Aπ2eikz
∫

∞
e−2π|p|wx−iπλzp2ei2πpxdp×

×
∫

∞
e−2π|q|wy−iπλzq2ei2πqydq.

� G !hP��
�%ó����<���U�
	f����	��á�X�������
õX�������f�$��'Èó ���A�A���X�f�
���&��ô����U�$�½�����f�U�f�
����'����A�f�¡�A¥$����¥A�$�%�
����	
	
���
Aparax
z (p, q)

�È��	
	��U�
��ô�ôÂ��	��F���~��¥$�������
	
�ÈöA�����U����¥A�$�F�A����ý�¥���'������������$�A����	��9�f�U'�	f����	��
�$�7¥A���?�A��'�'��|õX���
����úA��'����������U¥A�
�����<�Õ����ù7���U�-�U�����U�A�Í�����F'��s�
����	
	
���s���f��	
	��s�f�$�
�&����	
�����$�l����f���U'���	f�~'��l��¥$�~���������$�A���Aô��?�s����¥$�f�à�A��'�'��s�A���������AôÂ�¸�A��'�	����
�<���$�
ei2πmz

!¬���l�����X¥$�n�f�$�n���$�f�$�l��'%�����<���é���U�<�A'������f�
V (x, y, z)

�
�"�&����	
�����$�l���
¥A���7�Ã�U�
�&�n�È��	
	��U�
��ô�ôÂ��	f�s�$��'�'��ÍõU���
����úA��'��

x
�
y
!e�������?��¥A�$ý�¥$�|¥A�k�?�
���<���	
�
���

þÕ���
	�������������!½�����%�U	
	����$�����^'��F�f�U'�¥Aô����U�$�^�A��'�'���� G !hP��Õ�������U�
���^�
�����U'�õ¡�����9'Èó ����	����X�f��'��

I =

∫

∞
e−2π|p|wx−iπλzp2ei2πpxdp.

� G !98%�
�f�$�^�
���A¥$ù<�
�������
��õ¡�����^���U��

I = I1 + I2 =

=

∫ ∞

0
e−2πpwx−iπλzp2ei2πpxdp+

+

∫ 0

−∞
e2πpwx−iπλzp2ei2πpxdp.
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I1 =

∫ ∞

0
e−2πpwx−iπλzp2ei2πpxdp =

= ec
∫ ∞

0
e−(ap+b)

2
dp =

ec

a

∫ ∞

b
e−s

2
ds =

=
ec

a
[

∫ ∞

0
e−s

2
ds−

∫ b

0
e−s

2
ds] =

=

√
π

2

e[π(wx−ix)2/iλz]

√
iπλz

{1− ���Ó�
[π(wx − ix)/

√
iπλz]}. � G ! 6<; �

�A�Âõ¡�^��úAúA������&�A�Çü$�A��	��'��9õU���
����úA��'�����¥$����'������
���
a2 = iπλz

� G ! 6�6 �
b = π(wx − ix)/a

� G ! 6�§ �
c = b2

� G ! 6 7%�
s = ap+ b.

� G ! 6«G �
¤T�<���Ó�

(x)
÷¢'��P��¥A�Aô����U�$�^���T���
���U���^�A�Çü$�A��	f����U��

���Ó�
(x) = (2/

√
π)

∫ x

0
e(−s

2)ds.
� G ! 6 J%�

� B P5�a!ã�����á'Èó ��'�	
��������	����X�f��'��¢�A��'�'��	� G !9:%�½�
�����
���)õX�P�m���U'�¥Aô����U�$���X�������
õX���$�A���f�$���������
÷�¥A�X¥���'��%�9ý¡¥$��'�'��m���A�������^����'����U'���	��m�������AõU�9�9���X�
	
��	
¥A�����

x
���U� −x ! O 	
��'���ô�ôÂ���$�A�

ý�¥$���
	
���
���
¥A'�	f��	
���
���U	
	
�����$�Xö$����ü$�$�Xö

V (x, y, z) =
Aπ2

4

eikz

iλz
[V +
x (x, z) + V −x (x, z)]

× [V +
y (y, z) + V −y (y, z)].

� G ! 6<B �
�A�Âõ¡�

V ±η (η, z) = e[π(wη±iη)2/iλz]{1− ���Ó�
[π(wη ± iη)/

√
iπλz]}. � G ! 6 P��

�
η = x, y
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�á���

z�A���X�������<�á��'Ð�A�����$�7���Ð�����
	����AôÂ�
(x, y, z = 0)

!7þÐ��ù7�
�½�A¥$ùl�Ã���������
�����$�A���$�A�7'��
��¥A�Aô����U�$�^���
���U���m���Ó�

(x)
�����%��'���õX��	
��õU��'��U�
�T�A��'��A���U�A�
���&���
�¹�U�����	f�

���Ó�
(s) ≈ 1 +

s

π
e−s

2
∞∑

k=1

(−1)kΓ(k − 1/2)

s2k
.
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�A�Âõ¡� |s| >> 1

ö −π/2 < arg(s) < π/2
�
Γ

÷Ð'��%��¥A�Aô����U�$�Õ�¡���<�&�§� B P]�a!��?����������	��
ý�¥$���
	f�<���������$�
���U�$�m÷¢�È�U����'��9õ¡���
�)ü��������m�f���9'��]� G ! 6<B ���
���
����¥$���P��'�'��]� G ! 6 �Ç!©�a���È��	
	
�
�����U	�	
���Ç���Uö����U�$�����
õX���$�A�&���U'��F��'��A�
����<	����
�<���$�m�A��'�'���
õ3��'�¥A�A���

V (x, y, 0) =
Aπ2

4
lim
z→0

1

iλz
[V +
x (x, z) + V −x (x, z)][V +

y (y, z) + V −y (y, z)] =

=
Aπ2

4
lim
z→0

1

iλz
[
Γ(1/2)

√
iλz√

ππ(wx − ix)
+

Γ(1/2)
√
iλz√

ππ(wx + ix)
]×

×[ Γ(1/2)
√
iλz√

ππ(wy − iy)
+

Γ(1/2)
√
iλz√

ππ(wy + iy)
] =

=
Aπ2

4
[

1

wx − ix
+

1

wx + ix
][

1

wy − iy
+

1

wy + iy
] =

=
A

wxwy

1

[1 + (x/wx)2]

1

[1 + (y/wy)2]
.
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¥����$�A�
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�Èö$����ù<���U�
	f���'�'��<���U�$����ô����U�$�

Γ(1/2)

|π(wη ± iη)/
√
iπλz|2

>>
Γ(3/2)

|π(wη ± iη)/
√
iπλz|4

.
� G ! §�; �

�A�Âõ¡�m���$���U�f�
η = x, y

!�¤T��� G ! §�; �����U����¥$���m�

Γ(1/2) >> Γ(3/2)
λ

πw2
z.

� G ! §r6 �
��ü$����'������	��ë���
�Y�
�����U�������f�$�¢�
���
¥A'�	f�

Γ(3/2) =
√
π/2

�á�
�����
�
��õU�<��'�'���õX��'�¥A	f��ô����U�$�
�A��'�'Èó ����	����
õX��'�'�����

z
����������	��

zR =
2πw2

λ
.
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	��

wx = wy = w
�����������<�A'��)ü���������'Èó ������'����
�È!��3�

�$�U��
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õX��'�'�� ·Uº ß�À�¨¹¾�Æ�ºÃ«U³$Ú
¯ÇÀ�®f® ö�¥A�$��������'Èó �U�����

x
��'Èó ��'�	
����������'Èó �U�����

y
!�� �nü$�X¥A�f� � G !97%�%�����
�����U�
	f�&'Èó ���$�$�Ëø
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��õX�?'��
zR
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������	f���AôÂ�<����������'������X��!
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���&�������f�A��¥$�A������ý¡¥$����	f�^����ô����U�$���X�������
õ3������m�f�$�Xö�����õ3���
	9|�A��'�'��^�A���U�A�
����	fû
7�!9J�J�öX�f���A�A��������f�$�Ð���
���
	��U�$�����$�f�$�½�3�����<�A������¤T�U������	
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V ∗(x, y, z) =

[
V +
x (

x

1 + iz/L
,

z

1 + iz/L
) + V −x (

x

1 + iz/L
,

z

1 + iz/L
)

]
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ôÕõX��'�¥A	f��	��¢��¥o²��%���A�����$�9���U�
�¹����	��
z = 0úN�

z = 0.1zR
���
z = 0.5zR

���
z = zR

���
z = 1.5zR

���
z = 2zR

!��������f�����	
�
�
�A��'á�����<���7���U�$�n������'�	
�Ð���U��������X¥$��²

λ = 0.6328µm
ö
wx = wy = w = 103λ

!
zR = 2πw2/λ = 3.976m
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×
[
V +
y (

y

1 + iz/L
,

z

1 + iz/L
) + V −y (

y

1 + iz/L
,

z

1 + iz/L
)

]
×

× Aπ2

4

eikz

iλz
e
− x2+y2

w2
0
(1+iz/L) .
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wx, wy, w0
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L = zR
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z
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V +
η

�%'��
V −η

ö����U�
η = x, y

!��3�%�
�������
��õ3������m��'k�����<���P���k¤T�U������	
ô���¥A'
�A�����$�

(x, y, 0)
���U��^�����X¥$�

V0(x, y) =
A

wxwy

1

[1 + (x/wx)2]

1

[1 + (y/wy)2]

=
A

wxwy

[
1

1 + ix/wx
+

1

1− ix/wx

]

×
[

1

1 + iy/wy
+

1

1− iy/wy

]
.
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1± iη/wη
, η = x, y
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V (x, y, 0) = g(x)h(y)
M∏
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cm
(x2 + α2
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N∏
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dn
(y2 + β2n)
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z = 0

�³²

V (x, 0) = g(x)
M∏

m=1

cm
(x2 + α2

m)
.
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g(x)

g(x) = go(x) + ge(x)
� G ! § 8%�

�A�Âõ¡�

go(x) =
g(x)− g(−x)

2

� G ! § :%�

ge(x) =
g(x) + g(−x)

2
.
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V (x, 0) = Vo(x, 0) + Ve(x, 0).
� G !97 6 �

���U�

Vo(x, 0) = go(x)
N∏

m=1

cm
(x2 + α2

m)
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Ve(x, 0) = ge(x)
N∏

m=1

cm
(x2 + α2

m)
.
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���
�����U'�õ¡���$�A�?��'Õ�A���UúA'����&�?�����f�U��������'���7�! 6 ���+�����U����������	��nþÕ���
	����
���Ëø
�$�Xö����������U'����
�)øa����'����$�A�
���f�$��F��'�')��	
	�������øa����'����$���
���f�$�Xö��
���
����	
	
��õX�������	��X!m�����9���f���<�A���Aö
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�A�����$�A���$�$�l���Ã�U�����½����
����
�<��	��Çø �9��¥$�f�m���U��ú��U�f�Xö����à���$���������$�A�7���U�

f(x, y, z)¥A�l�¹���$���
�����&�����<���<�����f�U�f�
����'��Xö$�
�����

f(x, y, 0) =
∞∑

m=0

∞∑

n=0

cmn

¢�

mn(x, y, 0).
� G !97 G �

�A�Âõ¡�
cmn =

∫ ∫

∞
f(x, y, 0)


¢�
mn(x, y, 0)dxdy.

� G !97�J%�
� 'AõU��'��U���%�U����¥A��	��9�$��'������<���9���&�U�X�A�$�A¥A��	��

(x, y, z)
�
�$�U	
	����
����úAú��"���U�k���A�A'���������ø

�A��'��%ú������$�U	f�%'����X�X�Y���k�A���U�����¡��ô����U�$�9�A�����È�U����������
����
�<��	��Çø �^��¥$����!'� '��A���UúA'����&�
���k	f��'��%���	����A�P�
	f�^���A�����Aô���	
¥A	
	��P�$��'�'��m���.-&���U'�	fû��f�$���
�k�A¥$ùm���$���U��	
�f�������$��'��$�����
'��^���U�
�&�P������'���	
�����P���������m-&��������	
�������
õ3��'�¥A�A��� G !97�Jr�3���|�������U�$�A��'�¥$�U�¹�AöA���<��������
�f�$�m�
���f���A�A���<	
���ÂõU�����^'Èó£���A�������
���U�$�^�����"�

cm,n
öA'�� G !97 G ÷¢¥A������U�<�&�F����ü$�A��	f�&���

	����
�<���A�A�f�$�Xö����Pý�¥���'��
���U�
���A�f��	
������¥A	
��'���ô�ô��AöX�A��õ¡�Ð�����������½	
���U�$����	f��!*����'�'��"�A���X���
���&�
�f��ô����U�$���
����X�
	
�����fû��f�$�m¥A�s�����<���|�
¥A�����Óøa¤��U������	
ô��¼���$�Í���T�A¥$ù|���
�A�
��������P���U��
¥A�������U�<�&� Þ�³$º�ÆÈ¨ ����	����
�<���A�ã���X�
	
��	
¥$����	
�ã¥A�n�È�U������������¤��U������	
ô<�����<�A'������X! O ���
õ¡�U'�	f�l�È��	
	��7ý�¥$���
	��Aö����Ð���U�������fû7�
¥$���������
��õX�������	��~�l��X�
	��f�����Í��'���¥A�$�|�A���U�A�
����	fû
���T	f��'��9�È���<���X'�������������<�A�Èö���X�
	
�f���$�A�&�)�n�����
	
�����U'������P�f�$�^�����������	��������
�T�
���A¥$ù
�A�Çü$�A�����m¥A�n��¥$�Âõ¹����$�
������m�������U'�¥Aô����U�A�T�����f�U�f�
����'����U�
	��U�¹�U����'���	
�f�F'��U���Aö����$�
������
���X��	
��	
¥A��	��<������ù�$�F¥A�l��¥A������Fü$�A��	��&������'��������	
�È!

� ��Z �¥�����������V},�m�����°·��4{����W��¸��Y����¸ò{ç� �*�J¢Å´	�����'�ò�â},�������
���¡�A���
���A���f�Õ	
���ÂõX������'Èó£���
�A�����������U���ã���9�Ã�U�
�&�Õ�f�A��¥$�Å�Õ�A��'¡�����<��� G ! § PÕ�A�U�����A���U�����¡�Ëø
ô����U�$��'���ú����f��!��ã�Ç�Õ�Ã���Õý�¥$���
	���	
���Âõ3������P'Èó£���
�A�����������U�$�������Õ'��F�
����	
	
���<���A�¹�U'������¢���
z = 0

ö��"���U��'��m����'����U'�������P��¥
z 6= 0

���X�X��¥A�A�¹���$�A����'�	����
�<���$�����$�È�U���"ý�¥��U���f��	
�����
	
���A�����Í�A��')'��&�A���U�k���¡��ô����U���F�����$�����
�$��'����
��õ¹���$�&��� G ! B �Ç!��¢�U���|�����f�$�P�
���U	
	f�Ç���fû
��'T�����<���

V (x, z)
�����"����õ¡�����
���U�$�^���T�$�U¥A�
������!½�����"'���
����	
	
���

A0(kx)
��úAúA������

A0(kx) =

∫ ∞

−∞
V (x, 0)e−ikxxdx.

� G !97 B �
��¥A�A���U���������U�f�P�f�$��	
¥A	
	��¢'�����¥A�Aô����U�A�Y������'����f�$�����$���U��	
����������&�
�����$�P�A���U'�¥A�A�¡�Ëø
úA��'��A�$��'��A�����$�9���U�<�A'������f�����<����A�¢	f��'��Õ�f�$�Xö¹�f�Ð���U�A������

x = is
öX���U�

s = sr+isiõX���
����úA��'��^���U�<�A'������Å��ö$�
���U	
	����A�¡�

A0(kx) =

∫ −i∞

+i∞
V (is, 0)ekxsids.

� G !�7%P��
�Âõ3õ¡�����

A0(kx) =
1

2πi

∫ i∞

−i∞
2πV (is, 0)ekxsds.

� G !97�8%�
����'�'�� G !97�8-�
�����U�$�X����������5'��-	
�f�U�Ó�Ã�U�
�&��	f�-����õ¹�����Å�-����¤T���A'��U���o�A��'�'��+��¥A�Aô����U�$�
2πV (is, 0)

!Y�a��	����X�f��'��$�A��'�	
����� G !97�8����X�����U�$�¢�����f�����ÐõU��'�¥A	f��	��Ãö¡���U	
	��9��'��Ç¥$�$�á�����U	��Çø
���Èö3�����������	��¢��' F ���U�����&�F�A�����%���
����¥A�È!'� ���Ã��	
	��Y��¥A�A���U�A������<���T��õ¹�����¢'Èó ����	����X�f��'��Xö

I =
1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞
f(s)etsds.

� G !97�:%�
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���U�à��'ã�����f�����	
���

t > 0
�
c ∈ < !P�3�F�U�f�|�f�����X')������

c = 0
�F���U�$�
���A���
������~¥A�

�����<�<���$�
γ(R)

�����f���X�X���
R

������	
�f��	��l�$��'�'Èó£�U�
���X�)���&�A��'��A�����$�n���U�<�A'��������l�<�X���Ëø
������	��Õ�$��'A�f���<���A�����$�9�
���A���
	
���

Re(s) ≤ 0
ö¡���<���	
	���������^�f���A�����Ó�Ã��	
	Å��'��������X¥$����	��

���U�$����ô����U�$�

M���> >é����������������� >¸�����;Á*4¹������² ÖY® t ≥ 0 ®�ÊË¨XÉ�®"¬3³$º ¯�«UÀÇ²&®Ç²&®Ç³�Æa®

lim
|s|→+∞

f(s) = 0.
� G ! G�; �

¨UÉ¼É�«UÀ
¨�ÀÅº¼Å¬3ÉÏÆÈ¨

lim
R→+∞

∫

γ
etsf(s)ds = 0.

� G ! G#6 �
�������

t < 0
'��<��¥A�
õU�

γ
�$�Çõ¡�9�X���U�������^�$��'T�����<���A�����$�

Re(s) ≥ 0
��±�!

¤�ó ���<���U�
	f���$ôÂ�<�A��'Y'����<�&�P�
���
�����A���$��'Y�Ã��	
	��F�f�$�XöA����'��m��¥A�Aô����U�$�
f(s)

÷¢�U'��U��U�Ó�Ã�
�$��'������<���A�����$�

Re(s) ≤ 0
	
�f���A�$�F�f�$�P���?¥A�s��¥A�������ü$�A��	��Í�������U'����������<�A'��������

��¥A'�	
���A'��3�Õ	
¥A	
	
���X���U������	
�T�$��'T�����<���A�����$�
Re(s) ≤ 0

öA�U	
	����A������

I =
1

2πi

∫ +i∞

−i∞
f(s)etsds =

M∑

m=1

Resm.
� G ! G¡§ �

�A�Âõ¡�
M

÷Õ��'$��¥A������^���A���U'����
Resm

���$�������¢��'A�����
����¥��9�A��'�'�����¥A�Aô����U�$�
etsf(s)

�$��'
���U'��

m
øa���
����A!�¤T�����U�$����ô����U�$�"���A������������	������A�U	
	f��'����<��	f��'�����'��U�����á�A��'�'��Ð��¥A�Aô����U�A�

g(x)
�<ý¡¥$��'�'��9�����%��¥A��õU��'��XöA¥A�A�)���U�
��������	��¹ö

lim
|s|→+∞

g(is)
M∏

m=1

cm
[(is)2 + α2

m]
= 0.

� G ! G 7%�

F �U�
�����$�A����'�'Èó ����	����X�f��'�� G !97�8�ö$�U	
	����A������&ý�¥A���$���

A0(kx) =
1

2πi

∫ i∞

−i∞
2πg(is)

M∏

m=1

cm
[(is)2 + α2

m]
ekxsds

=
1

2πi

∫ i∞

−i∞
2π[go(is) + ge(is)]

M∏

m=1

cm
[(is)2 + α2

m]
ekxsds

=
1

2πi

∫ i∞

−i∞
2πgo(is)

M∏

m=1

cm
[(is)2 + α2

m]
ekxsds

+
1

2πi

∫ i∞

−i∞
2πge(is)

M∏

m=1

cm
[(is)2 + α2

m]
ekxsds
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=
1

2πi

∫ i∞

−i∞
2πgo(is)

M∏

m=1

cm
α2
m − s2

ekxsds

+
1

2πi

∫ i∞

−i∞
2πge(is)

M∏

m=1

cm
α2
m − s2

ekxsds.
� G ! G�G �

#�-�$�f�$÷	f��'������	����X�f��'��&�$�U�ª����õ¡���
�¡��ö��������U�
���&����	����X�f�������
¥A�����U'��á�~�����
	��������'��
�$���¡��	
��õX�ý¡¥����$�A�

kx > 0
�9�
¥ný¡¥$��'�'����F�����
	��9������'��^���X�
��	
��õU�<ý�¥����$�A�

kx < 0
!�� �

õ3���Í�A����'����<���������|�X�������
õ3������n�f�$�Xöã�~�f���X¥A��	��n�A��'�'�������U	����
���È��	
	��Xö���'½�����<��� G ! § P
���X�f�
�����A�9���U'��<���U�A�A���^�������U'��T���U�<�A'����f�
�����U�A��¥A�¡��	
�»������ùF���<�A'�������f�$�¢��'��A���U'�¥A�A�¡�Ëø
�����	��P������'���	
�������Âõ��fû9�f�U'�	f����	��m���U�A�A���%���$���U'���������'��Èö��
���<���	
�
�����k�
���
����	
	�����'�'Èó �U�����
���<�&���X�������
���$!��3�������f���$�A��'��<�����
	��m�����
���A��'�'����
����	
	
�����$�ý�¥$��'�'�������������
�������A¥$ù
�f���
��õ¹�����

A
(o)
0 (kx) =

1

2πi

∫ i∞

−i∞
2πgo(is)

M∏

m=1

cm
α2
m − s2

ekxsds
� G ! G J%�

A
(e)
0 (kx) =

1

2πi

∫ i∞

−i∞
2πge(is)

M∏

m=1

cm
α2
m − s2

ekxsds.
� G ! G�B �

�A�Âõ¡�^�
��÷¢���X�
	��
A0(kx) = A

(o)
0 (kx) +A

(e)
0 (kx).

� G ! G P��
� �f��ök�����AôÂ�&��'���¥A���<����������	f�&�����¹���$���f��'���	fû�ök���X���
������&���U�$�����A���f���������U��m���X�
��	
��õ��
	
¥A	
	��ã�ãõX��'��U�
���A���������m-&��������	
�

αi
ö�������÷

αi ≥ 0
!������9��'�����'����U'��~�A���������
����¥A���A��'�'��

��¥A�Aô����U�$� G ! G J<�������U�
���^���U�$�
���A���f�����9'Èó
n
øÈ�&�F���U�A�A���<�������U'����

αn
�−αn �ÇöA���U� −αn�����

kx > 0
�
αn

�����
kx < 0

!P¦�¥A���$���������¢'��Í�
����	
	
��� G ! G P���������öY�����9'��������
	��
�����
�T�^�����
�����
�T�¢�����

kx > 0

Resn = lim
s→−αn

2πgη(is)
cn(s+ αn)

(αn − s)(αn + s)

M∏

m6=n
m=1

cm
α2
m − s2

ekxs

=
Anπ

αn
gη(−iαn)e−kxαn .

� G ! G 8%�
�����

kx < 0

Resn = − lim
s→+αn

2πgη(is)
cn(s− αn)

(αn − s)(αn + s)

M∏

m6=n
m=1

cm
α2
m − s2

e(kxs)

=
Anπ

αn
gη(iαn)e

kxαn .
� G ! G :%�

�A�Âõ¡�
η = (o, e)

���$�������^'��9�����
��	fû�!'����'�'�� G ! G 8�ö G ! G :m��úAúA��������A�Çü$�A��	��m'��%ý¡¥����3	
��	fû
An

���U��^�����X¥$�
An = cn

M∏

m6=n
m=1

cm
α2
m − α2

n

.
� G !9J ; �
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�¢�Çü$�$���$�A����$�U'�	
���9'��9�X�f���$�A��ô�ô��
A
(o,n)
0 (kx)

�
A
(e,n)
0 (kx)

���U��

A
(o,n)
0 (kx) =

{
−Anπgo(iαn)e

(−kxαn)/αn, kx > 0

Anπgo(iαn)e
(kxαn)/αn, kx < 0.

� G !9J 6 �

A
(e,n)
0 (kx) =

{
Anπge(iαn)e

(−kxαn)/αn, kx > 0

Anπge(iαn)e
(kxαn)/αn, kx < 0

� G !9J § �
���l��¥A�T��ú$úA�������Ó���
¥A	
	f��	��F'��¢ú����~�$�U	��9�A���U�A�
����	fû<���������<��Ç	��
���<���

go(x)
�
ge(x)�Âõ3õ¹�����

go(−x) = −go(x)
�
ge(−x) = ge(x)

ö�'��7�
����	
	
��� G ! G Pl�
�Ð�A¥$ù7�f�Ç���)õ¡�����
���U��

A0(kx) =
M∑

m=1

[A
(o,m)
0 (kx) +A

(e,m)
0 (kx)]

� G !9J�7%�
���U�

A
(o)
0 (kx) =

M∑

m=1

A
(o,m)
0 (kx)

� G !9J G �

A
(e)
0 (kx) =

M∑

m=1

A
(e,m)
0 (kx).

� G !9J�J%�
� G !9J B �

þá�U�$�X�������$�A�^�U�A��������'���������	
	
�������
z = 0

���X���
�����������'����U'����
'��¢��¥
z 6= 0

���$���������$�A�
'��  ¶ º ¯ÇÆ ���Y�È�U���9ý�¥��U���f��	
�����<	
���A�����&�A��'�'Èó ���A�A���X���
���&��ô����U���m���T�$�����
�$��'

Az(p) = A0(p)e
−iπλzp2eikz.

� G !9J%P��
��� ��¥A�

p = kx(2π)
−1 ! � ��ü$�$�Xö^¥A���-õ¡�U'�	f�-�$�U	��c'��5�
����	
	
���5�)�

z
ö^���X���
������

����'����U'������Xö$�����������	��^	
�f�U�
���U�
�&��	f�<����õ¹�����f�<�������U¥A�
������ö$��'������<���&������'������
V (x, z) = I1 + I2

= eikz
M∑

m=1

{
∫ ∞

−∞
[A

(o,m)
0 (p) +A

(e,m)
0 (p)]

× e−iπλzp
2
e2iπpxdp}. � G !9J�8%�

�ãÿ���	
	
¥����$�A��T���U��	
�T�
���U	
	
�����$�

I1 = eikz
M∑

m=1

∫ ∞

−∞
A
(o,m)
0 (p)e−iπλzp

2
e2iπpxdp

= eikz
M∑

m=1

[

∫ 0

−∞

Am

αm
πgo(iαm)e

2πpαme−iπλzp
2
e2iπpxdp

−
∫ ∞

0

Am

αm
πgo(iαm)e

−2πpαme−iπλzp
2
e2iπpxdp]

=
eikz

2
√
iλz

M∑

m=1

Amπ

αm
go(iαm)[V

(+,m)
x (x, z)− V (−,m)

x (x, z)].
� G !9J�:%�
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�

I2 = eikz
M∑

m=1

∫ ∞

−∞
A
(e,m)
0 (p)e−iπλzp

2
e2iπpxdp

= eikz
M∑

m=1

[

∫ 0

−∞

Am

αm
πge(iαm)e

2πpαme−iπλzp
2
e(2iπpx)dp

+

∫ ∞

0

Am

αm
πge(iαm)e

−2πpαme−iπλzp
2
e2iπpxdp]

=
eikz

2
√
iλz

M∑

m=1

Amπ

αm
ge(iαm)[V

(+,m)
x (x, z) + V (−,m)

x (x, z)].
� G ! B�; �

���?��¥A��'��m���
�$�������
���U�A���$��	��m�����%�������<�A�
V +
x

�
V −x

�f�U�$����A����	
���f�$�F�&ý¡¥$��'�'����$��	��
�$��'�'�� G ! 6 P3ö�¥A���|õ¡�U'�	f�Í�f�$�<�
�����$�~��	f��	��<�U�A���U�
	
¥A���������	�������f����'���	��<�$��'�'��l�
����ô����
	
�
����������$�����U����'��P�<ý¡¥$��'�'��<úA����������$�����U����'��X!á¤��^��¥$�^��ý�¥���ô����U�A� G !9J�:Ëø G ! B�; �f���A�A���Çø
�f����	f���$��'Èó£�UúA����	
	
��õ¡�¢����ý�¥$���
	�������'����U'��A!*� ���Ã��	
	
���
������¢�
	f��	
�3���P�X�f�U�A�¢�������
�A���)������
¥A���&�����
	
�
��úA¥Aô����U�$�����������<���&�A��¥A	
	��X�
	��&�¹���$���
������ö�'�� G ! § P3ök�9'���
¥��<�A���U�����¡��ô�����ø
�$�XöÕ���U��~¥A���¸���U��úA������ô����U�$�n'����$�������n���"¥A�-��¥A������àü$�A��	��é���%�����<�A�%��'��������ø
	f���
�

V +
x (x, z)

���$�
V −x (x, z)

!-þá�U�$�
���A���f���$�A�¸'��Í����'���ô����U�A� G !9J�:Ëø G ! B�; ���X���
������
�
�����
�f���A�X�������m'�� G !9J�8<���U��^�����X¥$�

V (x, z) =
eikz

2
√
iλz
{

M∑

m=1

Amπ

αm
V (+,m)
x (x, z)[ge(iαm) + go(iαm)]

+
Amπ

αm
V (−,m)
x (x, z)[ge(iαm)− go(iαm)]}.

� G ! Br6 �
þá�U���¥A	
��'���ô�ô��^���A	f��'��Õ��¥$�ÂõX�¢���U'�¥Aô����U�$�"�A��'A�A���UúA'����&�¢�����f�U��������'��XöX�$��'�'��¢�A���X���
���&�
�f��ô����U�$�^�
���
�������)ü��f�$���fû<'��P���U�
�&��U���
¥A��	f�<�$��'�'��P��¥A�Aô����U�$�

g(x)
!

õ#�;P���� �n&#,
	p,�Bö�TÍ�� �T,÷()��	p,�@Aì��d@A!�"
*3>�ñ�æV$�>?*J&�ÌAD3��,�&#�H$:>�Ì�$:Í�$�&�,����
�¢��'�'��^�Ã���<���X'������������U'�¥Aô����U�A���U�
	��U�¹�U����'��������f�U���
����'����U�X�X���$�U	����
�T÷��$��	��¥A�7úA����õ¹�
�����A�$�l��'�'Èó ���A��ô����l�A��'ã�A�f���f����	��<�����A��	��U'��A!P�������P���U�����U�$�~���U��<��'��U�����F������¥A�Aô����U�A�
�U�
	��U�¹�U����'��ã�f�$�Xök�$��')'���������ô����&�A��'�'������U'�¥Aô����U�A�Èök�f���A�A����������	f���$��¥A���ú��U���m���U�<�A'��Çø
	f�7�����U�$�7��	
����	
	f�������	��|'����¡��	��Í���Ð�A���UúA'����<��������	
¥A�
�Føa¤����Âõ���'�'��~�|���á���X�
���A�A��	
	
�
���U'����$�U�<�½�U�
	��U�¹�U����'�����'��U���
�����È! F ¥A	
	f��õ3���Í÷P�)�3	����������f����	��<�X�������
õX�����P�f�$�F�
�����X�f����ø
�$�&	
���ÂõU�����P��'�	
���9�È���<���X'������������U'�¥Aô����U�A���U�
	��U�¹�U����'����$��'�����A���
������
����ô����Aök�f�$�Xö��
����������	
	��l�A��'�'��~'��U���~���$���U�<�A'���	���ô�ôÂ�Aö����X���f�U�$�~�
���
¥A'�	f�����<¥A	
��'��½�$��'�'��&���A�A'�������ô����U�A�Èö
���������f���<�A���l���U��&�����<�A'������½����A��'�'��á���A�A���X���
���&��	
�Ð���½���U�<�A'��������&�����
	
�
��úA¥Aô����U�A�
���������<����������'���ý¡¥���'��ã�
���&���$���U�f�&���U�7�$�U	f�'��&�A���U�����¡��ô����U�$�P���n�Ã�U�
�&�&�f�A��¥$�f��!
# 	f��'Tü$�$�XöY��úAúA������Í���A�������&õ3���
	��&�f�$�m'���A���U�����¡��ô����U�$�F����¥A�?�����<���|�A��'�	
�����
G ! § PP�A¥$ù�����f�����9����õ3���f�P���l¥A���P�����
	��^�����
�T�¢¥A���<�����
�����
�

Ve(x, z) =
eikz

2
√
iλz

M∑

m=1

Amπ

αm
ge(iαm)[V

(+,m)
x (x, z) + V (−,m)

x (x, z)]
� G ! BX§ �
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Vo(x, z) =
eikz

2
√
iλz

M∑

m=1

Amπ

αm
go(iαm)[V

(+,m)
x (x, z)− V (−,m)

x (x, z)].
� G ! B 7%�

� �$���U�<���$��������o���U�5��'��A�Çü$�A�����7'��éý¡¥�����	
��	fû
M

���U�� «XÀ
·Uº¼³Y® �A��'%�Ã�U�f�����A! O �k�
õ¡�U'�	f�Í�f�$�<�
���&ük���f��	��

M
�F�f����')	����Âõ�õ3���������	��F�X'��

αi
ö
i = 1..M

öT�U�à�U�X�A���Ã�U�������
�
¥A�����Óøa¤T�U������	
ô������$�&�����
	f��U������������	f�F¥A���P�È���<���X'����<�������U'����$�U�<���U�
	��U�¹�U����'��������U�Óø
�����$� {0, 1, ...2M −1} ö��A�Âõ¡��'Èó£�U�������$�%�&�U��������^÷"úA'���������	��P�

2M −1
�^����¥$�f�^�A��'

'����<�&�7����¾¹�U���$���o�A����������	��������	��|����	
�����A�U	
	��A! O ���lõ¡�U'�	f�l�
���n�A�Çü$�A��	��7'��n�
���Ëø
ô����~�A���ã���U'����$�U�<� {1, x, x2, ....x2M−1} �
�ã�A¥$ùÍ���X��	
�
¥A�����F¥A���&�È���<���X'����Í���������<�A�
��¥A	
¥��������	��&�U��	��U�¹�U����'��������������	����'����	����A�l���á���f���Fø �3�f�A�<����	��hP § �a!F�����9�È���
ý�¥$���
	��<�
�������
	f�^�$��'�'��¢��¥A�Aô����U�A�

g0(x) = 1
� G ! BHG �

g1(x) = x.
� G ! B J%�

��'�'��^ý�¥���'������U�
�
�������U�$�A�U�$��������<�A� ´

SLB0(x, 0) = g0(x)
M∏

i=1

1

(x2 + α2
i )
.

� G ! B�B �

SLB1(x, 0) = g1(x)
M∏

i=1

1

(x2 + α2
i )
.

� G ! B P��
�3�P�A���
���A���
������~�f�$�����Ã�U����� G ! B�B ø G ! B P��
�����$�|�U�
	��U�¹�U����'����A��õ¹��õX��'������Xö���������'�'��U���
�A�����A�U	
	������	����
�$�
〈SLB1(x, 0), SLB0(x, 0)〉 =

∫ ∞

−∞
SLB0(x, 0)SLB

∗
1(x, 0)dx = 0.

� G ! B 8%�
�A�Âõ¡�^'Èó �U�
	����
���f���&���$�������'Èó£�U�����f��ô����U�$�F�������U�A��¥A�¡��ô����U�$�¹!%¤½ó ����	����X�f��'�� G ! B 8&÷m��¥A'�'��
���U���f�$÷���������	����X�f�n¥A���Í��¥A�Aô����U�$�������
�����
�á���U�A�f�~¥A�o�A�U�<���A���7�
���<���	
�
�����A!7�3���
�
���$���������ã�����m-&��������	
�

D0
�
D1

���U��P�
���
����	
	
��õX�������	��P'��P�$�U�
��P�$�Ç���È�U�����
SLB0�

SLB1
�
�����

D0 = 〈SLB0(x, 0), SLB0(x, 0)〉1/2

=

[∫ ∞

−∞
SLB0(x, 0)SLB

∗
0(x, 0)dx

]1/2

=

[∫ ∞

−∞

M∏

m=1

1

(x2 + α2
m)

2
dx

]1/2
.

� G ! B :%�
�9'��P����'���	
��õX�<���
�A�������
���U�$�9�$�U�
�&��'���ô�ôÂ��	f�

SLB0

˜SLB0(x, 0) =
g0(x)

D0

M∏

i=1

1

(x2 + α2
i )

=

[∫ ∞

−∞

M∏

m=1

1

(x2 + α2
m)

2
dx

]−1/2
·
M∏

i=1

1

(x2 + α2
i )
.
� G !hP ; �
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SLB1(x)
�
D1

D1 = 〈SLB1(x, 0), SLB1(x, 0)〉1/2

=

[∫ ∞

−∞
SLB1(x, 0)SLB

∗
1(x, 0)dx

]1/2

=

[∫ ∞

−∞
x2

M∏

m=1

1

(x2 + α2
m)

2
dx

]1/2
.

� G !hP 6 �

�^ý¡¥A���$����'��Fõ¹���������U�$�¢�$�U�
�&��'���ô�ôÂ��	f�&���
SLB1

÷

˜SLB1(x, 0) =
SLB1(x, 0)

D1

= [

∫ ∞

−∞

M∏

m=1

x2

(x2 + α2
m)

2
dx]−1/2 ·

M∏

i=1

x2

(x2 + α2
i )
.
� G !hP § �

������������������|���U�n�T�����<�A�������U�������$�m��¥A�����
���U���X!Õ�����
SLB2(x, 0)

'��
g(x)

�
����¥A'�	f�
���f�������

g2(x) = (C20 + x2)
� G !hP�7%�

�m�A��õ¡�^õU��'������ 〈SLB2(x, 0), SLB0(x, 0)〉 = 0
� 〈SLB2(x, 0), SLB1(x, 0)〉 = 0

!
D2

ö����U��<��'����U'���	��Aö����$����������'ã�A�����A�U	
	�� 〈SLB2|SLB2〉−1/2
!m#%�$���U�f��ö������9ý�¥$�Çø

��	
���U�A�¹���¹�����
��	fû�öË�
���
¥A'�	f�"��¥A	��U�&��	
����������3	��Ð�����A�����Ó�Ã��	�	f�á'�� 〈SLB2(x, 0), SLB1(x, 0)〉 =
0
!��?����	
���9�����"'��P�A�
���&����U������ô����U�$�m���<���U�A������

〈SLB2(x, 0), SLB0(x, 0)〉 =
∫ ∞

−∞
(C20 + x2)

M∏

m=1

1

(x2 + α2
m)

2
dx = 0.

� G !hP G �

�f�$�9�A������¥$���

C20 = −
∫ ∞

−∞

M∏

m=1

x2

(x2 + α2
m)

2
dx

[∫ ∞

−∞

M∏

m=1

1

(x2 + α2
m)

2
dx

]−1
.

� G !hP�J%�

¦�¥$����	��<�A�������������&�
���
	����&��	
������A¥$ù�����f�����9����	������Pü$���&��'��Ã�U�f�����<���T�U�������$�^�&�U�f�
�)ø
��A!Ð�9���$���f��'���ô�ôÂ���$�$����X�f�
�����������
��õ¹�����XöA�����

p > 1
ö

SLB2p(x, 0) = g2p(x)
M∏

m=1

1

(x2 + α2
m)

.
� G !hP B �

�A�Âõ¡�
g2p(x) = x2p +

p−1∑

k=0

C(2p)(2k)x
2k.

� G !hP�P��
�

SLB2p+1(x, 0) = g2p+1(x)
M∏

m=1

1

(x2 + α2
m)

.
� G !hP�8%�
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g2p+1(x) = x2p+1 +
p−1∑

k=0

C(2p+1)(2k+1)x
2k+1.

� G !hP�:%�
�?����������	��ý¡¥$����	��Í�A�����������������	��7��úAúA������ný¡¥A���$���½�
�������)ü�����	��~'��|���U�
�&�Í�����m��')ø
��¥A�$�F��¥A�Aô����U�A�

g(x)
���à����A�~	f��'��<�$�Í�U	
	����$�����XöT���¸���U���
���
���U�$�A���AôÂ��ö���'�	
����	
	f����	
�

�����<�A���
¥A�����Óøa¤��U������	
ô��¼���A�T�U�
	��U�¹�U����'���	
�f��'��U���A! F ¥A	
	��F����ùP������ùF÷¢�
	f��	��F�U	
	�����¥A	��
�����

z = 0
!s¤��&�È���<���X'����Í���Ð�Ã�U�����Õ�U�
	��U�¹�U����'����|���U�<�A'���	
�����Õ��¥A���
�Ð�����
'���õX�7����ø

�A�f�n�f�U�$�n�U�
	��U�¹�U�k��')�Õ�$�U�o�f�U'��n��¥A'½�A�����$�?���U�
�¹����	����&�l�����P�U�X�A�Ð�A�����$�
z 6= 0

!
þá�X�f�é�U�����U�A�n����õ¹�����l�����&�%�����<�A���U�
	��U�¹�U����'����A��'%	
�����é�
¥A�����Óøa¤T�U������	
ôs���A�������
����	
�����A�U	
	
�; q¤T�|���U�$����ô����U�$�<�����U�
	��U�¹�U����'���	fû~÷��&����	�����¥A	f�Í�)�s�A���U�����¡��ô����U�$�<���Ëø
�f�U��������'��¶ o¤���
�������X�
	f���&ý�¥$���
	f�&�A�U�&���$�$�|÷P�Ëÿ����
�&��	
��õU�����?÷m���$���������$�A����	��F�$�
ý�¥���'��
���U�
�"ý�¥$���
	
���U�$�l���������
��	fû�! O ���s�����<�A'������l������X�
	
�Å��ô����U�$�Xö��f�$�|�È�?¥$���à�A��'
	����U�����&�e���9�ã��������õU��'S�hP�7���ø��hP G �aö"�A¥�ùo���f�������7'��ª�f���X¥$����	��X!z�3�?���$�����f�A������+���U�
V1(x, z)

�
V2(x, z)

��¥$��¹���$���
�����á�����<�A�Ð�U	
	
�����½�����f�U�f�
����'��Èö����X���
������n�����
��õ¡�����<��'
'��U���<�A�����A�U	
	��&������'������^���U��

〈V2(x, z), V1(x, z)〉 =
∫ ∞

−∞
V1(x, z)V

∗
2 (x, z)dx.

� G !98 ; �
�������'Õ	����U�����&�à���"�ã��������õX��'����X���
������s������ùà����'����U'������~��'��A�����A�U	
	��¸������'������Í�$��'
�A�U�<���A���&���T�$�U¥A�
�����

∫ ∞

−∞
V1(x, z)V

∗
2 (x, z)dx =

∫ ∞

−∞
A
(z)
1 (p)(A

(z)
2 (p))∗dp

=

∫ ∞

−∞
A
(0)
1 (p)e−iλπzp

2
(A

(0)
2 (p))∗eiλπzp

2
dp

=

∫ ∞

−∞
A1(0)A

∗
2(0)dp

=

∫ ∞

−∞
V1(x, 0)V

∗
2 (x, 0)dx

= 〈V2(x, 0), V1(x, 0)〉.
� G !98 6 �

�A�Âõ¡�
A
(z)
r = A

(0)
r e−iλπzp

2
eikz

÷¢'���
����	
	
������T�U�$�A�9�A�����$�^�
¥
z

�
A
(0)
r

ö
r = 1, 2

ö
÷�ý¡¥$��'�'�����¥

z = 0
!�þÐ��ù��f�$�%���^�X��������	���¥A���
¥$�U'������������Aô�����'����$��'�'��m������X�
	
�f��ô����U�$�

÷���'½�È��	
	��?�f�$�Xöã�����F�����
'��n�$��'á'����A�X¥����X�X���à�A��'�'��n	����U�
���7�$�Ç�Õ�f���X����'��Èöã'��n�A���U�����¡�Ëø
ô����U�$�<�����Å�U���
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öT�
���A���
��õX���$�~¥A���~���U�A�A���l���½��ý¡¥k��ô����U�A�
�����f�U�f�
����'��T������'����
�ÈöA¥A���F�����%�U�X�A�T�
���A�¹�U'��<���U�<���U�$����	��

∇2
⊥Fx + 2ik∂zFx = 0.

��J�!9J%�

∇2
⊥Fy + 2ik∂zFy = 0.

��J�! B �
¤T�Í��ý�¥���ô����U�A�ç��J�!9J%�aø���J�! B �P���X�f���U�$�s�����f�����|�
�������
��	
	��~���U��

PFx = 0 PFy = 0
ö

�A�U���n��õ¡���¢����	
�f�¡�$�U	
	��~'Èó£�U�����f��	��U���'����$����������)ÿ��������Aô�����'��
P = ∂2x + ∂2y + 2ik∂z

!
�ã�U���f�$÷^'Èó£�U�����f��	��U���

P
���U�<��¥A	f�&���U�l�X'��T�U�����f��	��U�
������ü$�A��	����
���<�����T�
���X�
	f������3	��

∂x
ö
∂y

�
∂z

�97�:��aök÷m���X���
��úA��'��P�U	
	����$��������¥$�Âõ¹���f�U'�¥Aô����U�A�Èö��$�&���U'�¥Aô����U�A���$�U	��Xök��Çø
��������	������
úA��	
�f���
������)ÿ��������Aô�����ô����U�$�X!
þá�U������U���^������	
�����U'������XöA�
¥A�A���U�A������P�������U�$�X����������¥A���^�f�U'�¥Aô����U�$���A��'k�A���UúA'����&�
�����f�U�f�
����'��P������'������P�f�$�F��úAúA����Ã�U�
�&�&�A��'�	
�����

f(r, z)
ö����U�

r =
√
x2 + y2

!��ã���Óø
	����$�A�l�$��'�'��<���U'�¥Aô����U�A�

Fx = f(r, z)
�
Fy = f(r, z)

öY���X�f�
������~���X�
	
�
¥A����������f�$�
'��<�����X¥$����	��^���U�A�$������T���U'�¥Aô����U�A�
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�&�&�A��'�'���'����$���P���������<����������¥$�7	f��'��m	
�����|�������U'�¥Aô����U�$�X!������������U�$���A�Çü$�A��	��
�$��'�'��<����'���ô����U�$�

dy

dx
=
F̃y

F̃x
=

B sin(θ + α)

A cos(θ + α)
.

��J�!9:%�
�f�$�^����õ3�����$�XöA���n�����U����������	��^���U'����
�Èö

sin θdr + r cos θdθ

cos θdr − r sin θdθ
= a

sin θ cosα+ cos θ sinα

cos θ cosα− sin θ sinα
.

��J�! 6<; �
���+��¥A����úAúA������à�A�Çü$�A��	��

a = B/A
!à¤T�¥��J�! 6<; �m�A¥$ùs������������	
�f�U�
���U�
�&��	f�7�$��'�'��

����'���ô����U�$�m�f���X¥$����	��

dr

r
= dθ

[−(cos2 θ + a sin2 θ) cosα+ sin 2θ sinα(1− a)/2]

[sin 2θ cosα(1− a)/2− sinα(sin2 θ + a cos2 θ)]
.

��J�! 6�6 �
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���U	
�������f�$�^ý�¥����$�A�

a = 1
ý�¥$���
	f�F��ý�¥���ô����U�$�^����õ¡����	f�

dr

r
= dθ

cosα

sinα
.

��J�! 6�§ �
�á'�����¥A�
õU�����U'�¥Aô����U�$�Õ���%�Ã�U�
�&������¥A�����
�A���f��'��á'��U�¡���
��	
�<����� �����������U'�������������	
�����A�U	
	f�
���k����������	����$�F�¢�U�
�Ý�hP B �a!��"�����U'�õ¡�����"'��	��J�! 6<; ��÷%�A��Í���U�<�A'����f���P�A��'����U�������������U'������
�
a = 1

�<�à����¥$�f�¸�A��'�'��à�A���������AôÂ�¸�A��'������m-&�������3	��
a

�f�$�l���U�<���l'��¸�
���<���	
�
���
���U'������X!����X�f�
������P������ùF�
	
¥$���������9��'���¥A�A�����U�
�Y'����<�)	f������	����������f����	
�È!�� ���k���
	
�����U'����f�
�
¥A�A���U�A������&�f�$�^�
���

α = 0
!�¤T����J�! 6<; �Õ����õ3�����$�

dr

r
= dθ

cos2 θ + a sin2 θ

(a− 1) sin θ cos θ
.

��J�! 6 7%�
¦�¥$���
	f�<��ý�¥���ô����U�$�^�A¥$ù<���f�������¢�
�����U'�	f�<���¢'��F�
�������
��õ3������<�$��'�'��P�Ã�U�
�&�<�����X¥$����	��

dr

r
= dθ

cos θ

(a− 1) sin θ
+

a sin θ

(a− 1) cos θ
.

��J�! 6«G �
�����%'��<���U'�¥Aô����U�$����úAúA������

r(θ) = R[
sin θ

(cos θ)a
]1/(a−1).

��J�! 6 J%�
�A�Âõ¡�

R
÷9¥A���<���X��	f����	��m��������	����X�f��ô����U�$�X!�� �l�����U����������	��FþÕ���
	����
�����$�������f�F�����A¥$ù

�����
��õ¡�����^���U��
y = Kxa.

��J�! 6<B �
���U�

K
õU��'��U���9���X��	f����	��X!�¤�ó£��ý¡¥���ô����U�$�çJ�! 6 JF�A�������
��õ¡�¢�A��'�'���'����$���^�������
	��XöA�f�$�¢	�����ø

�A�U�$�<�m����õ¡����	f�����¢�A��'�'��������<������	
	���¥$��������	
�Y�$��'�'Èó£�U�
���X���$�9�A���X'����U���
��ý�¥����$�A�
a→ 1�����U'����
��ô�ôÂ��ô����U���9�f�U������'��9���������U'������Xö$�f�$�¢ý�¥A���$����÷�¥A�~���U���P�����
	
�����U'������^�A��'�'��æJ�! 6 J%�

�&ý�¥A���$���Ð���X���
������nõ¹���A���
'��n���U��&'��~���U'����
��ô�ôÂ��ô����U���|���Ð	
�����l�f�U������'�� ����'�'���	
	
�����%�
�¹���$���f��	f�F�$�m¥A���P���U��úA������ô����U�$�9���������<�A�Y�$�U�|�����Ó�Ã��	
	f�������	��¢úA��'����$������	
�����~���Fø
�A����ô�ôÂ��!
¤�ó ��'�	
�f�Í�
��	
¥���ô����U�$�P����	����������Å����	��F�$�|������'���ô�ôÂ�����<÷m�����

α = π/2
!�� �?ý�¥$���
	��|���U���

'Èó£��ý�¥���ô����U�$��J�! 6�6 ����õ¹����	f�
dr

r
= dθ(a− 1)

sin θ cos θ

(1 + (a− 1) cos2 θ
.

��J�! 6 P��
�^�$û

r(θ) = R
1

(1 + (a− 1) cos2 θ)1/2
.

��J�! 6 8%�
¤T�ëJ�! 6 8÷9'Èó£��ý�¥���ô����U�$�m���U'������m���T¥A�n��'�'��������m���U�7�U�f���¢�&���X�X���U���	���f�^�
¥A�A���U�A������
a > 1

�m�����f��'�'���'��é��'�'Èó �U���f�Í�A��'�'��
y
!+¦�¥����$�A�

a = 1
�����Å�7�A���¹���$���f�s���+¥A�+�����Óø

�f�A���Aö��Âõ�õ¡�����|�
��	
���Âõ�������l�������U�Å��¥A���|õ¹�U'�	f����'����U���~�|�
���<���	
�
���Í���������U'������X!P�����
������'��U�X���n���X���
������7�������&�f�$��ý¡¥$����	��n�
	f��	��n���½���U'����
��ô�ôÂ��ô����U���|÷'Èó ������'��U�¹�?�A��'�'��
���U'����
��ô�ôÂ��ô����U���F��ô�����¥A	f��'��P���������U'������Xök�&�<������¥A���<�¹���U���	
�
������'�'���	
	
������!�����'����U���
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����¥A'�	f���$�|�����������P�������
	��P�P�<���U�
�&�������
�A���f��'��XöY���$���U�f��¥A���õ¡�U'�	f����s������'��U�X���Í��'
���U�f�~���������U'������@���
��õ¡���$�Í����'���ô����U�$� J�! 6�§ �Ç! O ���Í�A�Ïÿ��������AôÂ�~����	����������f����	���
���
����	
	��
�������U�
���<�
���<���	
�
���&���������U'�������������
�¹�������$���$�A���U�n�X���f���
õU�����9'Èó ���$�$�������	��|�A��')ø
'��|����	����$�
��	fû|�A�����A�U	�	f�Í�
¥à�A�ã¥A�à�A�����$�Í�¹���$���
�����A!F�����¢�Ã���^ý¡¥$���
	��Í�
�������
��õ�������~��'
�����<��� J�!98F�$��'�'��P���U�
�&�

F⊥ = Cg(r, z)[sinh ξ cos(θ + α)x̂+ cosh ξ sin(θ + α)ŷ].
��J�! 6 :%�

�A�Çü$�$���$�A�
C

�
ξ

���U��^�����X¥$�

C2 = B2 −A2.
��J�! §�; �

cosh ξ =
B

C
.

��J�! §r6 �
�ã���"'Èó ����	����$�
��	fû&��úAúA������'Ãó£�����A�������
���U�$�

I⊥(r, θ, z) ∝ |E⊥|2 = C2|f(r, z)|2[cosh2 ξ − cos2(θ + α)].
��J�! §X§ �

�9��'�'���J�! §X§ ���3�$�U	f���f�$�á��'3�A����ü$'��9���3����	f�Ç���
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���
α

!��s�%	f��'��
�����f�����	
���F÷"�A���U�A�
������'$�Ã��	
	f�U���%�f�$�����U��	
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���
�Ð���U�$�����
õX���$�n���ª�A���U�����¡��ô����U�$�
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	f��	��m�A�����U'����
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����A��'$�È�U�������
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�f�U�
	��&�������U�
�T�P���U'����
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�A���f��'����9���ª��¥A�Ð����õ¹�������½��	f��	
�½���½���U'����
��ô�ôÂ��ô����U���|���U�$��¥$���U�$�
��'�����A�����)��¸�A����ü$'��à��������	����$����	fû�öÐ�Âõ3õ¡�����s�Xó£÷~¥A���s���U�
	f�s���"�A���¹���$���f��ô����U�$�n���
���U'����
��ô�ôÂ��ô����X�$�X!
þá�U��F�������<�A���|����ý�¥�����	��&ü$�?ý�¥A�������
��	
	��Aök���Ç'�'��mü$�X¥$����J�! 6 ö�J�! § ��J�!97��
�T���)���U��	f�
'Èó ���$�$�������	��P�
¥A'$�A�����$�

z = 0
�A��'�'��"'����$���%���k�����<���^�����Ð����õ¹�����
��õU��'��U�
�k�A��'�'Èó ���A�¹��ø

'��
α

ö��$��'ã���U���&���?��¥A�
f(r, z) = J0(r, z)

���U�
J0(r, z)

�È�U�������&���*ná���f����'������U�������$�
ô������A!
¤½ó ������'����
���
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������¥A	
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�����<���7�
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¥$�����������)õ¡�Aö��
���
�������f�$÷½���X���U	���õU���$�%���X�
	
�
¥A�����XöX�á�����
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��ô�ôÂ��ô����U�$�¢�¢�����<���	
�
���^��'�'���	
	
�����9�$��'��A�����$�
z = 0

²á���U�f��f�U������'��X!�� �n�
�)�����
�������	��Í��'�'Èó£��ý¡¥���ô����U�$�æJ�!98�
�T���
f(r, z) = J0(r, z)

ö
A/B = 3/10

ö
α = 0

ö
w0 = 100µm
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z = 0
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�)�Ã���
�������	��c��'�'Èó£��ý�¥���ô����U�$�!J�!98e���¢���
f(r, z) =

J0(r, z)
ö
A/B = 3/10

ö
α = π/2

ö
w0 = 100µm
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f(r, z) = J0(r, z)

ö
A/B = 3/10

ö
α = 0.8

ö
w0 = 100µm
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∆E = 505cm−1
�Âõ�õ¡�����

∆E = 1.00310−20J
!5¤T� B ! B õU��'��

ý�¥A���$���Èö��|	����<�����f��	
¥A�f�7����úA������	��Xö����������
0.087

X ! F ¥A	
	f��õ3���~ý�¥$���
	��ÍõX��'��U���F�Ã�U�Óø
�A�������<¥A���Í�
	
���&�Í�����^���)�Ã��	
	��~����	f��'��F�f���A���U�
	��AöT���U���f�$÷�$�U�à	
�����$�<���¸���U��	��l�f�$�
'Èó£�m-&�������AôÂ�^�A��'�'��9���)ÿY¥$�
���U�$�"�����&���õU�¢���U���'��9ý¡¥����
	f�¢���U	����AôÂ�^�A��'�'���������ý�¥$���AôÂ�
�A��'������<��� ���
��õ¹���$�|'������U�
��¥A'��~�A��'�'��|���U	����AôÂ�Í��������Í���
�f���X�X����	f�l�$��¥$�à�������U'��
�X������'�'�����	��4�98 B �aö��98%P5�aö��98�8��5���Fý�¥A���$���Èö�����úAú����$�F�
���A�U	
	f�Í�$��'��È��	
	��U���<���'nÕ�U'�	
ô��&���A��ö
'��<�
���¡������	
�)ø ��	��A�¡�������<�A��?��-&�������AôÂ���������)ÿ�¥$�
���U�$�Xö��
��������	
	��|��'������X����'��F��	��A�¹����ö
���lõ����
	9n�A��'��f���A���U�
	��

(ν0 + νv)
4

(ν0 − νv)4
.

� B !hP��
�$�7	����$�����|���e���U��	��A!?����'á���U�<�A'����f���Aö���'á�Å���A���U�
	��?	
�f�7'��|��¥$�|����	����$�
��	fû?�
�á�A¥$ù
�����
��õ¡�����^���U��^�����X¥$��²

Ianti−Stokes
IStokes

=
(ν0 + νv)

4

(ν0 − νv)4
e
−hνv
KT .

� B !98%�
F �U�
�����$�A�<��'�'Èó£�������<�A���P�A��'�'�����'��U�
�����m�¡�U�����X�f��ö��f�%��������	f��	f�����U��¥A���m�f�U������ô����U�$�����
������ý¡¥$���AôÂ�

ν0 = 19436cm−1
��'��U�����

Ar+
�
514nm

�á	f��'��^�f���A���U�
	����Å��'��m�
0.107

!
O ���~���X�f�~���<���U�
	f����	��|�$�~�f�U	
	��U'����$��������÷�f�$�'�� �¾f¨XÆÃÆa®ÇÀÇº¼³3¿ �����&���é�A¥$ùn�����f�����
�A�����A�U	
	��&�$�P¥A���F���U�
�¹����	��^����'�¥A�A�X�$��ô�ôÂ�<��ó£�U�$���Fý�¥���'�¥A�$ý�¥$� ���A���U�A�
���<�������f�$÷9'��
�f�U������ô����U�$�ÍõU�7�n������)ü��������Í'��l���U'����
��ô�ôÂ��ô����U���~�A��'�'��n��U'������U'���ö����U�
	f���$�A�U'��s�U�
¥A�$���
	f��	��^õ����
	
¥���'������k��������	f��ô����U�$���³���)�����U�$�f���X¥$���AôÂ�m���ký�¥$���
	��Aö¡�X'��k�
����	
	
�
�k�X�f�����Óø
õX��	
�$�
�����U�
	f���$�m'Èó ���$�$�������	��P�A��'�'Èó ����	����$�
��	fûm�A��'�'��9�f�U������ô����U�$�������&��������¥A�Aô����U�$�
�A��'�'��F�
���X�
	f�������	����  ¶ º ¯�Æ �����&������ý�¥$���AôÂ�m�
���
����	
	��<��'�'��P���$���
�X���P���Y�������)	Å��ô����U�$�¹!Ð���
�����
'��9ý¡¥A���$���Èö¹�A���f�$�Õ����������ý¡¥$���AôÂ�¢���A¥A�����
���¡��ö¡�A��'A��¥$�^Ò ¨U²¨U³& ¶ º ¯ÇÆ !Y�a�F�¹���$�����
'��%�A���������AôÂ�����3¥A�����
���¡�������&���P�$�U�F���������$�A���$��'3	
�����������f�U�
�¹����	��Ð¥A	
��'���ô�ôÂ��	f�������
��������	f��������'������<�A���U�$�����?��	
¥$�����Aö��&������ù��f�$�m�A¥$ù�������úA�������P÷m��'��f���A���U�
	���	
�f�'��
����	����$�
��	fû����T�
���¡��ö����7¥A�n����A���
����|�
����	
	
���A!�¦�¥$���
	��|�U�����U�A�m�������f�$÷m'Èó£�m-&�������AôÂ�
�������)ÿY¥$�
���U�$�mõX���
���&���U��

(ν0 − νv)
4 ��ý�¥A���$�����������U�$�����X¥$���AôÂ�&õX���
���'Èó ����	����$�
��	fû

����'���	
��õX�à	
�f�à'��lõU���
���lú����$�A�l�A�����f����	
�È!q�"ó����<���U�
	f����	��7���U�%�
�����U���$�����7�f�$�l�$�U�
	
¥A	
	
���ã�������õ3��úA�f��ô����U����'��½���U�$�Í�����&����ø ��	
	
��õ��È!�� ���Ã��	
	
�Èö��$��'�'�� B !9J�õ¡����������~�f�$�
���U'��~ý¡¥$���ã��������f�$�F�����A�$�Í¥A�s�X�f�U��������	��

∂qα 6= 0
�
���U�f�����������$�l�U�?¥A�à�f���X����'��

�����&����!

&§�Ãµ . ���������©����¸#� �*���m�}�'�ò�N���m�
� 'A�A���UúA'����&�^������	
�f��'��"�$��'A������'���ô�ôÂ�����%¥A�����<����¥A�f�9���$�
����	
	����X�����U�A���9�����&���÷��f����ø
�A����������	f��	��ª�$��'%ú��U���
�����
����à'���õ¡��'�'��¸�A���������X����'��%	
�f��	
	f��	
�È! � '�	
���7��'�'��¸���)ÿY¥$�
���U�$�

^ �5Â�Ì�Î�ÀTÄ�Ä�Á»Ê³Ì�ËTÊ³ÎH¾h¼'ä�½%Ô ÅHÌ�Ê*¾hÂH½�¾9ËÕ¼�Á»À�Ç9ÀcÙüÁ»ÀÃå<Å�ÀÃÂHÉÃ¼'½�ÀÃÇ9ÇhÀoÍ<¾9ã�ÁÆ¼�ÉT¾hÊ�ÂH¾�Ò�Ê³Ç9ÀÃËÃÊ�ÇÈ¼�Á»¾�¾9Â�Ä»ÀTÁ»Ò�¾9ÂH¾�½�ÀÃÇÂ<ÅHÒ�ÀTÁ»Êò½�Ô Ê�Â�½H¼<×
�5Â�ÀT¿%À®Ä�Ä»¾ â�Ì�À©Ç9À�Ì�¾N½�Ê�Í«ÀTÌ�Ì�À©Á»¾9Î�Ê�Á�ÄÆ¼�Á»À�¾9Â�ïYÀ®Á�Ä»É³â�ÀÃÌ�Ì�À�¼�Ì�Ì�Å�Ò�ÀTÁ»ÀÃã�ã�ÀTÁ»Ê�Í�¼�Ç9ÊmÁ»¾ÀÃÇ9ÀÃÍ�¼mÄ»¾Öâ%½�ÀÃÇ9ÇÖÔ ÊmÁÆ½�¾9ÂHÀ¡½�¾
1012 − 1014

ïYÉ�×oØ�ÀTÁ*åWÅHÀTÌDÄ»Ê�Ò�ÊmÄ»¾hÍ³Ê©Ì�¾�ÅHÌ»¼©¾9Ç�Â<Å�Ò�ÀTÁ»Ê©½�Ô Ê³ÂH½H¼�â�½�ÀTè�Â�¾�Ä»ÊËÃÊ³Ò�À'¾9Ç�Â<Å�Ò�ÀTÁ»Ê©½�¾�ÇhÅ�ÂHÓ�óHÀÃÉÃÉTÀ�½�Ô Ê³ÂH½H¼�Î�ÀTÁ,ËTÀÃÂWÄ»¾9Ò�À®Ä�Á»Ê©Ê�Í<Í«ÀTÁ»Ê5Û
ν = 1

λ
cm−1 ×E�5Â�åWÅHÀÃÌDÄÆ¼�Å�ÂH¾�ÄÆñ½�¾NÒ�¾9Ì�Å�ÁÆ¼�ÇhÀ�ÙüÁ»ÀÕåWÅ�ÀÃÂHÉÃÀ�½�ÀÃ¾�Ò�Ê<½�¾NÍ<¾9ã�ÁÆ¼�ÉT¾hÊ�Â�¼mÇh¾�ÙüÊ³Â�½�¼�Ò�ÀÃÂWÄÆ¼mÇ9¾�½�ÀTÇhÇ9À�Ò�Ê�Ç9ÀÃËÃÊ³Ç9À�Ì�Ê�ÂHÊ§ËÃÊ�Ò�Î�Á»ÀÃÌ�¾Ä�ÁÆ¼

50cm−1 À 4000cm−1 ×
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¥A�¸����ô�ô���	
	��l����	Å��'��<�&��	����
����'��&÷<�
	f��	��Í���<������f�Í���é���U'�¥Aô����U�$����U��	����$����	����U�A�Çø
�A�������������������� § �U���X!��¢�U���������f�$��÷m��	f��	��&�������U��ý�¥���	��&���]�Jt{u~�m���U	
	��U���X�
	��|�U�



$%¤r|�¤ ¦òRp	Ý�Y c�#�ò�YR�	���X�¦òR � X�Sæ�#�ò oR :�:

�����X¥A�f� B !9:r²s������	
	
���é�A��'�'Èó �U�A���A�����é')��ý�¥A���$��öÕ��������	f��	f�é�$�à�f�U�
�¹����	��7�
514.5nm

ö
���U��	�����¥A	f�<���n�����A��'�'������m����õ¹��	
���A!�� ��	����
õU��'�'��

[200, 1000] cm−1
!

�����X¥A�f� B ! 6<; ²<������	
	
���7�A��'�'Èó �U�A���A�����n'���ý�¥A���$��ö���������	f��	f�7�$�l���U�
�¹����	��|�
514.5nm

ö
���U��	�����¥A	f�<���n�����A��'�'������m����õ¹��	
���A!�� ��	����
õU��'�'��

[800, 1200] cm−1
!



6<;�; VY�ò��RW���� ¡�%$%¤÷� R«VY¦ç��¤T	���Xò���Y¦§�
	cV�����RTX¶¦��H�@��S�X%	�X�¦H	

�����X¥A�f� B ! 6�6 ²7������	
	
���¸�$�Ç'%�����A��'�'������l���+õ¡��	
���AöÐ���������	
���
1mm

ö½¥A	
��'���ô�ôÂ��	��¸�����
���U��	����$�����m'��9��U'������U'��^���n���U'�¥Aô����U�$�m�U��ý�¥$�X�f��!��a�3	����
õU��'�'��

[300, 2900]cm−1
!

�����X¥A�f� B ! 6�§ ²g������	
	
���}��� �r����� ���
���
	f��'�'����$�}���U� �����U'��G��� ����! � ��	����
õU��'�'��
[300, 1200]cm−1

!



$%¤r|�¤ ¦òRp	Ý�Y c�#�ò�YR�	���X�¦òR � X�Sæ�#�ò oR 6<;r6

�����X¥A�f� B ! 6 7r²g������	
	
���x���!�r���#� ���
���
	f��'�'����$�}���U� �����U'��G���?����! �a��	����
õX��'�'��
[800, 2500]cm−1

!

���X��	f��ô����U�$��¥A'�	
�f�U���U�A�����¢����� 6 J��<����¥A	
�È! O �$�¢���f�$���&�¢�f�$�á��X�
	
�Å��'Èó �U�A���U�
úA�������	��
�A��'�'�����U'������U'��9�
¥A'�'��á���f�U'��Õ���$���
�¹����	f�9�
¥æ�����#��÷Õ�
�����U�
	f��	��9���Pü$�X¥A�f� B ! 6«G �98 ; �a!�¤��
�<���
¥A���¢������'���ô�ôÂ��	��^�f�U�$�P�
�����U�
	f��	��9���|ü$�X¥A�Å� B ! 6 JËø B ! 6<B �"óA��õ����A����	��9'��P���U�<�������f�
���Y��¥$�Âõ¹��ú����$�A�Xö$�U��������	
���$���X'����
����	
	
�
���A��'Y�����<�A���U�$�9�f���AôÂ�m��U'������U'��<�U�A���U�
úA��	f��!
� �<�����
	
�����U'������%�
�$�X�������
õX��'��¢���U�<�������f�^���A¥A���¢ú����$�$�^�

604cm−1
ö¹���A¥A�k���A�������U'��

ú����$�$�F����	��U�
�$�&�
657cm−1

�9���Y¥A�k�Pú����$�$�P�A��¥A	
	��X��	�����<�A����
819cm−1

!'�a�$�U')ø
	
���m���U�<�������U�$�|���$�f�$�m��¥$�����<�A���^ú����$�A���

1362cm−1
�
1577cm−1

!Ð���U���f�$÷��
¥A'
�����<�A���U�$�����
����	���õU���$�lô��U�$�&���U�ª�A�����X�
��	��n���á���
�¹����	��n�ô��U�$��A�
��õ¹�&���½�A�����X����	��
�Ã��'Y�<�������X�����U�A���F�U	�	
�����P'��������
	
�����U�Í���	f��'�'���ô�ôÂ��ô����U���^���A�������U�$�F'����X�¹���
�����	��¢�A��
����¥A�������
��÷9�A���Âõ�õ¡����¥A	��&���$�f�$���U�l�Çÿ���	
	
¥������9'��F�<���
¥$�f�<�
¥A'�'��9ô��U�$�^�����AôÂ�F���	f��')ø
'���ô�ôÂ��ô����U�$�X!½��'��A�
����	
	
�
�A���X��/k�U	
	�����¥$	
�A���U�$�¢�A��'�	
¥A	
	��¢�
���<��'��$��ý¡¥$��'�'��A�A��'A�����<�A���U�$�
�����AôÂ�|��U'������U'���ö����U��<���sü$�X¥A�f� B ! 6�§ ø B ! 6 7�!�¦�¥$���
	��~���U���Ã���
�&�~�f�$�F�$��'�'��Fü$�X¥A���
B ! 6 JËø B ! 6<B ��'��f���X����'��^�A��'�'Èó£�U�$�Ç�$�)�k�÷^���
�
�����f�A��	����U�l�U�����f�<�A��'��3������!$�����%ý�¥�����	��
�
���X¥������$�¢'��áú����$�A�Õ�X�f�����
õU��	��á���X�����������	�����	f���������$�U�������X�����
'��"�������
	
�����U'����
�$������
õ3��úA�f��ô����U����'��Ð�A��'�'��Í��U'������U'���öT¥A	
��'���ô�ôÂ���$�A�ný�¥�����	��l�����
���U�A��úA��'�����à'���	
	����f��	
¥A�f�n��'
�
���X¥������A�~�98 6 �aöã�98 § �aöã�98�7��aöã�98 G �a!,� �m�����
	
�����U'������½'��"ú����$�$���

604cm−1
�A¥$ù%���f�������Ð�U�Óø

�����X����	f�F��'�'��¢�A�Ç���U�
�&��ô����U�A���A'��������
������� �Ä�¬$®f®�Á�º�³�¿ �á�A���Y���U�<���U�$����	
�T�A��')'Èó ���$��'�'���
�����A��'��������	
���A��'�'�����U'������U'��¢�����	
���Õ'���ú����$���9�

657cm−1
��'�'��Õ�A�Ç�Ã�U�
�&��ô����U�A�$�$�U�

�A'��������
�©������������ f½¨�¿ ���A��'�'Èó ���$��'�'��Í�<�����$ý�¥$�^��'��������	
���A��'�'��&�
	������f��!Ð������ý�¥�����	��
�
���X¥������$�n'��lú����$�$�7�

819cm−1
�
��	����A������s���½���U	����
'��?�U�������X�������|��'�'��&õ3�)ú$�f��ô�����ø

�A�T�A���
��õX����	
�T����')'���A�Ç�Ã�U�
�&��ô����U�$� � f½¨Â¿ �$�U�l�A'������������"�A��'�'Èó ���$��'�'��|�<�����T��'��������	
�È!
� �s������'�	fû�ö����<���$��������n��õ¹���A�����F'��Í������	
	
���Í�A��'�'Èó �U�A���A�����~'���ý¡¥A���$�|	
���Âõ3������~�f�$�
	f��'��^ú����$�$�÷9���X�
��ô����U����	f����	
	��U�
�$���

801cm−1
öAõX��'��U���^ý�¥$���
	���f�$�^���U���$�����A�����U�



6<;X§ VY�ò��RW���� ¡�%$%¤÷� R«VY¦ç��¤T	���Xò���Y¦§�
	cV�����RTX¶¦��H�@��S�X%	�X�¦H	

�����X¥A�f� B ! 6«G ²	� ���U'��Í���©���kö½�U��������������¥A	��l�
¥+�
	
�f��	��s�����r�����3ö��~�U�A�f�U�
úA�������	��¸���
��U'������U'��^���n�
¥A�����Óü������X!

�����X¥A�f� B ! 6 Jr²s������	
	
���ª�A��'ò�����#�s���U�c�����U'��n�������
�¹����	��ª�A�U���ª�U�A���U�
úA�������	��o���
��U'������U'��m�����U�A���A������!�� ��	����
õU��'�'��

[300, 1200]cm−1
!



$%¤r|�¤ ¦òRp	Ý�Y c�#�ò�YR�	���X�¦òR � X�Sæ�#�ò oR 6<; 7

�����X¥A�f� B ! 6<B ²s������	
	
���ª�A��'ò�������s���U�c�����U'��n�������
�¹����	��ª�A�U���ª�U�A���U�
úA�������	��ª���
��U'������U'��m�����U�A���A������!��a��	����
õX��'�'��

[800, 2500]cm−1

ý�¥�����	��Í�
�����U�
	f��	��~���é��'�	
�
��'���õ¹�U�
���A���������3	
���$��'�'��|'���	
	����f��	
¥A�Å�~�
�������)ü�����ö���'��f�$�P�È�
�
¥A�A���U�
�����f�$������Í����	����
õ¹����¥A	��7ý�¥���'��f�$�&�ÇÿY��	
	��n���½�)�3	����f��ô����U�$���
¥A�����Óü�������'�� ��	
�f�
��U'������U'��|�������<�A���U�$���%�����
���U�$�Å��úA��'��P�A��'�'��  ¶ º ¯ÇÆ �������������

18cm−1
�X�������
õX��	��&�$��'

�����X����'��|�A��'�'��l��U'������U'��s�U�A���U�
úA��	f�7�
¥A'�'��l�����$�X�
	
�
¥A	
	
¥$�f��!7�����Fý�¥�����	��n�
���X¥������$�
'��Púk���$�$��

1362cm−1
���X�������������U�$�
���A���f���
'�����U��^�A�Âõ3¥A	����'�����A�<õ3�)ú$�f��ô�����ø

����'��|�U������������	��?��'�'��n�
	
���f�������	f��������A�7��� ÇÆ�Àf®
¾ ¶ �^�A���½'����¡���<�>t~}\ukö��A�����f�Ç�3	
�½���
����	
�f����úA���X'��k���$��'�'����A��'�'��¢��U'������U'���!��ã���½ý¡¥�����	��9�
���X¥������$�9'��¢ú����$�$�^�

1577cm−1�����Å����U	�����úAú��<�A���
��õU�����F�A�
���$��������'������	���$��'ã��U	��Í���������f�U�
���|�A��'ã�X�
¥A�A���~���<���$�
�A����������	��Õ�$��'�'�����U'������U'��æ�Ã�
�3õ¡���$���$��'�'���õ¡�U���¢�����¢�������Õ�Õ�7�W�¢��¥A�X��	��U�4�98 6 �aöX���<��¥A�
õ¡���A�¹�U�$�9������
���¢���U�������U��	��^�
���
¥A'�	f��	
���
�����
�������	f��'��Èö3���$�f�$���A�����A�U	
	
�k�$�¢���)ÿY��������	
�
��¥A	��U�
�Èö��¢�
���
¥A'�	f��	
�T��¥A����
�����Èö��
¥A'��3���¢�|�����U�A���A������
¥l�
¥A�����Óü��������T���
�¹����	����Ç!
���X�f�
����������U���Ç'�¥$�$�Ç�f�Õý¡¥A���$����������õ¡�����
��'���õU��	���	
�f�U�����á������U'������U'��¢�U�A���U�
úA��	f���
¥A'�'��
�����$�X�
	
�
¥A	�	
¥A�f�<�X�f��ô����m��'�'Èó ���
�
�����f�A���&����	����A��'T�����X����'��^�A�Âõ3¥A	��&��'��3���¢��!

'���y��;� <h()@5$�>�z)� BC*ò&�Ì�$C()��Ì?��>?$�@A��&�,
#��$�f�$�&�����Pý�¥$���
	f�l��U'������U'���ö��������U�
�������A�����Aô���	
¥A	
	��7�Ã�U�
�A�����
�á�A��'�'��?�
����	
	
���?���Ëø
�&���&�A��')'��9�
���������Õ������U'�¥Aô����U�$�%�U��ý�¥$�X�f��!ã����'�'��¢���U'�õ¹�����"���A��U'������U'��¢�A¥A�f�¢÷��
	f��	f�
�����������U'�	f�|���é�U��ý¡¥��|���s����A�~�$���A������¥A�
���F¥A�k�|���U'�¥Aô����U�$�<�f��	
¥$�f��!m¤��|���U'�¥Aô����U�$�
���X��/¢�U	
	�����¥A	f�à÷~�
	f��	f�?���$�����
��	f�?���+¥A�-�����A��'�'������l�$��'"���������	
���¸���

φ = 1mm
�

'�¥A�A�X�$��ô�ôÂ�
100mm

!½��'����
����	
	
�
���U	
	�����¥A	
�ÈöA���U�~���U�A�f���
�����U�
	f��	
��'���ú����$�A�¢�����&���
�X���f���
õU��	
�Èö����U�$�n��X�
	
�f��	
�Ð�$��'�'��ü$�X¥A��� B ! 6 PÂø B ! 6 8�! #��$�f�$����oý¡¥$����	��n���U���l¥A���
����	����$�f�eÏ$¥$�U�����������AôÂ��öA���U�<�&��	f�P��'��f���X����'��%�A�����A�U	
	��F�$��'������A��'�'�����������õ¡��	
���Aö����Fø



6<;HG VY�ò��RW���� ¡�%$%¤÷� R«VY¦ç��¤T	���Xò���Y¦§�
	cV�����RTX¶¦��H�@��S�X%	�X�¦H	

�����X¥A�f� B ! 6 P�²�������	
	
���?�A��'�'��7�f�U'�¥Aô����U���Í�U��ý¡¥$�X�Å�n�f��	
¥A�f�7���Ð	
�����X�
������! � ��	����
õU��'�'��
[200, 1000]cm−1

!



$%¤r|�¤ ¦òRp	Ý�Y c�#�ò�YR�	���X�¦òR � X�Sæ�#�ò oR 6<; J

�����X¥A�f� B ! 6 8r²�������	
	
���?�A��'�'��7���U'�¥Aô����U�$�~�U��ý¡¥$�X�f�7�f��	
¥A�f�7���Ð	
�����X�
������! �a��	����
õX��'�'��
[800, 2000]cm−1

!

�������������l���"�X���f���
õU�����~�����X����'��%���U�A�f�?�
1300cm−1

����������!+�����&ý¡¥�����	f�s�
���X¥������$�
'��|�����X���U�$���'��������U	
	��Í����	f��'��F'����<��	��Xö����X���
������Í�$�U	f�����<¥A���|�����
	f�~���U�<���X'������AôÂ�
	
�f�<'���
����	
	
���&�����f��	
	����
���
	
�������A��'�'Èó �U�A���A�������^ý�¥$��'�'���A��'�'��<	
�����X�
������ö����3	
�f����ú��^���
���U'�¥Aô����U�$�|�U��ý�¥$�X�f��! � �é�Çÿ���	
	
�Èö����&�
��õX���A�$�7�~�X¥������$�����&'��&��	
�
¥A	
	
¥A���&�A��'�'�����¥$�
���X��	f���Aô��F�
�����U�
	f��	��<�$��'�'��Fü$�X¥A��� B !hP|� B !98�öT�
�ã�$�U	f�~�f�$�<�����f�P�����A�$�l��'��������	
�����
���U��¥A�$�XöT���������$�A�Í�A�U	f��	��Xö������^�������<�A���Aö�����	
�f����ú��<���ã¥A�¸���$��'�'��l�|��������'��������	
�
���X��/����U��^����¥$�~�X�
¥A�A�������<�<���$�A!
����õ¡�����f�������	���$�~ý�¥�����	��Í�È��	
	��~���U�¸'Èó �U�A���A������ö������^'��Í	
�����X�
�����l÷<��	f��	��l������'���ô�ø
ôÂ��	��7'Èó �U�A���U�
úA�������	��à�
¥A'á�����<�A���U�$�Í�f���<�����U�$�A¥A	
	��U���~� Ä�¬�¨X³�Æ�¬�² ·¹«¹Æ� �A��'á	
�����
 �"��#�%$��r�����~�X��ûn�A����������	��������	��~�A�������
��	
	��A! � �oý�¥$���
	��n	
�����s���á�����<�A���U�A�Õ'��n�
¥�ø
�¹�X�
��	fûª���¢�
¥A�����Óü������7���U�q÷?�
	f��	f�ª�U	
	�����¥A	f�ª�����������	��s�A�����X�
��ô����U�$�s���ò����ö��&�
�Ó���
¥A	
	f���$�A�?�A���U�$�
���?'��7	��U���U�X�Å�Ëük�s�$��	f�s�$��� Ä�¬A¨U³�Æ�¬�²C·¡«XÆ� !é�9��	��s�f�$�|'��7�A���Çø
�����AôÂ�7�$�Ç� Ä�¬A¨U³�Æ�¬3² ·¹«XÆ� �Ã�U�
�A���������X��ûn¥A���?�����
	f�n�
¥A�¹�X����	fû7�A��'�'��?�
¥A�����Óü������Í�A��'
�����<�A���U�$�XöA÷��
	f��	��������U	
��ô�ôÂ��	��F�f�$������ù����U	
�f�Çú$ú����A������¥A�
����¥A�~���
�
�����f�A�������	��<�A��'
�����X����'������U��m�A��	
	�����7����ô����U�$� B !9J�!©�a�7�ÇÿY��	
	
�Èö�'��F�A�
���&�&�X�������
õX��ô����U�$�m���ã�3�����
�$�l��U'������U'��Í�U�A���U�
úA��	����
¥ Ä�¬�¨U³kÆ�¬�²u·¹«XÆ� ÷�A��¥A	
	��X�
	��7����������	�� ���
�½õ¡���$�~�$��'Ð'��Ëø
õ¡�U���¸����¦�¥����X'������$�C�98�J��aöÐ���c��¥A��÷l�
	f��	��¸�X�f�����
õU��	��é�U�A�f�U�
úA�������	��ª���"�A���
����������ö
C5H5N

ö��
¥ Ä�¬A¨U³�Æ�¬3² ·¹«XÆ�  �"�����$��r�����3öã���U�e¥A�é�È��	
	��U���|�������
�
�����f�A�������	��à��	
�)ø
�&��	��F�$��'�'Èó£�U�������$�^���
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a0(x)
d2u(x)

d2x
+ a1(x)

du(x)

dx
+ a2(x)u(x)− σu(x) = f(x).
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w(x)

d

dx

[
p(x)

du(x)

dx

]
+ q(x)u(x)− σu(x) = f(x).
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q(x) = a2(x).
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p(x) = exp

[∫ x a1(t)

a0(t)
dt

]
.
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w(x) = − p(x)

a0(x)
.
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〈u, v〉 =
∫ b

a
u(x)v∗(x)w(x)dx.
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∀u, v ∈ L2(a, b)
ö$�
�����F�f���

〈Lu, v〉 =

∫ b

a

{
− 1

w(x)

d

dx

[
p(x)

du(x)

dx

]
+ q(x)u(x)

}
v∗(x)w(x)dx

=

∫ b

a
u(x)

{
− 1

w(x)

d

dx

[
p(x)

dv∗(x)

dx
+ q(x)v∗(x)

]
w(x)dx

}

−
{
p(x)

[
v∗(x)

du(x)

dx
− u(x)

dv∗(x)

dx

]}b

a

= 〈u, Lv〉+ J(u, v)|ba.
��#P!9:%�

�A�Âõ¡�
J(u, v) = −p

(
du(x)
dx v∗(x)− u(x)dv

∗(x)
dx

) !&�3��U�����U�A�
J(u, v)|ba = 0

��'�'���ø
�f�~'Èó£�U�����f��	��U���

L
÷&�A��	
	��7��¥$	��¹���X�X��¥A��	��¥�����X�f�l�f�$����é�$�Åü��A��	
��õU�n���������$�A���$��'�'��

���U�$����ô����U�$�?�
¥A�%ú��U�������A��'��A�U�<���A���é�����&'��~��¥A�Aô����U�A�
u

�
v
�Ç! �¢��	��é���$�U'�	
���l¥A�

�U�����f��	��U���9������	
¥A�
�Føa¤����U¥Aõ3��'�'��Xö$�
���A�Çü$�A���f�����������������m'��^��¥A�Aô����U�$�������¢�������Í���U��
ý�¥$��'�'��P��¥A�Aô����U�$�m�f�$�^�����A�����Ó�È�P'Èó£��ý¡¥���ô����U�$�

(L− σ)g(x, ξ) =
δ(x− ξ)

w(x)
.
± ��#�! 6<; �

���U�l'Èó ¥$�
¥���'��m�
���X�A�)ü�����	��&�A�������)�Pú��U')�È!

. �Ãµ 2 ���������'¸��'�ò�N��},������� ¸�� �Y�#���������
��¥A�A���U�$��������U�f�<�A�T��õ¡���"�
�����U'�	��<��'��A���UúA'����&�&���X'�����¥A	��ÂõX��'��U�
���A��'��¹���$���
�����&�U���Çø
�f��	��U���

L
��¥A	��¹���X�X��¥A��	f�Aö��Âõ3õ¹�����|���ã���U�$�X�f�������F'��F��¥A	�����¥$�Aô����U�$�������f�Ç'���	
��õ3����¥A	���ø

õX��'��U�
�3�Õ�A��'��A���UúA'����&������X¥$����	��

Lun = σnun.
��#�! 6�6 �

�3�^�U�f�P���U�
�<��������'��f���X¥$����	��9�A�����A�U	
	��

〈(L− σ)u, un〉 = 〈u, (L− σ∗)un〉 .
��#�! 6�§ �

���$�f�������$�A�Âõ���'��<#P! B �U	
	����A������

〈f, un〉 = 〈u, (σn − σ∗)un〉 = (σn − σ) 〈u, un〉 .
��#�! 6 7%�

�s�&���U���f�$÷<÷��$�U	��Í�f�$�P¥A�����¹���$���
�����Í���U'�¥Aô����U�$�<�
���A¥$ùÍ���
�A�
��������F���?	����
�<���A���
�
��¥A	�����¥A�Aô����U�A�����U��

u(x) =
∑

n

cnun(x).
��#P! 6«G �

���Y�$¥$ù<��¥$�$ý¡¥$�^�����
��õ¡�����
u(x) =

∑

n

〈f, un〉
σn − σ

un.
��#�! 6 J%�

¹�¦YÅHÀÃÌDÄÆ¼�½�À®è�ÂH¾9ÉT¾hÊ�ÂHÀ'Ó�ÀÃÂHÀ®ÁÆ¼�Ç9¾9ÉÃÉÕ¼�åWÅHÀTÇhÇh¼�½H¼mÄÆ¼¡ÂHÀÃÇ�ËÕ¼mÎH¾�Ä»Ê³Ç9Ê�Ü



��¤��1¤¥¦ò�ò����¦�X)	�X�Sæ�#�ª�R«��S�Xö	���Xò���Y¦ò�ò oX 6�6 :
�f�$�½�f���A�A����������	f�%'��"���U'�¥Aô����U�$�Ð�A��'��A���UúA'����&�%���A��	
¥A�
�Føa¤����U¥Aõ3��'�'��Ð���m	����
�<���A�����3��¥�ø
	�����¥A�Aô����U�A�Y����¥A	��ÂõU��'��U�
�È!Ðþá�U��	
����¥����$�A�<���$���U�f�P�^�����$�f������'���������	
	
�����A���X'�����¥A	���ø
õX��'��U�
�����U��%������������	��Aö¡'��^#�! 6 J¢�$¥$ù^�����f�Ç�f�Õõ3���
	f�9���U��"¥A������¥A�Aô����U�$�������U�<�A'������f�%�
�A��'������f�����	
���

σ
�9�
���A¥$ù&���$�$�������U�l������'���ô�ôÂ�����^'Èó ����	����X�f��'��

∮

CR

u(x, σ)dσ.
��#P! 6<B �

�
¥ª���½¥$�ª�������f�A���
CR

�A�½�f���X�X���
R

������	
�f��	��n�$��'�'Èó£�U�
���X���$�Í�A��'½�A�����$�7���U�<�A'������f�A!
þÐ��ù<�A������¥$���

∮

CR

u(x, σ)dσ = −
∑

n

〈f, un〉un
∮

CR

dσ

σ − σn
.

��#P! 6 P��
����'�'��^#�! 6 P¢'Èó ����	����X�f���$�A�����

n
���U'��������<�A'������*��������'������U���f�$÷

L
÷���¥A	��¹���X�X��¥A��	��������

�����U	����
�3�½�����%�Çÿ���	
	
¥A���������'k'����<��	��������
R

�f�$�%õX�m��'�'Èó ����ü$�A��	��P���X����������P���A�A'����������
��'�	����U�����&�<�A���������
����¥$���f�$�¢�Ã�U�
�A�������

lim
R→+∞

∮

CR

u(x, σ)dσ = −2πi
∑

n

〈f, un〉un

= −2πif(x) ��#�! 6 8%�
���U���f�$÷Ð���������U�$�A�"�����úA�������U�<���������A���U�A�
���"'Èó£���
�������
���U�$�½���¡���U¥A�
�������A��'¹	����
�<���$�
�Ã�U�
ôÂ����	��

f(x)
!Ð�3�^�U�A�����f�F���U�A������

f(x) =
δ(x− ξ)

w(x)
.

��#P! 6 :%�
��'�'��U�f�¢'��

u(x, σ)
���U���$�����A�%���U�<'�����¥A�Aô����U�$�%���k���������

g(x, ξ, σ)
ö¹�Âõ3õ¹�����9���$�U	
	
�����$�

ý�¥$��'�'��9�f�$�%÷��$�U	f�^���U��"'��¢�f���A�A����������	f��ô����U�����
����	
	
�f��'��¿�98�:��k�A��'�'��¢��¥A�Aô����U�$�%�A��'�	f�
���T�����f�U�9������'Èó£�U�����f��	��U���

L
²

1

2πi

∮
g(x, ξ, σ)dσ = −δ(x− ξ)

w(x)
.

��#P! §�; �
����'�'��9�A���X���
���&�^����ô����U�$�����A�A'����f�$��������Pý¡¥$���
	��^�
���
¥A'�	f��	��P��'�'Èó£��ý¡¥���ô����U�$�����Nná���f����'È!
<+�;�I��� æ¿UW*JR�!�,ED3��$�&�*÷(#�7�l*J@A@�*J�
þá�U�$�
���A���f���$�A���U�f�F'Èó ��ý�¥���ô����U�$�m����ná���f����'������U�������$�

n

−d
2u(x)

dx2
− 1

x

du(x)

dx
+

(
n2

x2
− σ

)
u(x) = f(x).

��#P! §r6 �
���X����������F���U�
'��<�$��'�'��P���U�
�&�<#P! § �������X'������$�A�

q(x) =
n2

x2

p(x) = x

w(x) = x
��#P! §X§ �
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¤����<��	
����������á�U�f�n��'½���U���

n = 0
! � �à	f��'Ð���U���~'Èó£�U�����f��	��U���|���á��	
¥A�
�Føa¤����U¥Aõ3��'�'��

#P!hPP����õ3�����$�
L = −1

x

[
d

dx

(
x
d

dx

)]
.

��#�! § 7%�
�9���U�$�
���A���f���$�A�<��'��$�U�<�)�$����A��'�'Èó£�U�����f��	��U�f�9�����
�T��'�'Èó ����	����
õX��'�'��

(0,∞)
��'��¢���U�$���)ø

ô����U�A����'����U��	��U�
�$�

lim
x→+∞

u(x) = 0
��#P! §HG �

lim
x→0

u(x) <∞ ��#P! § J%�
�����A¥$ùõ¹���
�)ü����������f�$�m�������÷���¥A	��¹���X�X��¥A��	��A!�# ý�¥$���
	��<�A¥A�3	��&�������f�A������&'��<�f����ø
�A�����f����	f��ô����U�$�<�
����	
	
�f��'��F������'Èó£�U�����f��	��U���

L
���sý�¥$���
	��Í���U���A!9¤��&�A�
���&�Í���X�f���$�

�È�����9÷9	
���ÂõU�����9'��P��¥$�Aô����U���^�����¢��������ö$�f�$�^�
���A¥$ù<��X�
	
�f�����^�����f�����¢�����
���

g(x, ξ) =
π

2i

{
H

(2)
0 (
√
σξ)J0(

√
σx), x < ξ

H
(2)
0 (
√
σx)J0(

√
σξ), x > ξ

��#�! §�B �

�A�Âõ¡�
H

(2)
0

÷9'�����¥A�Aô����U�$�^����
����3�¹��'��A��'T�������U�$�A�	
������

Im
√
σ < 0

��#P! § P��
�ã�����U���
����¥A�f�����9'��<���U�$����ô����U�$�m#P! § PP�
�������
	
���)�$�¹�

σ
���U��^�f���X¥$�

σ = |σ| eiϕ, −2π < ϕ < 0.
��#P! § 8%�

��������A��f�$�9�
���
¥A'�	
�
√
σ = |σ|−1/2 eiϕ/2, −π < ϕ

2
< 0.

��#P! § :%�
�����A¥$ùmõ¡���
�)ü����������f�$��ý¡¥$����	f�m�A�Çü$�A��ô����U�$���A������¥$����¥A� ÜÇÀ
¨U³k¾ ¶ ¾�¬3Æ �$��'�'��^��¥A�Aô����U�$�
g(x, ξ, σ)

'�¥A�A�¹�+'Èó �U���f�s������'��à���X�
��	
��õ¹�+�$��'9�A�����$�
σ
! �a���È��	
	
�Èö�'����<��	f���$�A�����P�U�

������'���ô�ôÂ�����m��'����U���
x > ξ

öA�������r²

lim
ϕ→−2π

H
(2)
0 (
√
σx)J0(

√
σξ) = −H(1)

0 (|σ|1/2 x)J0(|σ|1/2 ξ)
��#�!97 ; �

lim
ϕ→0

H
(2)
0 (
√
σx)J0(

√
σξ) = H

(2)
0 (|σ|1/2 x)J0(|σ|1/2 ξ)

��#�!97 6 �
�A�Âõ¡�^�
��÷��È��	
	��F¥$����A��'�'��9����'���ô����U�A�

J0(e
−iπ |σ|1/2 ξ) = J0(|σ|1/2 ξ)

��#�!97 § �
H

(2)
0 (e−iπ |σ|1/2 x) = −H(1)

0 (|σ|1/2 x) �Ã#�!97�7%�
���U�

H
(1)
0

��¥A�Aô����U�$������
¢�����¹��'¡�A��'X�A�
����"	
�����"���¡�U�������$��ô������A!���¥A�$ý�¥$��'��Ð��¥A�Aô����U�$�
�����¢�����Ç�5�ÇÿY��	
	
¥��à¥A�c�f��'�	��à�$��'�'Èó ��	
	
�f��õ¡�����f�����l'Èó �U���f�Í������'��l���X�
��	
��õ¹�A! F ���$���$�A�



��¤��1¤¥¦ò�ò����¦�X)	�X�Sæ�#�ª�R«��S�Xö	���Xò���Y¦ò�ò oX 6�§r6

�����X¥A�f�9#�! 6 ²ãþÕ���<�<���$�m���A����	����X�f��ô����U�$�%������'�	��¢������õX��'�¥A	f������'����f���A�A����������	f��ô����U�$�
�
����	
	
�f��'��m�A��'�'��<�A��'�	f�<���T�����f�U�9������'Èó£��ý�¥���ô����U�$�m���onÕ�����f��'�#�! §r6 !

���U��	��&����ý¡¥$����	��Aö$���^�������X'�������&��'T�����<�<���$�����T����	����X�f��ô����U�$�����U��^���lü$�X¥A�f�#P! 6
�A��õ¡�¢�
���
¥$')	Å�����

∮

CR+C1+C2
g(x, ξ, σ)dσ = 0.

��#�!97 G �
���U���f�$÷�'��¢��¥A�Aô����U�$�����������������$�U�����X�f�
�����A�%���U'��Y��'�'Èó ����	����
�$�P�A��'��A�U�<���A���P���k����	��Çø
�X�f��ô����U�$�X!½�ã�U���f���$�$�<��'�'����<�)	f�¢�����

R→∞ �¢���U��	����<���U�f�������������	��^�$��'�'Èó �)���U	f�����
�f�$�9��'��f���X�X���

ρ
�A��'T�����<�����������U'���	
	����f�$�^���������U�$�$�<'Èó£�U�
���X���$�^õU�U�$��Pô������<�
���
¥A'�	f�

lim
R→+∞

lim
ρ→0

∮

CR

g(x, ξ, σ)dσ = −2πiδ(x− ξ)

w(x)
.

��#P!97�J%�
�

lim
R→+∞

lim
ρ→0

∮

C1+C2
g(x, ξ, σ)dσ = −π

i

∫ ∞

0
J0(|σ|1/2x)J0(|σ|1/2ξ)dσ.

��#P!97 B �
� �l�A�Çü$�A��	
��õU��
���U	
	
�����$�

δ(x− ξ)

x
=

1

2

∫ ∞

0
J0(|σ|1/2x)J0(|σ|1/2ξ)dσ.

��#P!97%P��
�U�A�A¥A���Xö����U�l��'�������úA���&����õX���
����úA��'��

β = |σ|1/2 ²
δ(x− ξ)

x
=

∫ ∞

0
J0(βx)J0(βξ)βdβ.

��#P!97�8%�
�f�$�Í÷|'��n�f���A�A�����f����	f��ô����U�$�l����������	f��!é# ����¥$�Å�7�A��'�'��s�
���<���	
�
���s�A��'Õ��¥$��'����?����ø
	����X�f��'��Í�
��������	
	��¸��'�'��|õX���
����úA��'��

x
�
ξ

'��?#P!97�8?÷|õU��'����$�à���$�f�$�Í�����
x > ξ

!é¤��
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#P!97�8����U�$��¥$���9��'�'����A�Çü$�A��ô����U�$�¢�A��'�'��m	��f�U�Ó���U�
�&��	f�P�������U¥A�
�����ÓøÆnÕ��������'Y�$��'Y�����X¥$����ø
	��%����A�A!Ðþá�U�$�
���A���
������P'����
����ô���������
���'�ú����
	

L2(0,∞)
���U�|��'k�A�����A�U	
	�������	����
�$�

�A�Çü$�A��	��&���U��
〈u(x), v(x)〉 =

∫ ∞

0
u(x)v(x)xdx.

��#P!97�:%�
� �X�A����¥A�Aô����U�$�

u(x)
���A�����
	����$����	��P��'�'���
����ô�����
���A¥$ù�A�����U�<���U�
���m���U��

u(x) =

∫ ∞

0
u(ξ)

δ(x− ξ)

x
ξdξ.

�Ã#�! G�; �
�^���X�
	
��	
¥$���$�A�ý�¥A��'��P���U�
�&�<�
����	
	��f��'��9�����"'��

δ(x− ξ)
öA�
���U	
	
�����$�

u(x) =

∫ ∞

ξ=0

∫ ∞

β=0
u(ξ)J0(βx)J0(βξ)βdβξdξ.

��#P! G#6 �
��¥$ù�������U�$�f���X¥$���AôÂ������������9�A�Çü$�A��	f�<'��<�����X¥$����	��^���U�A�A�������	
�f�U�
���U�
�&��	��

U(β) =

∫ ∞

0
u(x)J0(βx)xdx

��#P! G¡§ �

u(x) =

∫ ∞

0
U(β)J0(βx)βdβ

��#P! G 7%�
�f�$�á�$�U�F�f���A�A����������	f���$�^��'�	
���¢�f�$�á'��%	
�Å�U�Ó���U�
�&��	f�¢�������U¥A�
�����ÓøÆná���f����'A�f�$�Õ�
�3���$���U��ø
	
�f��öU�������������<�A���AöU�$��'�'����
	
¥$�A�����A��'�'��%�A���U�����¡��ô����U�$�á�����f�U�f�
����'��Ð���������<�$�3'�¥A�<���$�X�
�
�l�
���<���	
�
���l�f�U������'��@��õ¡�����½�f�Çô����U�$� 6 ! § ! § �Ç!|#�'�'��Í'�¥$���&�A��'�'��&�A�Çü$�A��ô����U�A�Õ���A�������
�$��	��½���X����������%�������Ð�f�$�½'Èó ����	����X�f��'�� 6 ! G#6 öU�f�$�Ð�A�������
��õ¡��'����A���U�k���¡��ô����U���Ð���������X�)��
���T�$�����
�$��'T����¥A�n�����<����U	�	
�������F�
���<���	
�
���<�f�U������'��Xö��
���A¥$ù<�
�������
��õ¡�����^���U���²

U(r, θ, z) = − ike
ikz

z
ei

k
2z
r2FB

{
U0(ρ)e

i kρ
2

2z

}
.

��#�! G�G �
�A�Âõ¡�

FB {·} �f���A�A����������	f�7'��n	
�f�U�Ó�Ã�U�
�&��	f�?���Õ�$�U¥A�������ÓøÆnÕ�����f��'Õ���áõX���
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La¹¢¾/�s��»��t� ³+?��Æ³DáJ³[¨ ! â{ü�Ì,¨ !�! ûJ³�ß�ä{û{û{ü�ã0¬
§"�{â�ª�,ï¬Dó ¬�'�Ú·Õ�ÑL¯H±\³ ��µSñ�À�� 0 ¶ÇÊd�s2�¶�ÆÃÆ4� ³�6+5Æ³Dä{ä{âJ¨0ÌÇä{ä{â � ³�ßx¨\á{á{ü�ã0¬
§"� ! ª Ü>¬SÉ7®°ÊB²l³Sç�¬SÙJË�¯H±,Ë�ÊºÖB²ÎÑLÊº®·³JÉÛ¬SÉYÚ~Ë�±B±,Ë�ÊB²l³#J � : Ì�Æ4�+La¹¢¾/���i»���� ³Jù��[³Sâ ! ü�ÌÇâ ! áJ³ßx¨\á{á{ü�ã0¬
§"����ª ê¬F«f¬ÐÉYÚ·ÊºÑLøSÑ Í ³Ðó ¬�ÿ�®dgaÑLÊB±ºÖ\³=,ï¬�ó)¬�'�Ú·Õ�ÑL¯H±\³%J � : Ì�Æ4�iL�¹\¾>����»U��� ³@ù�?Q³¨\á � ä�Ì,¨\á � âJ³�ßx¨\á{á���ã0¬
§"�{á�ªÛÉÛ¬~É�g·Ú·Ê\³·«i¬�eØ®°Ï*fB³;: Ì�Æ4�s2�¶�ÆÃÆ4� ³+?}Ga³Q¨����{û�Ì,¨��{á{äJ³Fß�ä{û{û{ä�ã0¬
§åâ{û�ª çd¬·ÿ ¬·�Ñ\Ë�Õ{ÚDÑ{³3J � : Ì�Æ4�AL�¹\¾>�s�i»��s� ³tGJú[³[¨ � ü � Ì,¨ ��� ¨{³�ßx¨\á��{ü�ã0¬
§åâJ¨0ª ýD¬DÆÚ[³îÙa¬·FË�Ô Ú·Ê-ËJ³3J � : Ì�Æ4�ALa¹¢¾/�3�i»��s� ³�ù�xQ³Dä{û{ä�ÌÇä{û{âJ³�ßx¨\á{á���ã0¬
§åâ{ä�ª ó)¬[Ùa¬�Ù<ÑÓ×JÊ,ËJ³�,ï¬ÆæY¬�ÙHÔï²©±B÷[³ �ö½¾L¼º¹¢¶�É©¶º¾�Æ¼B¹°´~½¾�QF½r¼B¾LÁ<½�ÆrÀ ³�ÙJË�Ú·¯D×·ÑLÊºÖ)æP®°Ï©ÏÎÑLÕ�ÑÝÐÚ�g·Ï©²ÎÖB÷·²©¯·ÕD³~±B÷·²©Êº×VÑÓ×Q¬©³Æßx¨\á{áJ¨¢ã
§åâ{ü�ª ýD¬Dçd¬©³·ó ¬~É7Ê,Ë1gaÑLÏl³ �à½�¾L¼B¹�¶ÇÉÎ¶�ÆÃÆ¼B¹°´D½�¾,¿ ³Dç�Ò¢ÉYÊ,Ë�.>Ìmþ�²©Ï©Ïl³DÖºÑÓÒ{¬DÑL×[¬p³Æßx¨\á{á � ãL¬
§åâ � ª�&_¬DÜDÊ,Ë�¯DÒ,÷·²©¯~ËJ³îÝF¬Dç�Ë�ÊB²ÎÑL±B±B²l³ L~½ À�Æm¶0»Û½@¶�É©¶�ÆÃÆ¼º¹°´D½¾Ó½�¿�òº¿°´îíS¿�Â-¼B¿/OÓ½¹°´a¿UÉ©¶mÉp¿°¼l¸�¿ ³ç�Ë°ÖºÖº®°¯[³[ßx¨\á{á���ã0¬
§åâ���ªne ¬ ÝF¬�8�ÚDÔ(I�Ñ{³���������J �=S>ÁJ¿°´kÆÁH» � ÉÎ¶º¾�Æ¼B¹°´t� ³��l�`�\ù~ù�Ga³ � û{û�Ì � û{äJ³�ßx¨\á ! ��ã0¬
§åâ{â�ª ó)¬�'YËd��.ô²ÆË�¯D×VÜ>¬�8YÚ·ÊºÖB±\³ �ÐÌ¹ÌkÉo� : Ì�Æ ³#?�pÆ³Q¨ ! �{û�Ì,¨ ! ���J³�ßx¨\á{á{û�ã0¬
§åâ ! ª çd¬{óMg·Ê,Ë�ÔÄ®/.ô²©±�C7Ë�¯D×�Å-¬ ó)¬SÙH±ºÑLÕ{Ú·¯Æ³ � ¿°´îíSòº¹¢¹1�Û¹xÂH��¿XÆrµJ¶0»Ä¿XÆ½�¾,¿UÉ��QÁH´î¾�Æ½¹°´DÀ ³87® Í ÑLÊ\³�'YÑD.�-�®°Ê�Ia³Q¨\á{â��
§åâ���ªl$)¬Ä«ÐÏ�ÉêË�.ô÷~Ë�ÊBøS³�Ùa¬ÃÙ<Ñ Í ÑLÊB²©¯·²l³�: Ì�Æ4��QÐ¹°»Û»�� ³N²©¯�N·Ú�g�g·Ï©²©Ò\Ë1CÓ²Î®°¯~Ñ{³�×·®°²lÈ¨\ûJ¬©¨\ûJ¨\â����Ó¬ ®dND±ºÒÓ®°ÔV¬åä�û{û{âJ¬åû��J¬åû{û ! ³�ß�ä{û{û{â�ã0¬
§åâ{á�ª çd¬Óó)¬ÓÞôË�¯D×JÊºÑÓÖ¢³�ý~¬�æY¬�É7Ú·±B²ÎÑLÊBÊºÑDCLÌ�c_ÑLÕSËJ³�J � : ÌYÆ4��L�¹\¾/�r��»���� ³>?Qùî³1�J³<ß�ä{û{û{ü�ã0¬
§ ! û�ª çd¬·ó ¬·ÞôË�¯D×JÊºÑÓÖ\³Dý~¬~æY¬îÉYÚ·±B²ÎÑLÊBÊºÑDCLÌ�c@ÑLÕSËJ³�: Ì�Æ4�s2�¶�ÆÃÆ4� ³+?�pÆ³DäJ³[ß�ä{û{û � ãL¬
§ ! ¨0ª >÷DÑÓ®H×·®°ÊºÑbe ¬JÉêË�ÔÄÑLÏ©²©¯[³ QÐ¹°»�ÌkÉÎ¶ < ��´î¿UÉëñ�À0½ À ³<Ù�N·ÊB²©¯·Õ�ÑLÊ\³�'�ÑD.�-�®°Ê�Ia³�ß�ä{û{û{ü�ã
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§ ! ä�ª)ÿ ¬~æP®°Ú·Ê,Ë�¯H±YË�¯D×m8Û¬·þ�²©ÏRgaÑ0Êº±\³ ��¶�Ærµ<¹¢í�À ¹xÂê»Ä¿XÆrµJ¶L»ï¿¹Æ½¾,¿UÉ�Ì~µHñ�À0½¾LÀ ³�c@®°Ï©Ú·ÔÄÑÅ-³·ý�®°÷·¯�e+²©ÏÎÑLø	� Ù<®°¯DÖ\³Æßx¨\á��{á�ã
§ ! ü�ª)ó ¬aÝ¡Ë1Na®°Ú·Ï©²ÎÖ¢³ �>¼B¹Sòº¿Sò0½�Éb½�Æñ�ì 0 ¿{´îí�¹°»¡ ·¿°¼0½¿Sò�É©¶-ÀÄ¿°´aí�LkÆl¹¢¾0µ<¿�À�Æ½¾@�P¼B¹¢¾,¶0À,ÀÓ¶0À ³çöÒ¢É7Ê,Ë�.>Ìmþi²©Ï©ÏÆÅÇ¯H±ºÑLÊ\¬D«_×Q¬©³Æßx¨\á{áJ¨¢ã0¬
§ !>� ªïÙa¬�ÞôË�Ê�g~Ë�Êº®{ÖºÖ,ËJ³�ê¬ÃÞ�ÚDÒÓÒL² Ë�ÊºÑLÏ©Ï©²l³ 2�¶POL½�¹°´D½�í{½ è ¶º¹°¼0½¿ íS¶0½�L�¶l¸°´î¿UÉë½ ³ö«@×Q¬Åm¯·Õ�ÑL¯·Õ�ÑLÊB² Ë�ä{û{û{ûJ³Æßx¨\á{á{ü�ã0¬
§ ! ��ª)«f¬r$�¯D®1fÊB²~Ë�¯D×�æY¬d87ÑÓÖB±BÊB²l³u� ÀÇÆ½�ÆÁ�OÓ½¹°´~½Qí°½#�@½oÀ-½¾,¿ è ¶º¹°¼0½¾,¿ ³Hæ>Ë�Êº®HÒÓÒL²~«_×Q¬©³�)DÊºÖº±ÊºÑDN·Ê\¬Æßx¨\á{á���ã
§ ! â�ª)Ü>¬~É7®°ÊB²l³RJ � : Ì�Æ4��La¹\¾>�s��»U�s� ù�5[³Q¨\âJ¨\ä�Ì,¨\âJ¨ ! ß�ä{û{ûJ¨¢ã0¬
§ !�! ª)ÝF¬�þYÑL¯D×JÊ,ËJ³JæY¬�ý�®°¯DÑÓÖ¢³<Éï¬de�Ë�ÊB¯DÑÓÖ\³ �Æ¹°Á<¼-½l¶0¼�Æ¼B¿°ÀoÂÓ¹°¼-» 0 ¿°»Ä¿°´õÀÈÌD¶B¾�Æ¼B¹�ÀL¾,¹ÅÌîñ

¢ � ´·À�Æ¼-Á<»�¶0´�Æl¿XÆ½�¹°´Ø¿°´îí�QFµJ¶0»Û½¾,¿UÉt�áÌ¹ÌkÉë½¾,¿XÆ½�¹°´·À ³î«ÐÏ©Ï©²ÎÖYþY®°Ê�.P®H®H×öÖºÑLÊB²ÎÑÓÖi²©¯ói¯·¯~Ë�Ï©ø<±B²ÎÒ\Ë�ÏFæ�÷DÑLÔï²ÎÖB±BÊºø�¬
§ ! ��ª)ç�¬%87ÑLÏ©÷~Ë\ø�Ñ{³êýD¬ôÞôË�Ê�g·²©Ï©Ï Ë�±\³êýD¬fóiÚ�g~Ë�Êº×[³7ç�¬ôÞPÊB²Î×·®°Ú�j�³ê«£8êË ÙH²©Ï Í ËJ³�� ´ ¢ÀÇÆ¼0ÁH»�¶0´kÆl¿XÆ½¹°´ ²©¯�ÿYË�Ô�Ë�¯�Ôï²ÎÒLÊº®{ÖºÒÓ®dNHøS³s87Ñ Í ÑLÏÎ®dN·ÔÄÑL¯H±,Ö�Ë�¯D×�Ë1N�N·Ï©²©Ò\Ë�±B²Î®°¯DÖ¢³ÑÓ×J²©±ºÑÓ×	gHøVÉÛ¬ ÆÚ·ÊBÊºÑLÏ©ÏE� ýD¬îæP®°ÊºÖ,ÑL±\³ óôÒ\Ë°×·ÑLÔï²ÎÒ Ý_ÊºÑÓÖºÖ\³�&[®°¯D×·®°¯[³�ßx¨\á{á{â�ã0¬
§ ! á�ª)ç�¬FÜ�ÏÎÑL²ÎÖ,Ò,÷·Ô�Ë�¯·¯[³_ÝF¬Fý~¬Fþ�ÑL¯D×JÊ,ËJ³_ó)¬�ýD¬Fç�Ò/q�Ú·²©Ï©Ï Ë�¯[³ Q�µJ¶0»����PµSñ�À���2�¶�ÆÃÆ4� ³?�6[³[¨\ä{üJ³Æßx¨\á !>� ã0¬
§"�{û�ª@&_¬ÃÉÛ¬�q�Ú~Ë�Õ{Ï©² Ë�¯D®·³ L~Á<¼rÂL¿�¾-¶�¶0´·µ<¿{´î¾-¶Bí 0 ¿°»Ä¿°´XÀL¾,¿XÆÃÆm¶0¼0½r´H¸£¤�L � 0 L�¥%¶rÂ ¢ÂÓ¶º¾�ÆY¹°´ØÀ\¶0»Û½¾,¹°´îí°Á·¾�Æl¹°¼Ä»Ä¿XÆm¶0¼0½¿XÉ�À ³Q²©¯�ÿ�ÑÓÒÓÑL¯H±�ÿiÑÓÖ\¬t87Ñ Í Ñ0Ïl¬ÆÙ�NaÑÓÒL±BÊº®{Ö,ÒL®dN<ø�³ÆÊ,Ë�¯DÖ�.P®°ÊBÏÎ×àÿiÑÓÖºÑ\Ë�ÊºÒ,÷�'YÑL±7.P®°Ê�Ia³Æß�ä{û{û{ä�ã0¬
§"�J¨0ª)ÞY¬îÉY²ÎÑÓÖºÑ{³�8)¬DçöÒ�'7Ë�Ú·Õ{÷H±º®°¯[³AJ �s�PµSñ�À��YQ�µJ¶0»��s¦M� ³�ù��+6Æ³Q¨\ûJ¨0Ì,¨{¨\äJ³�ß�ä{û{û{ä�ã0¬
§"�{ä�ª)þ ¬3e�Ë�±,Ë�¯~Ë1gaÑ{³�-ï¬ÆÅÇÖB÷D²©×~ËJ³E' ¬Æþ7Ë\øSË1C¢Ë�.>ËJ³�-ï¬ÆÅm¯D®°Ú·øSÑ{³ÐÙa¬A,�Ë�.>Ë�±,ËJ³ ��µSñ�À��0 ¶�Ê1�3¦M� ³�6#p[³Q¨���� � ¨��J³�ß�ä{û{û � ã0¬
§"�{ü�ª)ÿ ¬<ÙJË�¯H±,Ë�Ô�Ë�ÊB² ËJ³J«f¬Jæ�÷~Ë�ÊBÊº®·³<ó)¬�V�Ë°Ò\Ë�ÊB² Ë°Ö¢³<ç�¬<æ>Ë°ÖB±BÊº®·³}J ��QÐ¹°»�ÌîÁ�Æ4�=Q�µ·¶0»�� ³?��[³+�J¨{¨{³Æßx¨\á{á{á�ã0¬
§"� � ª)þ ¬îýD¬}'�® Í Ë1I�³#&_¬}&ÆË1N·²©¯DÖ�I<²l³aýD¬QÙa¬#,`.ô² Ë�±�IS®/.fÖ�I<²l³aýD¬}&[ÑÓÖ�C\ÒDCÓø<¯DÖ�I<²l³EJ ����µSñ�À��

Q�µJ¶0»�� ³aù��+�[³Dü��{ä ! ³�ßx¨\á{á{â�ã0¬
§"����ª@&_¬îÉÛ¬+q�Ú~Ë�Õ{Ï©² Ë�¯D®·³�J �s��»��iQFµJ¶0»��3L�¹\¾/� ³�ù�?�6Æ³ ! ü{á{ü�Ì ! ü{á��J³îä{û{û �
§"�{â�ª)ýD¬�8Û¬·ýSË°Ò�IJÖº®°¯[³ Q�É©¿�À,À-½�¾,¿UÉ � ÉÎ¶º¾�Æ¼B¹¢í°½o´a¿°»Û½¾0À ³�e+²©ÏÎÑLøS³�'YÑD.�-�®°Ê�I�³[ßx¨\á{â{ä�ã0¬
§"� ! ªïæY¬QçöÑL¯DÒLÚDÒÓÒL²©¯·²l³Ac)¬[ÙH²©Ï Í ÑÓÖB±BÊB²©¯·²l³ �@½ À0½¾,¿ ��� ¢ � É©¶�ÆÃÆ¼º¹°»Ä¿\¸°´a¶�Æ½oÀ-»Ä¹ ¢ : ÆÃÆ½¾,¿ ³&Q²©Õ{ÚD®°ÊºÑ «_×J²©±º®°ÊºÑ{³+'7Ë1Na®°Ï©²l³Æßx¨\á{á���ã0¬
§"����ª)«f¬¢ó�Ô�Ë�ÏÎ×J²l³°ÿ ¬¢Þ�²RC�C¢Ë�ÊBÊB²l³SÉÛ¬¢ÝÐ²RC�C\ÑLÏ©Ï ËJ³ �@½ À0½¾,¿ � ¶0´a¶0¼º¿UÉ©¶ ³�V�Ë�¯·²ÎÒ,÷DÑLÏ©Ï©²J«_×J²©±º®°ÊºÑ{³ÞP®°ÏÎ®°Õ{¯~ËJ³�ßx¨\á{áJ¨¢ã0¬
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§"�{á�ª�8Û¬PÉÛ¬�8YÚD×JÏÎÑLøS³ ��¿XÆrµ·¶0»Ä¿XÆ½¾,¿UÉÆÂÓ¹°Á<´îí�¿XÆ½�¹°´·ÀêÂÓ¹°¼�¶ÇÉÎ¶º¾�Æ¼B¹°»Ä¿\¸°´�¶�Æ½¾¸ÆrµJ¶º¹°¼-ñ ³Å5«_«_«+ÝÐÊºÑÓÖºÖ\³�'�ÑD.�-@®°Ê�I�³[ßx¨\á{á � ã0¬



§ ¨;©�ª¬«� ®¯©°¨=¨;© ¤²±�³¯´ ©

¨{¬©¨ Ý_²ÎË�¯~®ÄÖº®°ÊBÕ�ÑL¯H±,Ñ�Ñ�N·² Ë�¯D®Ä×J²[ÊB²ÎÒÓ®{ÖB±BÊBÚ�CÓ²Î®°¯DÑ ¬�¬�¬ê¬�¬�¬ê¬�¬�¬ê¬�¬�¬ê¬ �
üJ¬©¨ c�Ë�ÊB²ÎÑL±�µJ³DÖ�N~Ë1CÓ²Î®ï±,Ë�¯·Õ�ÑL¯H±ºÑ Ñ�ÒLÚ·Ê Í ËÛ²©¯H±ºÑLÕ{Ê,Ë�ÏÎÑ ¬ê¬�¬�¬ê¬�¬�¬ê¬�¬�¬ê¬�ä{ä
� ¬©¨ >²RN·²ÎÒÓ®�×J²Î®H×·®ïÏ Ë°ÖºÑLÊ�Ë)Õ{²©Ú·¯�CÓ²Î®°¯DÑ ¬ê¬�¬�¬ê¬�¬�¬�¬ê¬�¬�¬ê¬�¬�¬ê¬�¬�¬ê¬¯�{û
� ¬åä Ý_Êº®1)DÏÎ® ×J²�²©¯<±ºÑL¯DÖB²©±�µ ßrÔï²ÎÖºÚ·Ê,Ë�±º®SãÃ×J²�Ú·¯wflË°ÖºÒL²Î®�NDÊº®H×·®°±B±º® ×DË8Ú·¯×J²Î®H×·®ÄÏ Ë°ÖºÑLÊfÒÓ®°Ï©Ï©²©Ô�Ë�±º® ¬�¬�¬ê¬�¬�¬ê¬�¬�¬ê¬�¬�¬�¬ê¬�¬�¬ê¬�¬�¬ê¬�¬�¬ê¬¯�J¨
� ¬åü ç�®H×JÚ·ÏÎ®ö×·ÑLÏ�f�Ë°Ö,ÒL²Î®à×J²�&Æ®°ÊºÑL¯H±�C Í Ë�Ï©Ú·±,Ë�±º®öÖºÚ[ÈÛË�ã�N·² Ë�¯D®öÖº®°ÊBÕ�ÑL¯H±ºÑ

z = 0
gîã

z = 0.1zR
Ò¢ã
z = 0.5zR

×~ã
z = zR

Ñ\ã
z = 1.5zR

f-ã
z = 2zR

¬fÅiN~Ë�Ê,Ë�ÔÄÑL±BÊB²¡×·ÑLÏFÒ\Ë�Ô(Na®ÃÖ,®°¯D®�ÖºÒÓÑLÏ©±B²FÒÓ®°ÔÄÑ ÖºÑLÕ{ÚDÑ{È
λ =

0.6328µm
³
wx = wy = w = 103λ

¬
zR = 2πw2/λ = 3.976m

§ � ä�ª ���
� ¬ � ó�Ô(N·²ÎÑDC�C¢Ëf×·ÑLÏSÒÓË�Ô(Na® ßrÏ©²©¯DÑ\ËfÒÓ®°¯H±B²©¯HÚ~Ë�ãQÑ¡²©¯H±ºÑL¯DÖº²©±�µ�ßrÏ©²©¯DÑ\Ë>±BÊ-Ë�±B±ºÑLÕ°ÌÕ{² Ë�±,Ë�ãENaÑLÊ_²©Ï�N·ÊB²©ÔÄ®�ß�Ë�ãFÑôÖºÑÓÒÓ®°¯D×·®�ß¶gîãFÒ\Ë�Ô(Na®�ÖºÚ�NaÑLÊxÌ4&[®°ÊºÑL¯H±�CÓ² Ë�¯~®ÒÓ®°ÊBÊB²ÎÖPNa®°¯D×·ÑL¯H±B²~Ë

M = 1
¬ÐÙH²�·>ÖºÒÓÑLÏ©±º®

α = 1
¬�&�¸åË°Ö,ÒL²ÎÖºÖ,Ëb·�²©¯ÛÚ·¯·²©±�µË°×J²©ÔÄÑL¯DÖº²Î®°¯~Ë�Ï©²Æ¯D®°ÊBÔ�Ë�Ï©²RC�C¢Ë�±,ËÃË�Ï Í Ë�ÏÎ®°ÊºÑ�×J² α ¬+¬�¬�¬�¬ê¬�¬�¬ê¬�¬�¬ê¬�â !� ¬"� &�Ë|flË�Ôï²©Õ{Ï©² Ë)×J²t�SÚ~Ë�±B±ºÊº®)Ò\Ë�Ô(N·²QÖBÚ�NaÑLÊxÌ4&Æ®°ÊºÑL¯H±�CÓ² Ë�¯·²Æ®°ÊB±º®°Õ�®°¯~Ë�Ï©²Q®°±BÌ±ºÑL¯HÚ·±,Ë{NaÑLÊ

M = 2
¬+ÙH²fÊB²RNa®°ÊB±,Ë�Ï�¸åË�Ô(N·²ÎÑDC�C¢Ë8×·ÑLÏiÒ\Ë�Ô(Na®+ßrÏ©²©¯DÑ\Ë±BÊ,Ë�±B±ºÑLÕ{Õ{² Ë�±,ËSã�ÑïÏ�¸ ²©¯H±ºÑL¯DÖº²©±�µ8ßrÏ©²©¯DÑ\ËVÒÓ®°¯H±B²©¯HÚ~Ë�ã�ÖºÚ

z = 0
¬ÃÅMN~Ë�Ê,Ë�ÌÔÄÑL±BÊB²�Öº®°¯D®ÄÖB±,Ë�±B²s)~ÖºÖ,Ë�±B²[ÒÓ®°ÔÄÑ ÖºÑLÕ{ÚDÑ{È

α1 = 1
³
α2 = 2

¬�&�¸åË°ÖºÒL²ÎÖºÖ-Ë
·ê²©¯NÚ·¯·²©±�µ�Ë°×J²©ÔÄÑL¯DÖB²Î®°¯~Ë�Ï©²Æ¯D®°ÊBÔ�Ë�Ï©²RC�C¢Ë�±,ËÃË�Ï Í Ë�ÏÎ®°ÊºÑ�×J² α1

¬ô¬ê¬�¬�¬ê¬�â��
� ¬åâ ç�®H×JÚ·ÏÎ®V×·ÑLÏ=f�Ë°ÖºÒL²Î®

SLB0(x, z)
Õ{Ê,Ë>)~Ò\Ë�±º®mNaÑLÊ�²_ÖºÑLÕ{ÚDÑL¯H±B² Í Ë�ÏÎ®°ÊB²lÈ

λ = 6 · 10−7
§ ÔÛªm³

α1 = 103λ
³
α2 = 2α1

¬¡ÏÎÑ Í Ë�ÊB² Ë1g·²©Ï©² x Ñ z Ö,®°¯D®ÑÓÖPN·ÊºÑÓÖºÖºÑV²©¯+ÔÄÑL±BÊB²l¬¹&ÆË Í Ë�ÊB² Ë1g·²©ÏÎÑ z ·àÒÓ®°Ô(N·ÊºÑÓÖ-ËØ¯DÑLÏ©Ï�¸ ²©¯H±ºÑLÊ Í Ë�Ï©ÏÎ®
[zR1 , zR2 ]

ÒÓ®°¯
zR1 = 3.7m

Ñ{³
zR2 = 15m

¬U¬�¬�¬ê¬�¬�¬�¬ê¬�¬�¬ê¬�¬�â{á
� ¬ ! ç�®H×JÚ·ÏÎ®�×·ÑLÏfÒ\Ë�Ô(Na®

SLB2(x, z)
¬dÅ Í Ë�ÏÎ®°ÊB²f×·ÑL²%N~Ë�Ê,Ë�ÔÄÑL±BÊB²iÖ,®°¯D®)~Ö,Ö,Ë�±B²[ÒÓ®°ÔÄÑê²©¯	)DÕ{Ú·Ê,Ë � ¬åâX¬ê¬�¬�¬ê¬�¬�¬ê¬�¬�¬�¬ê¬�¬�¬ê¬�¬�¬ê¬�¬�¬ê¬ ! û

� ¬"� ÅÇÏdf�Ë°Ö,ÒL²©®�ÉêË�ÚDÖºÖB² Ë�¯D®Yf®°¯~×DË�ÔÄÑL¯H±,Ë�ÏÎÑ
e−x

2/w20
³¢Ê,Ë1N�N·ÊºÑÓÖºÑL¯H±,Ë�±º®iÔÄÑÓ×J² Ë�¯JÌ±ºÑ�Ú·¯�flË°ÖºÒL²Î®dÖºÚ�NaÑLÊxÌ4&[®°ÊºÑL¯H±�CÓ² Ë�¯~® ÒÓ®°ÔÄÑ�²©¯D×J²ÎÒ\Ë�±º® ¯DÑLÏ©Ï Ë�f®°ÊBÔ Ú·Ï Ë

� ¬åá{ä�ß�Ë�ã¡ÑôÑLÊBÊº®°ÊºÑfÊºÑLÏ Ë�±B² Í ®�ß¶gîã0¬¡Å�Õ{Ê,Ë>)~ÒL²îÖº®°¯D®�Ñ»ºQÑL±B±BÚ~Ë�±B²îÖBÚ z = 0
¬

w0 = 100µm
¬=&�¸åË°Ö,ÒL²ÎÖºÖ,Ë(·7²©¯VÔÄÑ0±ºÊB²l¬D¬ê¬�¬�¬ê¬�¬�¬ê¬�¬�¬ê¬�¬�¬�¬ê¬�¬ ! ä

¨\ü��



¨\ü{â ¼�[3¼�½(¾%\�¿�¼�[3[3¼�a;XD](À�^M¼

� ¬åá ÝÐÊº®dN~Ë�ÕSË1CÓ²Î®°¯DÑi×J²·Ú·¯@flË°ÖºÒL²Î®7ÖºÚ�NaÑLÊxÌ4&[®°ÊºÑL¯H±�CÓ² Ë�¯~®�×J²D®°Êº×J²©¯DÑ
M = 5

³×·ÑÓÖºÒLÊB² Í ÑL¯H±ºÑ ²pÏ3f�Ë°Ö,ÒL²Î®ÃÉêË�ÚDÖºÖB² Ë�¯D® e−x2/w20 ³~ÒÓ®°¯ w0 = 100µm
¬�&[ÑÖB²©Ô Ú·Ï Ë1CÓ²Î®°¯·²ôÖ,®°¯D®�f�Ë�±B±ºÑ�NaÑLÊ

λ = 0.6328µm
¬�Å Í Ë�ÏÎ®°ÊB²>×J² x Ñ zÖº®°¯D®Û²©¯VÔÄÑL±BÊB²l¬ï¬ê¬�¬�¬ê¬�¬�¬ê¬�¬�¬�¬ê¬�¬�¬ê¬�¬�¬ê¬�¬�¬�¬ê¬�¬�¬ê¬�¬�¬ ! ü

� ¬©¨\û+ói¯D×DË�ÔÄÑL¯H±º®i×·ÑLÏ�ÔÄ®H×JÚ·ÏÎ®·³�²©¯�Ú·¯·²©±�µfË�Ê�g·²©±BÊ,Ë�ÊB²ÎÑ{³�×·ÑLÏ�flË°ÖºÒL²Î®ô×J²Sþ�ÑLÊBÔï²©±ºÑ0ÌÉêË�ÚDÖºÖYþêÉ
20
ßrÏ Ë�±º®õÖB²©¯·²ÎÖº±BÊº®SãiÑ Ï ËÃÖBÚ~ËÃ×·ÑÓÖºÒLÊB²RCÓ²Î®°¯DÑïË1N�N·Êº®{Ö,ÖB²©Ô�Ë�±,ËÔÄÑÓ×J² Ë�¯H±ºÑNÚ·¯ÁflË°ÖºÒL²Î®�ÖBÚ�NaÑLÊxÌ4&[®°ÊºÑL¯H±�CÓ²oË�¯D®8×J²ô®°Êº×J²©¯DÑ

M = 5
ßrÏ Ë�Ì±º®8×·ÑÓÖB±BÊº®Sã0¬ ÅÛÕ{Ê,Ë>)~ÒL²YÖº®°¯D®�ÖB±,Ë�±B²iÊºÑ\Ë�Ï©²RC�C¢Ë�±B²bNaÑLÊ

z1 = 0
³
z2 =

0.5 zR
³
z3 = zR

³Q×·® Í Ñ zR ·)Ï Ëõ×J²ÎÖB±,Ë�¯�C¢Ë�×J²Ðÿ�Ë\ø<ÏÎÑL²©Õ{÷�×·ÑLÏ;f�Ë°ÖºÒL²Î®×J²�þYÑLÊBÔï²©±ºÑ0Ì5ÉêË�ÚDÖºÖ\¬VÅbN~Ë�Ê,Ë�ÔÄÑL±BÊB²>Ö,®°¯D®àÖB±,Ë�±B²PÖºÒÓÑLÏ©±B²�ÒÓ®°ÔÄÑÃÖ,ÑLÕ{ÚDÑ{È
λ = 0.6328µm

³
w0 = 100µm

Ñïç{Â��J¬(&[ÑÄÒÓ®H®°Êº×J²©¯~Ë�±ºÑÃÖ�N~Ë1CÓ² Ë�Ï©²
(x, y)

Öº®°¯D®7¯D®°ÊBÔ�Ë�Ï©²RC�C¢Ë�±ºÑ�Ë�Ï Í Ë�ÏÎ®°ÊºÑ w0
Ñ Í Ë�¯·¯D®ê×DË [−5, 5]× [−5, 5]

¬ !>�
�J¬©¨ &Q²©¯DÑÓÑ�×J²�Ò\Ë�Ô(Na®�NaÑLÊ�Na®°Ï Ë�ÊB²RC�C¢Ë1CÓ²Î®{¯DÑ�ËØÖº²©ÔïÔÄÑL±BÊB² Ë�ÑLÏ©Ï©²©±B±B²ÎÒ\Ë8¯DÑLÏ

N·² Ë�¯D®
z = 0

ÈiÒ\Ë°Öº®õÊ,Ë°×J² Ë�ÏÎÑ{¬�ÅÇ¯öÊB²*f�ÑLÊB²©ÔÄÑL¯H±º®VË�Ï©Ï�¸ Ñ��SÚ~Ë1CÓ²Î®°¯DÑU�J¬"�õÖB²÷~Ë
f(r, z) = J0(r, z)

³
A/B = 3/10

³
α = 0

³
w0 = 100µm

¬¡¬�¬ê¬�¬ ! á
�J¬åä &Q²©¯DÑÓÑ�×J²�Ò\Ë�Ô(Na®�NaÑLÊ�Na®°Ï Ë�ÊB²RC�C¢Ë1CÓ²Î®{¯DÑ�ËØÖº²©ÔïÔÄÑL±BÊB² Ë�ÑLÏ©Ï©²©±B±B²ÎÒ\Ë8¯DÑLÏ

N·² Ë�¯D®
z = 0

ÈPÒ\Ë°Öº®õË1CÓ²©Ô Ú·±,Ë�ÏÎÑ{¬�ÅÇ¯àÊB²*fÑLÊB²©ÔÄÑL¯H±º®�Ë�Ï©Ï�¸ Ñ��HÚ~Ë1CÓ²Î®°¯DÑl�J¬"�ÖB²Q÷~Ë
f(r, z) = J0(r, z)

³
A/B = 3/10

³
α = π/2

³
w0 = 100µm

¬N¬¯�{û
�J¬åü &Q²©¯DÑÓÑ�×J²�Ò\Ë�Ô(Na®�NaÑLÊ�Na®°Ï Ë�ÊB²RC�C¢Ë1CÓ²Î®{¯DÑ�ËØÖº²©ÔïÔÄÑL±BÊB² Ë�ÑLÏ©Ï©²©±B±B²ÎÒ\Ë8¯DÑLÏ

N·² Ë�¯D®
z = 0

È¡Ò\Ë°Öº®ÛË Ö�N·²©Ê,Ë�ÏÎÑ{¬ÐÅÇ¯ÃÊB²*f�ÑLÊB²©ÔÄÑL¯H±º®ÛË�Ï©Ï�¸ Ñ��HÚ~Ë1CÓ²Î®°¯DÑ��J¬"� ÖB²÷~Ë
f(r, z) = J0(r, z)

³
A/B = 3/10

³
α = 0.8

³
w0 = 100µm

¬Ð¬ê¬�¬¯�J¨
âJ¬©¨ hi¯�×J² Ë�Õ{Ê,Ë�ÔïÔ�Ë ×J² Ï©² Í ÑLÏ©Ï©²)×J²)Ñ0¯~Ñ0ÊºÕ{²ÎË+ÖºÑLÔ(N·Ï©²*)~Ò\Ë�±º® Ò,÷DÑ8ÖPN·²ÎÑLÕSËÏ�¸ ®°ÊB²©Õ{²©¯DÑ�×DÑ0Ï©ÏÎÑ�ÊB²©Õ{÷DÑ ÙH±º®dISÑLÖiÑ�Ë�¯H±B²pÌ5ÙH±º®dISÑÓÖf²©¯VÚ·¯~ËÛÔÄ®°ÏÎÑÓÒÓ®°Ï ËJ¬Y¬�¬�¬Ã�{ââJ¬åä Ù<Ò,÷DÑLÔ�ËÛ×J²�Ú·¯~Ë)ÒÓ®°¯�)DÕ{Ú·Ê,Ë1CÓ²Î®°¯~Ñ�×J²[Ë°Ò��HÚ·²ÎÖB²RCÓ²Î®°¯DÑêÿ�Ë�Ô�Ë�¯�²©¯ òº¿�¾D� ¢ÀL¾,¿XÆÃÆm¶0¼0½o´<¸ ¬�¬�¬�¬ê¬�¬�¬ê¬�¬�¬ê¬�¬�¬�¬ê¬�¬�¬ê¬�¬�¬ê¬�¬�¬�¬ê¬�¬�¬ê¬�¬�¬Ã�{áâJ¬åü Ù<Ò,÷DÑLÔ�Ëï×J²sfrÚ·¯�CL²Î®°¯~Ë�ÔÄÑL¯<±º®�×J²[Ú·¯VÖB²©¯·Õ�®°ÏÎ®ÄÔÄ®°¯D®HÒLÊº®°Ô�Ë�±º®°ÊºÑ{¬�¬�¬�¬ á{ûâJ¬ � c�²ÎÖB±,ËdÏ Ë�±ºÑLÊº®�ÌÇË�¯H±ºÑLÊº²Î®°ÊºÑ�×·ÑLÏ�Ôï²©ÒLÊº®{ÖPNaÑL±B±BÊº®°ÔÄÑL±BÊº®+ÿ�Ë�Ô�Ë�¯ ²©¯U×·®�Ì±,Ë1CÓ²Î®°¯DÑÄN·ÊºÑÓÖºÖº®�²pÏ>Ï Ë1ga®°Ê,Ë�±º®°ÊB²Î®�Ôï²ÎÒLÊº®{ÿ�Ë�Ô�Ë�¯
×·ÑLÏ©Ï�¸ ÅÇÖB±B²©±BÚ·±º®8ÙH±BÚD×J²ç�Ë�±ºÑLÊB² Ë�Ï©²('YË�¯D®{Öº±BÊBÚ·±B±BÚ·Ê,Ë�±B²VßÅBÙ<çT'êãV×·ÑLÏÄæi'�ÿ ³iç�®°¯H±ºÑLÏ©²Rg·ÊºÑL±B±B²l³ÿi®°Ô�ËJ¬ö¬�¬ê¬�¬�¬ê¬�¬�¬ê¬�¬�¬ê¬�¬�¬�¬ê¬�¬�¬ê¬�¬�¬ê¬�¬�¬�¬ê¬�¬�¬ê¬�¬�¬ á �âJ¬"� c�²ÎÖB±,ËàÏ Ë�±ºÑLÊº®�Ì�Na®{ÖB±ºÑLÊB²Î®{ÊºÑN×·ÑLÏ>Ôï²ÎÒLÊº®{Ö�NaÑL±B±BÊº®°ÔÄÑL±ºÊº®�ÿYË�Ô�Ë�¯d²©¯ ×·®�Ì±,Ë1CÓ²Î®°¯DÑÄN·ÊºÑÓÖºÖº®�²pÏ>Ï Ë1ga®°Ê,Ë�±º®°ÊB²Î®�Ôï²ÎÒLÊº®{ÿ�Ë�Ô�Ë�¯
×·ÑLÏ©Ï�¸ ÅÇÖB±B²©±BÚ·±º®8ÙH±BÚD×J²ç�Ë�±ºÑLÊB² Ë�Ï©²('YË�¯D®{Öº±BÊBÚ·±B±BÚ·Ê,Ë�±B²VßÅBÙ<çT'êãV×·ÑLÏÄæi'�ÿ ³iç�®°¯H±ºÑLÏ©²Rg·ÊºÑL±B±B²l³ÿi®°Ô�ËJ¬ ¬ê¬�¬�¬ê¬�¬�¬ê¬�¬�¬ê¬�¬�¬�¬ê¬�¬�¬ê¬�¬�¬ê¬�¬�¬�¬ê¬�¬�¬ê¬�¬�¬ á��âJ¬åâ ÅmÔïÔ�Ë�Õ{²©¯DÑïË�Ï¡Ôï²©ÒLÊº®{Ö,ÒÓ®dN·²Î®�ÑLÏÎÑL±B±BÊº®°¯·²ÎÒÓ®N×J²¡Ú·¯�Ò\Ë�Ô(N·²Î®°¯DÑï×J²;ÅuÆ�Ç�ÈÒÓ®°¯V×·ÑDNa®{Öº²©±º®Ä×J²[²©Ö,®°ÏÎÑê×J²3Ç�Éî¬F¬�¬�¬�¬ê¬�¬�¬ê¬�¬�¬ê¬�¬�¬�¬ê¬�¬�¬ê¬�¬�¬ á !âJ¬ ! ÙH±BÊBÚ·±B±BÚ·Ê,ËÄÒ,÷·²©Ôï²ÎÒ\Ëï×DÑ0Ï©Ï�¸åË°×·ÑL¯·²©¯~ËV¬�¬ê¬�¬�¬ê¬�¬�¬ê¬�¬�¬�¬ê¬�¬�¬ê¬�¬�¬ á !âJ¬"� ÙH±BÊBÚ·±B±BÚ·Ê,ËÄÒ,÷·²©Ôï²ÎÒ\Ëï×DÑ0Ï©Ï Ëï±B²©Êº®{ÖB²©¯~Ë ¬ê¬�¬�¬ê¬�¬�¬ê¬�¬�¬�¬ê¬�¬�¬ê¬�¬�¬ á��âJ¬åá Ù�NaÑL±B±BÊº®�×·ÑLÏ©Ï�¸åË°×·ÑL¯·²©¯~Ë�Ï©²o�HÚ·²Î×DËJ³~ÑÓÒÓÒL²©±,Ë�±,Ë�×DËÄÖº®°ÊBÕ�ÑL¯H±ºÑ Ë

514.5nm
³ÒÓ®°¯H±ºÑL¯HÚ·±,Ëï²©¯VÒ\Ë1N·²©Ï©Ï Ë�ÊºÑ ×J² Í Ñ0±ºÊº®·¬ÐÅÇ¯H±ºÑLÊ Í Ë�Ï©Ï©® [200, 1000] cm−1 ¬a¬�¬ á{áâJ¬©¨\û Ù�NaÑL±B±BÊº®�×·ÑLÏ©Ï�¸åË°×·ÑL¯·²©¯~Ë�Ï©²o�HÚ·²Î×DËJ³~ÑÓÒÓÒL²©±,Ë�±,Ë�×DËÄÖº®°ÊBÕ�ÑL¯H±ºÑ Ë

514.5nm
³ÒÓ®°¯H±ºÑL¯HÚ·±,Ëï²©¯VÒ\Ë1N·²©Ï©Ï Ë�ÊºÑ ×J² Í Ñ0±ºÊº®·¬ÐÅÇ¯H±ºÑLÊ Í Ë�Ï©Ï©® [800, 1200] cm−1 ¬ ¬ á{á



¼�[A¼�½l¾%\Ê¿b¼�[3[3¼�a;XD]lÀE^`¼ ¨\ü !
âJ¬©¨{¨ Ù�NaÑL±B±BÊº®�×·ÑLÏ�Ò\Ë1N·²©Ï©Ï Ë�ÊºÑÃ²©¯ Í ÑL±BÊº®·³¡×J² Ë�ÔÄÑL±BÊº® 1mm ³�Ú·±B²©Ï©²RC�C¢Ë�±º®TNaÑLÊÒÓ®°¯H±ºÑL¯DÑLÊºÑ_ÏÎÑÐÔÄ®°ÏÎÑÓÒÓ®°ÏÎÑ_²©¯�Ö,®°Ï©Ú�CÓ²Î®°¯DÑ@Ë°Ò��HÚD®{Ö,ËJ¬�Åm¯H±ºÑLÊ Í Ë�Ï©ÏÎ® [300, 2900]cm−1 ¬¨\û{ûâJ¬©¨\ä Ù�NaÑL±B±BÊº®i×J²rÅuÆdÇ+ÈPÒLÊB²ÎÖB±,Ë�Ï©Ï©²©¯D®iÒÓ®°¯�²ÎÖº®°ÏÎÑ_×J²�ÇuÉ~¬ÆÅÇ¯H±ºÑLÊ Í Ë�Ï©ÏÎ® [300, 1200]cm−1 ¬�¨\û{ûâJ¬©¨\ü Ù�NaÑL±B±BÊº®i×J²rÅuÆdÇ+ÈPÒLÊB²ÎÖB±,Ë�Ï©Ï©²©¯D®iÒÓ®°¯�²ÎÖº®°ÏÎÑ_×J²�ÇuÉ~¬ÆÅÇ¯H±ºÑLÊ Í Ë�Ï©ÏÎ® [800, 2500]cm−1 ¬�¨\ûJ¨âJ¬©¨ � Å5Öº®°ÏÎÑÄ×J²�Ç�Éî³�Ë°ÒÓÒLÊºÑÓÖ,ÒL²pÚD±ºÑÃÖBÚ8ÖB±BÊ,Ë�±º®à×J²�Å�ÆdÇ+È<³�Ñ�Ë°×·Öº®°Ê�gD²pÔÄÑL¯<±º®ö×J²ÔÄ®°ÏÎÑÓÒÓ®°ÏÎÑ�²©¯àÖBÚ�NaÑLÊË)~ÒL²ÎÑ{¬ ¬�¬ê¬�¬�¬ê¬�¬�¬ê¬�¬�¬�¬ê¬�¬�¬ê¬�¬�¬ê¬�¬�¬ê¬õ¨\û{äâJ¬©¨�� Ù�NaÑL±B±BÊº®�×·ÑLÏYÅuÆ�Ç�ÈàÒÓ®°¯d²ÎÖ,®°ÏÎÑõ×J²ôË�ÊBÕ�ÑL¯H±º®�×·®dNa®�Ë°×·Öº®°Ê�g·²©ÔÄÑL¯H±º®�×J²ÔÄ®°ÏÎÑÓÒÓ®°ÏÎÑ ×J²�Ë°×·ÑL¯·²©¯~ËJ¬@Åm¯<±ºÑLÊ Í Ë�Ï©ÏÎ® [300, 1200]cm−1 ¬�¬ê¬�¬�¬ê¬�¬�¬ê¬õ¨\û{äâJ¬©¨\â Ù�NaÑL±B±BÊº®�×·ÑLÏYÅuÆ�Ç�ÈàÒÓ®°¯d²ÎÖ,®°ÏÎÑõ×J²ôË�ÊBÕ�ÑL¯H±º®�×·®dNa®�Ë°×·Öº®°Ê�g·²©ÔÄÑL¯H±º®�×J²ÔÄ®°ÏÎÑÓÒÓ®°ÏÎÑ ×J²�Ë°×·ÑL¯·²©¯~ËJ¬@Åm¯<±ºÑLÊ Í Ë�Ï©ÏÎ® [800, 2500]cm−1 ¬ê¬�¬�¬ê¬�¬�¬ê¬õ¨\û{üâJ¬©¨ ! Ù�NaÑL±B±BÊº®N×·ÑLÏ©Ï ËõÖº®°Ï©Ú�CÓ²Î®°¯DÑÄË°Ò��SÚD®{Ö-ËÃÖ,Ë�±BÚ·Ê,Ëõ×J²¡±B²©Êº®{ÖB²©¯~ËJ¬�ÅÇ¯H±ºÑLÊ Í Ë�Ï©ÏÎ®

[200, 1000]cm−1
¬ ¬�¬ê¬�¬�¬ê¬�¬�¬ê¬�¬�¬ê¬�¬�¬�¬ê¬�¬�¬ê¬�¬�¬ê¬�¬�¬ê¬õ¨\û �âJ¬©¨�� Ù�NaÑL±B±BÊº®N×·ÑLÏ©Ï ËõÖº®°Ï©Ú�CÓ²Î®°¯DÑÄË°Ò��SÚD®{Ö-ËÃÖ,Ë�±BÚ·Ê,Ëõ×J²¡±B²©Êº®{ÖB²©¯~ËJ¬�ÅÇ¯H±ºÑLÊ Í Ë�Ï©ÏÎ®

[800, 2000]cm−1
¬ ¬�¬ê¬�¬�¬ê¬�¬�¬ê¬�¬�¬ê¬�¬�¬�¬ê¬�¬�¬ê¬�¬�¬ê¬�¬�¬ê¬õ¨\û��âJ¬©¨\á Ù�NaÑL±B±BÊº®�ÿ�Ë�Ô�Ë�¯d×J²�Ò\Ë�Ô(N·²Î®°¯DÑõ×J² ÄLÁ·¿°´�ÆÁ<»#í�¹¹ÆrÀ ×J²MÌ/ÍrÇ+È�Î�ÅuÆ�Ç�È<¬ÅÇ¯H±ºÑLÊ Í Ë�Ï©ÏÎ® [400, 900]cm−1 ¬ ¬�¬�¬ê¬�¬�¬ê¬�¬�¬�¬ê¬�¬�¬ê¬�¬�¬ê¬�¬�¬ê¬õ¨\û{ââJ¬åä{û Ù�NaÑL±B±BÊº®�ÿ�Ë�Ô�Ë�¯d×J²�Ò\Ë�Ô(N·²Î®°¯DÑõ×J²�Ï Á·¿°´+ÐÁ<»#í�¹�ÐrÀ ×J²MÌ/ÍrÇ+È�Î�ÅuÆ�Ç�È<¬ÅÇ¯H±ºÑLÊ Í Ë�Ï©ÏÎ® [900, 1600]cm−1 ¬P¬�¬�¬ê¬�¬�¬ê¬�¬�¬�¬ê¬�¬�¬ê¬�¬�¬ê¬�¬�¬ê¬õ¨\û !âJ¬åäJ¨ Ù�NaÑL±B±BÊº®ï×·ÑLÏ©Ï Ë)±B²©Êº®{ÖB²©¯~ËïË°×·Öº®°Ê�g·²©±,ËÛÖBÚ{Ï Á·¿°´+ÐÁ<» í�¹�ÐrÀ Ì>ÍrÇ�È�Î�Å�ÆdÇ+È�¬ÅÇ¯H±ºÑLÊ Í Ë�Ï©ÏÎ® [400, 900]cm−1 ¬ ¬�¬�¬ê¬�¬�¬ê¬�¬�¬�¬ê¬�¬�¬ê¬�¬�¬ê¬�¬�¬ê¬õ¨\û !âJ¬åä{ä Ù�NaÑL±B±BÊº®�×·ÑLÏ©Ï ËÃ±B²©Êº®{ÖB²©¯~ËõË°×·Ö,®°Ê�g·²©±,ËõÖBÚÑÏ Á·¿°´+ÐÁ<»3í�¹�ÐrÀ Ì/ÍrÇ+È�Î�ÅuÆ�Ç�È<¬ÅÇ¯H±ºÑLÊ Í Ë�Ï©ÏÎ® [900, 1600]cm−1 ¬P¬�¬�¬ê¬�¬�¬ê¬�¬�¬�¬ê¬�¬�¬ê¬�¬�¬ê¬�¬�¬ê¬õ¨\û��âJ¬åä{ü Ù�NaÑL±B±BÊº®�×·ÑLÏ©Ï ËÃ±B²©Êº®{ÖB²©¯~ËõË°×·Ö,®°Ê�g·²©±,ËõÖBÚÑÏ Á·¿°´+ÐÁ<»3í�¹�ÐrÀ Ì/ÍrÇ+È�Î�ÅuÆ�Ç�È<¬ÅÇ¯H±ºÑLÊ Í Ë�Ï©ÏÎ® [1600, 2200]cm−1 ¬ ¬�¬ê¬�¬�¬ê¬�¬�¬�¬ê¬�¬�¬ê¬�¬�¬ê¬�¬�¬ê¬õ¨\û��âJ¬åä � Ù�NaÑL±B±BÊº®�×·ÑLÏ©Ï ËÃ±B²©Êº®{ÖB²©¯~ËõË°×·Ö,®°Ê�g·²©±,ËõÖBÚÑÏ Á·¿°´+ÐÁ<»3í�¹�ÐrÀ Ì/ÍrÇ+È�Î�ÅuÆ�Ç�È<¬ÅÇ¯H±ºÑLÊ Í Ë�Ï©ÏÎ® [400, 900]cm−1 ¬�ÅÇÏ@ÒÓË�Ô(ND²©®°¯~Ñ�·ÄÖº±,Ë�±º®·³�×·®dNa®V²©ÔïÔÄÑLÊxÌÖº²Î®°¯DÑ>²©¯Ä±B²©Êº®{ÖB²©¯~ËJ³<Ë1g�ga®°¯D×DË�¯H±ºÑLÔÄÑÓ¯H±ºÑ�ÖºÒL² Ë°Ò��HÚ~Ë�±º®ê²©¯UÇuÒ�Óî³°Ô�Ë7¯D®°¯Ö,®°±B±º®dNa®{ÖB±º®�Ë°×àË�Õ{²©±,Ë1CÓ²Î®°¯DÑ�Ú·Ï©±BÊ,Ë°Öº®°¯·²ÎÒ\ËJ¬ ¬�¬�¬�¬ê¬�¬�¬ê¬�¬�¬ê¬�¬�¬ê¬õ¨\û{áâJ¬åä�� Ù�NaÑL±B±BÊº®�×·ÑLÏ©Ï ËÃ±B²©Êº®{ÖB²©¯~ËõË°×·Ö,®°Ê�g·²©±,ËõÖBÚÑÏ Á·¿°´+ÐÁ<»3í�¹�ÐrÀ Ì/ÍrÇ+È�Î�ÅuÆ�Ç�È<¬ÅÇ¯H±ºÑLÊ Í Ë�Ï©ÏÎ® [900, 1600]cm−1 ¬�ÅÇÏÆÒ\Ë�Ô(N·²Î®°¯DÑn· ÖB±,Ë�±º®·³~×·®dNa®Ä²©ÔïÔÄÑLÊxÌÖº²Î®°¯DÑ>²©¯Ä±B²©Êº®{ÖB²©¯~ËJ³<Ë1g�ga®°¯D×DË�¯H±ºÑLÔÄÑÓ¯H±ºÑ�ÖºÒL² Ë°Ò��HÚ~Ë�±º®ê²©¯UÇuÒ�Óî³°Ô�Ë7¯D®°¯Ö,®°±B±º®dNa®{ÖB±º®�Ë°×àË�Õ{²©±,Ë1CÓ²Î®°¯DÑ�Ú·Ï©±BÊ,Ë°Öº®°¯·²ÎÒ\ËJ¬ ¬�¬�¬�¬ê¬�¬�¬ê¬�¬�¬ê¬�¬�¬ê¬õ¨{¨\ûâJ¬åä{â Ù�NaÑL±B±BÊº®�×·ÑLÏ©Ï ËÃ±B²©Êº®{ÖB²©¯~ËõË°×·Ö,®°Ê�g·²©±,ËõÖBÚÑÏ Á·¿°´+ÐÁ<»3í�¹�ÐrÀ Ì/ÍrÇ+È�Î�ÅuÆ�Ç�È<¬ÅÇ¯H±ºÑLÊ Í Ë�Ï©ÏÎ® [1600, 2000]cm−1 ¬�ÅÇÏJÒ\Ë�Ô(N·²Î®°¯DÑH·PÖB±-Ë�±º®·³{×·®dNa®7²©ÔïÔÄÑLÊxÌÖº²Î®°¯DÑ>²©¯Ä±B²©Êº®{ÖB²©¯~ËJ³<Ë1g�ga®°¯D×DË�¯H±ºÑLÔÄÑÓ¯H±ºÑ�ÖºÒL² Ë°Ò��HÚ~Ë�±º®ê²©¯UÇuÒ�Óî³°Ô�Ë7¯D®°¯Ö,®°±B±º®dNa®{ÖB±º®�Ë°×àË�Õ{²©±,Ë1CÓ²Î®°¯DÑ�Ú·Ï©±BÊ,Ë°Öº®°¯·²ÎÒ\ËJ¬ ¬�¬�¬�¬ê¬�¬�¬ê¬�¬�¬ê¬�¬�¬ê¬õ¨{¨{¨

ó ¬©¨ æ>Ë�ÔïÔï²©¯D®�×J²@²©¯H±ºÑLÕ{Ê,Ë1CÓ²Î®°¯DÑõÖºÒÓÑLÏ©±º®mNaÑLÊ Í Ë�Ï©Ú·±,Ë�ÊºÑ�Ï ËNÊ,Ë1N�N·ÊºÑÓÖºÑL¯H±,Ë�ÌCÓ²Î®°¯DÑ�Ö�NaÑL±B±BÊ,Ë�ÏÎÑ�×·ÑLÏ©Ï ËN×·ÑLÏ©±,ËV×J²�8Y²©Ê,Ë°Ò(NaÑLÊ�Ï�¸ Ñ��HÚ~Ë1CÓ²Î®°¯DÑ�×J²@Þ>ÑÓÖºÖºÑLÏó)¬åäJ¨{¬_¬�¬ê¬�¬�¬ê¬�¬�¬�¬ê¬�¬�¬ê¬�¬�¬ê¬�¬�¬ê¬�¬�¬�¬ê¬�¬�¬ê¬�¬�¬ê¬�¬�¬ê¬õ¨\äJ¨


