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Øk]fÈpß3ÆµÞ�ÒL�WÖpÌ
ÈW÷�Í

ë



ÈWò�Ò
ÇµÖÚÆZÈWÇjÖp÷�ÈWÊËÆ
Mk

÷�ÊËÆTÈpÄ�ÓÂïxÍÂß
2 6 k 6 37.

ã�Ò�ØZÞËÈ�ùvÒ
ÉRÆZÞqÖÚÆôÆµÞ�Ò�É�ÍÂÔ"Ò
Ä�ØZÍÂÈWÄ>Èpß�ÆZÞ�Ò�æpÒ'Ç×Ä�Ò'Ó
Ò'û?ÊqÖÚÓÎØ

4.
Ý0Þ�Ò�ÇZÒ
ØZÊ�ÓÕÆTÍÂØ�ÆµÇZÊ�ÒmÖÚÓÎØ×È�ÍÂß

k = 1
\ØZÒ
Ò'Y Û��S[l]íÁ�<qÇ×ÈWÔdÆZÞqÖÚÆjÍÂÆ�ß(ÈWÓÎÓÂÈ�ù�ØfÆµÞ�Ò�Ä�ÈWÄ�É�Ò'çWÒ
Ä�â

Ò'ÇZÖpÌ
ï{Èpß
Mk.

ÃÅÄ ÌXÞ�ÖpòËÆµÒ
ÇJÀJÃ�ØZÞ�È�ù ÆµÞqÖ*Æ�ÍÂÆTÍÎØTò�ÈWØZØ×ÍÎ÷�ÓÂÒmÆZÈxÒíì�ÆZÒ'Ä�É.ÆZÞ�Ò!ÇZÒ'Ø×Ê�ÓÂÆîÈpßm�%ÁHW�Ö�ï�ÖÚÆµÖpÄ�Í
ß(ÈWÇî÷�ÍÎçpçWÒ'ÇTõ*ÖpÓÎÊ�Ò
Ø«ÈÚß

k.
Ý<È>÷�Ò"ÔJÈWÇ×ÒJòËÇZÒ'Ì
ÍÎØ×Ò"ÃjÞqÖ=õWÒ"ØZÞ�È�ù�ÄAÆZÞqÖÚÆ�ß(ÈpÇ

k > 38
ÆZÞ�Ò"ÉËÍÎÔJÒ'Ä�Ø×ÍÎÈWÄ

ÈpßvÆµÞ�Ò"æpÒ'Ç×Ä�Ò'ÓvÖpÄ�É.ÆZÞ�Ò@ÍÂÄ�É�ÒXì.Èpß5ÆZÞ�Òn�WÖpÌ'ÈW÷ËÍ·ÈWò�Ò'ÇZÖÚÆµÈpÇ[Öp÷�ÈpÊËÆ
Mk,

ÖpÇ×Ò"ÇZÒ
ØZò�Ò'ÌíÆµÍÕõWÒ'ÓÂï Ò'û?ÊqÖpÓ�ÆµÈ
4
ÖpÄ�É

2k+3.
Ý0ÞqÖÚÆ3ÖpÓÎÓÂÈ�ù�Ø<Ê�Ø�ÆµÈjØáÆ§ÖÚÆZÒvÆµÞ�ÖÚÆ�ÆµÞËÒ5ØZÊ�ÇáßÖpÌ
Ò

Mk
ÍÎØGÄ�ÈWÄ�É�Ò'çpÒ'Ä�Ò
ÇµÖÚÆZÒ�ÖpÓÂØZÈ�ß(ÈWÇ

k > 38.
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k.
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ÇTØZÒ'ÌíÆµÍÂÈWÄ�ØîÈÚß·ÆµÞ�Ò�ÆµÞ�Ò
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k 6 37.

Ý0Þ�ÒxÓÎÖpØ×ÆmÆÅùvÈ ÌXÞ�ÖpòËÆµÒ
ÇZØJÈpß�ÆµÞËÒ8ÆZÞ�Ò'Ø×ÍÎØJÖpÇZÒ8É�ÒíõWÈpÆµÒ
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ÍÎÄ�õWÈWÓÕõWÒ'Ø0ÆZÞ�ÒîØZÊËÇ×ßÖpÌ
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Ä?ÆZÍÎÈWÄËÒ'É[Öp÷�È�õWÒÚÁ�ÃþÆ�ÍÎØ�ÆµÞ�Ò�ò�ÈWØZØ×ÍÎ÷�ÍÂÓÎÍÕÆÅïjÆZÈôÉ�Ò
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W«ÁC�îÖpò�ÈpÊ�ÓÎÒ'ÖpØJÍÂÄtYéÏ�À,[�ÖpÄ�Ä�ÈpÊ�Ä�Ì'Ò
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ÆµÞËÒTÌ'ÈWÄËØ×ÆµÇ×Ê�Ì
ÆZÍÎÈWÄ�Èpß<Ô"ÍÂÄ�ÍÂÔ"ÖÚÓ�ØZÊ�ÇáßÖpÌ'Ò
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Ä�Ê�Ø
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É¸Á
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Ò'ØTÍÎÄ H2 × R, ù�Þ�Ò'Ç×Ò H2 É�Ò
Ä�ÈpÆZÒ'ØjÆµÞËÒ�Þ?ï�ò�Ò'Ç×÷�ÈWÓÎÍÂÌò�ÓÎÖpÄ�Ò�5%ÖpÄ�É S2 × R ÷�Ò'Ì=ÖÚÔ"Ò[ÔJÈWÇZÒ«ÖpÄ�É�ÔJÈWÇ×Ò[ÖpÌíÆµÍÂõWÒÚÁ)u·ÖpÇZÍÂÈWÊ�ØfÒíìËÖpÔJò�ÓÎÒ
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Ò'Ø
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ÃÅÄxÌXÞqÖÚòËÆµÒ
Ç�ÏA5�Ã�ÞqÖ�õWÒîØZÞËÈ�ù�ÄxÆZÞ�ÒîÒXìËÍÂØ×ÆµÒ
Ä�Ì
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P/T
ò�Ç×ÍÂõ�:0É7  Ê�ÄJÉËÍÎØZû?Ê�ÒÚÁNu�ÈWÍÎÌ
ÍËÓ¬ Â:'Ä�ÈpÄ�Ì6:0É�Ê!ÆZÞF:'ÈpÇ9¹'ÔJÒÚÁ

v ¬HÄ?¨2¼bÅ�¯A��¿7w ® z �l~ T }d| ~ {o| �^� }d| ~�� z � } � }�z � � �c� }9Ê | �A� x2. Æ.z � { ~ z �c~ k > 1 ¨_� } �o���=�R~���c�V� �,|�� � }l} ��Ë³�A�p� |�{o|�� ÇR~ { �'�c�n�R� {l�,|c� �k� � �l�x� �E|�} �k�E�R� � � } � � �R�x~��xÇ { � z ����«6�X�k�k¨m� {`z � { � � �R�x~� }=z � � Çk�k�¥� | �^� R3, �l� �b|�{ � | �x~��k�i� |�{ T, � z �x~ } ��«6� z ~��¬�R�x~#� | �^� R3/T
|�� �R� { �DÇ ��|�} k �R~��R�� ªRz �A~�c��~��k�x��® � �x� {k¯ �

ã«Á��îÖpÇZÌ§Þ�Ò
Ç�ÉqÖpÄ�Ø�YéÏWÏc5WÏÚÛ�[�Ò
Æ;TºÁÜã�ÁWåUÒ'Ò
æ?Ø�ÖpÄ�Émã�Ápö�ÈWØZÒ
Ä�÷�Ò
ÇZçTÉ�ÖpÄ�Ø�YéÛ�À6[�ÈWÄ�Æ9ÔJÈWÄ�ÆµÇ9:·Ó¬  Òíì�ÍÎØáÆµÒ'ÄËÌ'Ò
É�Ò8É�Ò
Ê�ì�É�ÍÕäV:
ÇZÒ
Ä?ÆµÒ
ØmßÖpÔ"ÍÂÓÂÓÕÒ'Ø�É�Ò8ØZÊËÇ×ßÖpÌ
Ò'ØJÔJÍÎÄ�ÍÂÔJÖpÓÂÒ
Ø�ò�ÓÎÈpÄ�ç�:'Ò
Ø!É�ÈWÊË÷�ÓÎÒ
Ô"Ò
Ä?Æ!òj:
ÇZÍÎÈ�ÉËÍÎû?Ê�Ò'ØmÉ�Ò
çWÒ
Ä�ÇZÒn:'ç�ÖpÓ�½�Ê�Ä,ÒíÆ!û?ÊqÖ*ÆµÇZÒ�÷�ÈWÊËÆµØ�É�Ò�ÆÅï�ò�Ò���Ì§Þ�Ò'Ç×æ�É�ÖpÄ�ØmÓÂÒ�û?Ê�ÈÚÆµÍÎÒ
Ä?Æ'ÁAàvÒ
ØmßÖpÔJÍÎÓÕÓÂÒ
Ø[ÈpÄ?Æ3:íÆ`:
ç�:
ÄF:'ÇZÖpÓÎÍÂØ9:
Ò'Ø�òqÖÚÇ!å.ÁÜå.Á9öfÈ�É�Ço8ÎçWÊËÒ6�@ÉqÖÚÄ�Ø0Y Ù�Ûb[�53Ò'Ä�Ì'ÈWÄ�ØáÆµÇZÊËÍÎØµÖÚÄ?ÆmÊËÄ�Ò�ßÖÚÔ"ÍÂÓÂÓÕÒ"É7  Òíì�Ò'ÔJò�ÓÂÒ'Ø3½{Û
òqÖpÇZÖpÔE:
ÆµÇ×Ò'Ø,52Ä�ÈpÆ9:'Ò K = {Mσ,α,β}σ,α,β.

àvÒ'Ø�Òíì�Ò
Ô"ò�ÓÂÒ'ØfØZÈWÄ�Æ�Ä�ÈWÔJÔ%:
Ø�Òíì�Ò'ÔJò�ÓÂÒ'Ø¥�«åUöÌ\ÍÂÓÎØ�Öpò�â
òqÖpÇZÖpÍÎØ×ØZÒ
Ä?Æ�ÉqÖpÄ�Ø�ÓÎÖ�ÓÎÍÕÆµÒ'ÇZÖÚÆµÊËÇZÒjÖpÊ�ØZØ×ÍFØZÈWÊ�Ø�ÓÂÒTÄ�ÈWÔ É�ÒE@íÆµÈWÇ×ÈWÍÎÉ�ÖpÓ%ÞqÖpÓÕß(ò�ÓøÖÚÄ�ÒjÓÎÖ�ïWÒ
ÇZØ�@�]íÁ3ÃÅÓÎØ5ÈWÄ?Æ.:íÆ`:
Ì'ÓÎÖpØZØ×ÍÂúx:
ØvòqÖpÇ��ËÁËÑ;:
ÇZÒ6��52å.Á�å ÁËöfÈ�É�Ço8ÎçWÊËÒ6��Ò
Æ�å Á�ÝGÇZÖpÍ=�
Ò
ÆvÉqÖpÄËØDY Ù�
b[½Á9ÃÅÓ%Ø6 éÖpçWÍÕÆvÉ�Ò
Ø5Ê�Ä�ÍÂû�ÊËÒ'Ø5Ø×Ê�Çáâ
ßÖpÌ
Ò'ØvÔJÍÎÄËÍÂÔ"ÖpÓÕÒ'Ø�É�ÈWÊË÷�ÓÎÒ
Ô"Ò
Ä?Æ�òj:'Ç×ÍÎÈ�É�ÍÂû?Ê�Ò'Ø,5�ò�Ç×ÈWò�ÇZÒ
Ô"Ò
Ä?ÆvòËÓÎÈWÄ�ç�:'Ò
Ø65�É�Ò�çWÒ
Ä�ÇZÒ�Ê�Ä@Ò
ÆvÊ�Ä@Ä�ÈWÔ�÷�Ç×Ò
úqÄ�Í�ÉËÒv÷�ÈWÊ�ÆµØGòqÖpÇµÖÚÓÎÓ�¹'ÓÂÒ
Ø<É�Ò·ÆÅï�ò�Òm��Ì§Þ�Ò'Ç×æ�ÉqÖpÄ�ØGÓÎÒ·û?Ê�ÈpÆZÍÎÒ
Ä?Æ=ÁGÝ<ÈWÊËÆZÒvØ×Ê�Ç×ßÖÚÌ'Ò

Mσ,α,β
Ò
Ø×Æ9ÍÂÄ?õ*ÖpÇZÍÎÖpÄ?ÆZÒ

òqÖpÇ<ÆZÇµÖpÄ�Ø×ÓøÖÚÆZÍÎÈpÄ�Ø<ØZÈpÍÂÆ�ÞËÈWÇZÍ��'ÈWÄ�Æ§ÖpÓÂÒ'Ø,5ÚÄ�ÈpÆ`:
Ò'Ø
T
5x\ÍÂÓ�Ø, ÜÖÚçWÍÂÆGÉ�Ê[õWÒ
Ì
ÆµÒ
Ê�Ç9òj:'ÇZÍÂÈ�É�ÒvÖpÊ�÷�ÈpÊËÆµØ`]<ØZÈWÍÕÆ�Ä�ÈpÄ
À�Û



Þ�ÈWÇ×Í=�
ÈWÄ?ÆµÖpÓÎÒ
Ø'ÁN��ÈpÍÂÆ
M̃σ,α,β

ÓÎÒ·ÇZÒ
Ó=¹íõWÒ'ÔJÒ'Ä�Æ�É�Ò
Mσ,α,β

½ R3/T :
ÍÂÓ?Ø6 éÖpçWÍÕÆGÉ7  Ê�Ä�Ò�ßÖÚÔ"ÍÂÓÂÓÕÒ�É�Ò�ØZÊËÇ×ßÖpÌ
Ò'Ø

É�ÒvçWÒ
Ä�ÇZÒ��'Ò
ÇZÈF5WÊ�Ä�Ä�ÈWÔ�÷ËÇZÒ�ÍÎÄËúqÄËÍ�ÉËÒ5÷�ÈWÊ�ÆµØ�Þ�ÈWÇZÍ��'ÈWÄ�Æ§ÖpÊ�ì«É�Ò�Æ�ï�ò�Ò.��Ì§Þ�Ò
ÇZæ«Ò
Æ9ÉËÒ'Ê�ì�÷�ÈpÊËÆµØ�ÓÎÍÂÔJÍÕÆZÒ'Ø
Á
>3ÄhÀ=üWü�ÏA5;<vÁ��%ÁHT.Ò
Í�Y Ù�üb[vÖxÇµÖSa×ÈWÊ�Æ`:JÊ�Ä�Ò@ÖpÄ�ØZÒG½UÊËÄ�ÒXì�Ò'ÔJò�ÓÎÒG��å>ö É�ÒJÆÅï�ò�Ò

Mσ,0,0
ÉËÒ"ßÖ�»'ÈWÄ

òj:'Ç×ÍÎÈ�É�ÍÂû?Ê�Ò�5WÒ'Ä!ÈW÷ËÆµÒ
ÄqÖpÄ�Æ�Ê�Ä�Ò0ØZÊ�ÇáßÖpÌ'Ò0ÔJÍÎÄ�ÍÂÔ"ÖÚÓÂÒ�ò�ÇZÈpò�ÇZÒ
Ô"Ò
Ä?Æ�òËÓÎÈWÄ�ç�:'Ò5É�ÈWÊË÷�ÓÎÒ
Ô"Ò
Ä?Æ3òj:'Ç×ÍÎÈ�É�ÍÂû?Ê�Ò
ÍÎÄ�õÚÖpÇ×ÍøÖpÄ�ÆµÒ[ò�ÖpÇjÇ9:,��Ò'ÌíÆµÍÎÈpÄ�ØTÉqÖpÄ�ØjÆZÇZÈWÍÂØjòËÓøÖpÄ�ØjÈpÇ×ÆµÞËÈWçWÈWÄqÖÚÊ�ì±5¸É�ÒmçWÒ'ÄËÇZÒJÏ@Ò
ÆîÖ�õWÒ
Ì!û?ÊqÖÚÆZÇZÒm÷�ÈWÊËÆZØ
Þ�ÈWÇ×Í=�
ÈWÄ?ÆµÖpÊ�ì{É�Ò!ÆÅï�ò�Òn��ÌXÞËÒ'ÇZæ{ÉqÖpÄËØ�ÓÎÒmû�ÊËÈpÆµÍÂÒ'Ä�Æ=ÁGÍjÊ�Ò'ÓÂû?Ê�Ò'Ø«ÖpÄ�Ä^:'Ò'Ø�ò�ÓÎÊËØTÆ§ÖpÇ×É75HTºÁ�ö�ÈWØZØ×Ô@ÖÚÄ75>0ÁÐàôÁ<Ý0ÞqÖ=ïWÒ'Ç«Ò
Æmå ÁHT.ÈWÓÎçpÒ'Ô�ÊËÆµÞ¢Y Ù?ëS[·ÈWÄ?Æ«ÇZÖba×ÈWÊ�Æ`:JÊ�Ä�Ò@ÖÚÄ�ØZÒ"É�ÒJÆÅï�ò�Ò@É�ÍÕäV:
ÇZÒ
Ä?ÆµÒ%½xÊ�ÄAÒíì�Ò
Ô!â
ò�ÓÂÒn��å>ö É�Ò@ÆÅï�ò�Ò

Mσ,0,0
53Ò
Ä,Èp÷ËÆµÒ
ÄqÖpÄ�ÆmÉ7 éÖpÊËÆZÇZÒ'Ø�ØZÊËÇ×ßÖpÌ
Ò'ØmÔJÍÎÄËÍÎÔJÖpÓÕÒ'Ø[Ö=õWÒ'Ì�ÓÎÒ
Ø[Ô%¼
Ô"Ò
Ø[ò�ÇZÈÚâ

ò�Ç×Í=:
Æ9:'Ø
ÁP>3ÄUÈWÊ�ÆµÇZÒîÍÂÓÎØ5ÈWÄ�ÆfÇµÖSa×ÈWÊËÆ9:îÉ�Ò
Ê�ìUÖpÄËØZÒ'Ø¥½!Ê�ÄxÒíì�Ò
Ô"ò�ÓÂÒ���å>ö�5�Ò'ÄxÔ"ÈWÄ�ÆµÇZÖpÄ?Æ0Ó¬  Òíì�ÍÎØáÆµÒ'ÄËÌ'Ò
É7  Òíì�Ò'ÔJò�ÓÂÒ'Ø�É�ÈWÊË÷�ÓÎÒ
Ô"Ò
Ä?Æ�òj:
ÇZÍÂÈ�É�ÍÎû?Ê�Ò
Ø�ÉËÒJçWÒ'ÄËÇZÒ"Û8ÉqÖÚÄ�Ø�ÓÎÒmû?Ê�ÈpÆµÍÂÒ'Ä�Æ=Á"ö.:'Ì
Ò'ÔJÔ"Ò
Ä?Æ65;�3Á<å>Ö��
Ò
Æ
ÖpÄ�É>å.ÁqÝ<ÇµÖpÍ��'Ò
Æ�YéÏpüb[�ÈWÄ�ÆfÇµÖSa×ÈWÊËÆ`:

N
ÖpÄ�Ø×Ò'Ø¥½!Ê�ÄUÒXìËÒ
Ô"òËÓÎÒ���å>ö É�ÒîÆÅï�ò�Ò

Mσ,0,0
5qÒ'ÄUÈp÷ËÆµÒ
ÄqÖpÄ�Æ

Ê�Ä�Ò�ØZÊ�ÇáßÖpÌ'ÒmÔJÍÂÄ�ÍÂÔ"ÖÚÓÂÒ«ò�Ç×ÈWò�Ç×Ò'ÔJÒ'Ä?Æjò�ÓÎÈWÄËç�:'Ò[É�Ò�çWÒ'Ä�Ç×Ò
N
ÉqÖpÄ�Ø R3/T

Ö�õWÒ
ÌmÊ�ÄRÄ�ÈpÔ�÷�ÇZÒ[ÍÎÄËú�Ä�Í
É�Ò«÷�ÈWÊËÆµØ�Þ�ÈWÇ×Í=�
ÈWÄ?ÆµÖpÊ�ìxÉ�Ò�Æ�ï�ò�Ò3��ÌXÞ�Ò
ÇZæxÒ
ÆôÉ�Ò
Ê�ì>÷�ÈWÊ�ÆµØôÓÂÍÎÔ!ÍÕÆZÒpÁ0óôÒ[ò�ÓÂÊ�Ø�ÍÎÓÂØ�ÈWÄ?Æ�Ì'ÈWÄ�ØáÆµÇ×Ê�ÍÂÆ�Ê�Ä�Ò
ØZÊËÇ×ßÖpÌ
ÒmÔJÍÎÄ�ÍÂÔJÖpÓÕÒ«ò�ÇZÈpò�ÇZÒ
Ô"Ò
Ä?Æjò�ÓÎÈWÄËç�:'Ò[ÉqÖpÄËØ R3/T

ÉËÒmçpÒ'Ä�Ç×ÒmÍÂÄËúqÄ�Í�5%Ò'Ä{ÇµÖSa×ÈWÊËÆµÖpÄ?ÆôÉ�Ò'ØTÖpÄ�ØZÒ
Ø
É�ÒTßÖ�»
ÈWÄxû?ÊqÖpØ×Í�òj:
ÇZÍÎÈ�ÉËÍÎû?Ê�Ò�½!Ê�ÄxÒXìËÒ
Ô"òËÓÎÒ���å>öîÁ
�3Á�ãôÖpÊËØ×ù�ÍÎÇáÆµÞ�Ò
ÆG<�Á�Ñ�ÖpÌ'ÖpÇZÉtY ÀWÀ,[�ÈWÄ?ÆJÌ
ÈWÄ�Ø×ÆZÇZÊ�ÍÕÆJÉ�Ò'ØJÒíì�Ò
Ô"ò�ÓÂÒ'ØJÉ�Ò�Æ�ï�ò�ÒUöfÍÂÒ'Ô"ÖpÄ�Ä,ÉËÒxçWÒ'Ä�Ç×Ò:'ÓÂÒ
õ�:8É�ÖpÄ�Ø R3 5·òqÖpÇmÌ
ÈWÓÎÓÎÖpçWÒ@ÉËÒ8É�Ò'Ê�ì,Ô"ÈWÍÕÆµÍd:@É7 éÊËÄ�ÒxØ×Ê�Ç×ßÖÚÌ'Ò8É�Ò8öfÍÂÒ'Ô"ÖpÄ�Ä,Ö=õWÒ'Ì8Ê�Ä,Ô"ÈpÇZÌ'Ò'ÖpÊÌ'ÈpÔ"òqÖÚÌ
ÆjÉV éÊ�ÄËÒmØ×Ê�Ç×ßÖÚÌ'Ò!à5ãjå Ì§Þ�ÈWÍÂØZÍÎÒ«É�Ò«ßÖ�»'ÈpÄ{Öpò�ò�Ç×ÈWò�ÇZÍ�:'ÒÚÁDW�ÈpÊ�ØTÖ=õWÈWÄ�ØjØ×Ê�ÍÂõ�ÍGÓÎÒ
Ê�ÇZØôÍÂÉF:'Ò
ØD½
úqÄUÉqÖJç�:
ÄF:'ÇZÖpÓÎÍÂØZÒ
Ç�ÓÎÒ
ØfÒíì�Ò
Ô"ò�ÓÂÒ'ØfÉ�Ò[å>Ö��'ÒíÆôÒíÆôÝ<ÇZÖpÍ=�
Ò
Æ�Ò
Ä>Ì
ÈWÄ�Ø×ÆZÇZÊqÖÚÄ?ÆôÉËÒ'Ø�Ø×Ê�Ç×ßÖpÌ
Ò'Ø�ÔJÍÎÄ�ÍÂÔ"ÖÚÓÂÒ
Ø
ò�Ç×ÈWò�ÇZÒ
Ô"Ò
Ä?Æ�ò�ÓÎÈWÄËç�:'Ò
Ø653ØZÍÂÔ"òËÓÎÒ'ÔJÒ
Ä?Æ[òj:
ÇZÍÂÈ�É�ÍÎû?Ê�Ò
Ø653É�ÈWÄ�ÆmÓÂÒ@û?Ê�ÈpÆµÍÂÒ'Ä�ÆmÉqÖÚÄ�Ø R3/T

Ö�çWÒ
Ä�ÇZÒ@úqÄËÍ
ÖpÇ×÷�ÍÂÆZÇµÖpÍÂÇ×Ò�5�ÊËÄ ÄËÈWÔ�÷�ÇZÒ�ÍÂÄËúqÄ�Í�ÉËÒm÷�ÈWÊËÆµØTÞËÈWÇZÍ��'ÈWÄ�Æ§ÖpÊ�ì�É�Ò�ÆÅï�ò�ÒE��Ì§Þ�Ò'Ç×æ�Ò
ÆTÉ�Ò'Ê�ìR÷�ÈWÊ�ÆµØTÓÎÍÂÔJÍÕÆZÒ'Ø
Á
Ñ3ÓÎÊ�Øfò�Ço:'Ì'ÍÂØ9:
Ô"Ò
Ä?ÆôÄ�ÈpÊ�ØôÖ�õWÈWÄËØôÌ
ÈWÓÎÓ�:îÊ�Ä>ÔJÈWÇZÌ
Ò=ÖpÊUÌ
ÈWÔJòqÖpÌ
Æ�É�Ò«ÓÎÖ!ØZÊ�ÇáßÖpÌ'Ò

Mk
\�Ö�õWÒ
Ì[ÓÂÒ'Øf÷�ÈWÊËÆZØ

Ì=Ö*Æ`:'ÄËÈ�¿þÉqÖÚÊ�ì�ò�Ò
Ä�Ì§ÞF:'Ø`]R5qÓÎÒ
ØvÉ�Ò'Ê�ì�ÔJÈWÍÕÆµÍ�:
Ø�É7  Ê�Ä�Òíì�Ò'ÔJò�ÓÂÒD��å>öÎ\Ø×ÈWÍÕÆ
Mσ,α,0

ØZÈpÍÂÆ
Mσ,0,β

]·Ò
Æ5Ê�Ä
ÖpÄ�ÄËÒ=ÖpÊxò�ÓÎÖÚÆ�ÞËÈWÇZÍ��'ÈWÄ�Æ§ÖpÓ�òj:'Ç×ÍÎÈ�É�ÍÂû?Ê�ÒTò�ÇZÍÕõ�:îÉ7  Ê�ÄUÉËÍÎØZû?Ê�ÒÚÁvàvÍ âÅÉ�Ò
ØZØ×ÈWÊ�ØfÓ� º:
Ä�ÈWÄ�Ì,:îÉ�Ê8ÆµÞF:
ÈWÇ9¹
Ô"ÒÚÁ
v ¬HÄ?¨2¼bÅ�¯A�Ï7w ® z �l~ T �c�V�I~ {o| �^� }d| ~�� z � } � }=z � � �c� }9Ê | �A� x2. Æ)z � { ~ z �c~ k > 1 ¨%� } �o���=�R~���c�R��� �,|�� � }l} �k��Ë%�c�%� |�{o|�� ÇR~ { � K1,K2 �c���R� {l�,|c� �k� � �l�x� �E|�} �k�P� {`z � { � � �R�x~V� }=z � � Çk�k��� | �^� R3

�R� � � } � � �R�x~±�xÇ { � z ����«6�x�k��� z �x~ } ��«6� z ~��¬�R�x~P� | �^� R3/T
|�� �R� { ��Ç ��|�} Ë k ¨i�c�I� zb�Eª6{ ���l�����x�i�c�ªRz �c~���� zb{ �d� z �x~ | ���n�c�D~��k�x�D® � �x� {k¯ �R~��c�R��� ªRz �c~�� } � � �l~��k�6� ¦ �k���R� {l�,|c� �k��� | �^� K1

z �x~��c�%� }d| �� � { ~�� �9|�} �c���R� � ÇR~ { �¬� zb{ ~�� z9�cz � |�} Ë }9Ê | �A� x1, �R~ } �k���R� {l�,|c� �k��� | �^� K2
z �x~��A�%� }d| � � � { ~�� �9|�} �c��R� � ÇR~ { �¬� zb{ ~l� z9�cz � |�} Ë }9Ê | �A� x2.�3Á�å>Ö��
Ò
Æ�5Ëå Á?Ý<ÇµÖÚÍ=�'ÒíÆ�ÖpÄ�É@å.Á�å.Á�ö�È�É�Ç98ÂçWÊ�Ò,��YéÏ��b[2ÈWÄ?Æ�Ç9:'Ì
Ò'ÔJÔ"Ò
Ä?Æ·Ì
ÈWÄ�Ø×ÆZÇZÊ�ÍÕÆ·É�Ò
Ø�@
ØZÖpÉ�É�ÓÂÒ0ÆµÈ�ù5â

Ò'Ç×Ø�@�U<Ì'ÒvØZÈWÄ�Æ9É�Ò'Ø9Ø×Ê�Ç×ßÖÚÌ'Ò'Ø9ÔJÍÎÄ�ÍÂÔJÖpÓÕÒ'Ø<Ä�ÈWÄ�âþòj:'Ç×ÍÎÈ�É�ÍÂû�ÊËÒ'ØGò�ÇZÈWòËÇZÒ'ÔJÒ'Ä�Æ9ò�ÓÂÈWÄ�ç�:
Ò'Ø�É�ÖpÄ�Ø R3/T
Ö=õWÒ'Ì

Ê�Ä�ÄËÈWÔ�÷�ÇZÒ�ÍÂÄËúqÄ�Í2É�Òô÷�ÈWÊ�ÆµØvÒíÆ5Ê�Ä�÷�ÈpÊËÆvÓÎÍÎÔ!ÍÕÆZÒpÁN��Ò�É�Ò
ÇZÄ�ÍÂÒ'Ç�Ç9:
ØZÊ�ÓÕÆ§ÖÚÆvòËÇ9:'Ø×Ò'Ä�Æ`:jÉqÖpÄ�Ø�ÓÎÒ�Ì§ÞqÖÚò�ÍÂÆZÇZÒ
Û@Ò'ØáÆTÓøÖ"Ì
ÈWÄ�ØáÆµÇZÊËÌ
ÆµÍÂÈWÄ�É�Ò�Ø×Ê�Ç×ßÖpÌ
Ò'ØjÔ"ÍÂÄ�ÍÂÔ"ÖÚÓÂÒ
Ø�\ÄËÈWÄ�âÅòj:
ÇZÍÂÈ�É�ÍÎû?Ê�Ò
Øk]fòËÇZÈWò�Ç×Ò'ÔJÒ'Ä�Æjò�ÓÎÈWÄËç�:'Ò
ØjÉqÖÚÄ�Ø
R3/T,

É�ÒTçWÒ
Ä�ÇZÒîÖpÇ×÷�ÍÕÆµÇµÖpÍÂÇ×ÒôÒíÆ0úqÄ�Í
k > 0

5qÖ=õWÒ'ÌîÊ�Ä8ÄËÈWÔ�÷�ÇZÒjÍÂÄËúqÄ�Í�É�ÒT÷�ÈWÊ�ÆµØ0Ò
Æ�ÊËÄx÷�ÈpÊËÆ�ÓÎÍÂÔJÍ ÆµÒÚÁ��Ö�ò�ÇZÒ
ÊËõWÒôÉ�Ò�Ì'Ò�Ç9:
ØZÊ�ÓÕÆ§Ö*Æ�Ò'Ø×Æv÷qÖÚØ9:'Ò�5ËÉqÖÚÄ�Ø�ÓÎÒfÌ'ÖpØ
k = 0,

ØZÊËÇ�ÓÎÒfÌ
ÈWÓÎÓÎÖpçWÒ0É7  Ê�Ä�Ò�Ô"ÈWÍÕÆµÍd:�É�Ò�ÓÎÖîØZÊ�Ç�â
ßÖpÌ
ÒjÉ�Ò���Ì§Þ�Ò
ÇZæ@ÒíÆ0Ê�ÄËÒTÔJÈWÍÕÆµÍd:�É7  Ê�Ä�Òíì�Ò
Ô"ò�ÓÂÒD��å>ö ¶ Ò
Æ5ÉqÖpÄ�Ø5ÓÂÒôÌ=ÖÚØ k > 1

5ËØ×Ê�Ç5ÓÎÒ�Ì'ÈWÓÂÓøÖpçpÒ�ÉV éÊ�Ä
À=Ù



ÔJÈWÇZÌ
Ò=ÖpÊ Ì
ÈWÔJòqÖpÌ
ÆîÉ�ÒJÓøÖ�ØZÊËÇ×ßÖpÌ
Ò
Mk

Ö=õWÒ'ÌJÊ�Ä�ÒJÔJÈWÍÂÆZÍ�:�É�ÒJÓÎÖ�ØZÊ�ÇáßÖpÌ'ÒJÉ�ÒG��Ì§Þ�Ò
ÇZæX5�ÊËÄAÖpÄ�Ä�Ò'ÖpÊ
ò�ÓÎÖÚÆ�ÞËÈWÇZÍ��'ÈWÄ�Æ§ÖpÓ�òj:'Ç×ÍÎÈ�É�ÍÂû?Ê�ÒE\ò�Ç×ÍÂõ�:TÉ7 éÊËÄUÉ�ÍÂØZû?Ê�Ò�]5Ò
ÆfÊËÄ�Ò�ÔJÈWÍÕÆµÍ�:ôÉ7  Ê�ÄUÒXìËÒ
ÔJò�ÓÎÒ���å>öîÁ
v ¬HÄ?¨2¼bÅ�¯A�f¸�w ® z �l~ T �c�V��~ {9| �^� }d| ~�� z � } � }=z � � �c� }9Ê | �A� x2. Æ)z � { ~ z �c~ k > 0 ¨m� } �o���=�R~����c�V��,|�� � }l} ��Ë'�c�'� |�{9|�� ÇR~ { �3�c���R� {��,|c� �k� � �l�x� �E|�} �k�m� {kz � { � � �R�x~�� }=z � � Çk�k��� | �^� R3, �R� � � } � � �R�x~�xÇ { � z ����«6�X�k�k¨0� z �x~ } �p«6� z ~��¬�R�x~G� | �^� R3/T

|¤� �R� { �·Ç ��|�} Ë k, �c�Ð� zb�Eª6{ �q�l�����x�3�c� ªRz �A~l�� zb{ �d� z �x~ | ���0�c��~��k�x��® � �x� {k¯ �R~P�c� ªRz �A~ } � � �l~��6�

À�ë



K $L27MN&E-�O0Ñ�QR&�$0+
ÍjÊ�Ò'ØáÆ§ÖhÆµÒ
ØZÍ[õWÒ
Ç×ÆµÒ�ØZÊ�ÓÂÓøÖ�Ì
ÈWÄ�ØáÆµÇZÊF�
ÍÎÈpÄ�Ò�É�Í�Ä?Ê�È�õWÒ�ßÖpÔJÍÎçpÓÂÍÕÒAÉËÍ�Ò
ØZÒ'ÔJò�Í�É�Í[ØZÊËò�Ò'Ç×ú�Ì'ÍmÔ"ÍÂÄ�ÍÂÔJÒ
É�Ò
ÇZÍÂõ*ÖÚÆµÒTÉqÖpÓÎÓÎÖ«ßÖpÔ"ÍÂçWÓÕÍÎÖ[É�Ò
ÓÎÓÂÒTØZÊËò�Ò'Ç×ú�Ì'Í�É�Í<àvÈWØáÆ§Ö*âÅã�Èpä%Ô"ÖpÄ�âáåxÒ'Ò'æ?Ø
Á
�FÈjØáÆµÊ�ÉËÍÎÈôÉ�Ò'ÓÂÓÎÒ·ØZÊËò%Ò
Ç×úqÌ
ÍËÔ"ÍÂÄ�ÍÂÔJÒ�ÍÎÄ R3 ÞqÖjÖ=õ�Ê�ÆµÈjÍÂÄ�Í=�
ÍÎÈfÌ
ÈWÄ3��ÖpçWÇZÖpÄ�çWÒ�Ä�Ò
Ó%ÀS�pè�Ï�ÁN>3çWÓÂÍ�ØáÆµÊ�É�Í�ÒôÍÎÓò�Ç×ÈW÷�ÓÎÒ
Ô@ÖôÉ�Ò
ÓÎÓøÖôÉ�ÒíÆµÒ'Ç×Ô"ÍÂÄqÖ��
ÍÎÈWÄËÒ5É�Í�Ê�ÄJçpÇµÖÚúqÌ
ÈîØZÊJÊ�Ä!ÍÎÄ�Ø×ÍÎÒ
Ô"Ò5Öpò�Ò'ÇáÆµÈDT É�Í R2 É�ÍqÖpÇ×Ò=ÖTÔJÍÎÄ�ÍÂÔJÖÆµÇZÖmÆZÊËÆZÆZÒîÓÎÒTØ×Ê�ò�Ò'ÇáúqÌ'Í�ÌXÞËÒ«ÖpØ×ØZÊ�ÔJÈWÄ�È!çWÓÎÍ�Ø×ÆZÒ'Ø×ØZÍ�õ*ÖpÓÎÈpÇZÍ�ØZÊ�ÓF÷�ÈWÇ×É�ÈJÉ�ÍVTºÁ
W�Ò
Ó0ÀS���pèA5<åUÒ'Ê�Ø×Ä�ÍÎÒ
Ç�É�ÍÂÒ'É�Ò!ÊËÄqÖ8ÍÎÄ�ÆµÒ
ÇZò�Ç×Ò
Æ§Ö��'ÍÎÈpÄ�ÒmçWÒ
ÈWÔ"ÒíÆµÇ×ÍÎÌ=Ö�ÉËÒ'ÓÎÓ� éÒ
û?ÊqÖ��
ÍÎÈWÄ�ÒmÉËÒ'Í3çWÇµÖ*úqÌ'Í9Ô"ÍÂÄ�â
ÍÎÔJÍ�U�ÓøÖxÌ'Ê�ÇáõÚÖÚÆµÊËÇµÖ�ÔJÒ'ÉËÍøÖ

H
É�Í�Ê�Ä�çWÇZÖÚúqÌ
È�Ô"ÍÂÄ�ÍÂÔJÈ�¹�Ä?Ê�ÓÎÓÎÖËÁIÓjçWçWÍ·ØZÍ�Ì'ÈWÄ�ÆµÍÂÄ�ÊqÖ>Ö>ÊËÆµÍÂÓÎÍ��,�=ÖpÇ×Ò

Ó¬  Ò'Ø×ò�ÇZÒ
ØZØ×ÍÎÈWÄ�Ò[ØZÊËò�Ò'Ç×ú�Ì'ÒmÔJÍÎÄ�ÍÂÔJÖ!ò�Ò'ÇôÈWçWÄËÍGØ×Ê�ò�Ò'ÇáúqÌ'ÍÂÒmÖ"Ì'Ê�ÇáõÚÖÚÆZÊ�ÇµÖ@ÔJÒ'É�ÍÎÖ"Ä?Ê�ÓÂÓøÖ^52Ä�ÈWÄËÈWØ×ÆµÖpÄ?ÆZÒ[ÍÎÓ
ßÖÚÆ×ÆµÈ!Ì§Þ�Ò�Ø×ò�Ò'Ø×ØZÈ"Æ§ÖÚÓÎÍ�ØZÊËò�Ò'Ç×ú�Ì'Í�Ä�ÈWÄxÔJÍÎÄ�ÍÂÔJÍd�6�
ÍÎÄËÈmÓ� ÜÖÚÇZÒ=Ö�Á
ÃÅÄmÆZÊËÆZÆZÒ5ÓÎÒvû?Ê�Ò'ØáÆµÍÂÈWÄ�ÍËÉ�ÍËÌ'Ê�ÍËÔJÍ�ØZÈWÄËÈîÈ�Ì
Ì'Ê�òqÖ*ÆµÈTÄ�Ò'ÓÂÓøÖfÆµÒ
ØZÍ¬5WÌ� º¹0ÊËÄqÖjØZÊ�ò�Ò
Ç×úqÌ
ÍÎÒ0Ô"ÍÂÄ�ÍÂÔ"ÖfÌ§Þ�Ò0çWÍÂÈ�Ì=Ö
Ê�ÄRÇZÊËÈWÓÎÈ�Ì§Þ�ÍøÖ=õWÒpÁ3��Í�ÆµÇZÖÚÆZÆµÖ�É�Ò
ÓÎÓøÖ@Ø×Ê�ò�Ò'ÇáúqÌ'ÍÂÒ!É�Í�àvÈpØ×Æ§Ö�â�ã�ÈÚä�Ô"ÖpÄ�Ä�âáåUÒ
Ò'æ?ØîÉËÍ9çWÒ'ÄËÒ'ÇZÒ

k > 1,
ÓøÖ

ò�Í�ÃRßÖÚÔ"ÈpØµÖ@ÆµÇµÖ�ÆµÊ�ÆZÆµÒ!ÓÂÒmØZÊËò�Ò'Ç×ú�Ì'Í�Ô"ÍÂÄ�ÍÂÔJÒÚÁ3��Ö8Ø×Ì'ÈWò�Ò
Ç×ÆµÖxÉ�Ò
ÓÎÓÎÖ�Ø×Ê�ò�Ò'ÇáúqÌ'ÍÂÒJÉ�Í�àvÈWØ×ÆµÖxÇ×ÍÎØáõWÒ'çWÓÂÍ=Ò
Ó¬  ÍÎÄ�ÆµÒ
ÇZÒ
ØZØZÒ>ò�Ò
Ç@ÓÎÒUØZÊËò�Ò'Ç×ú�Ì'ÍôÔ"ÍÂÄ�ÍÂÔJÒ8Ä�Ò'Ó«À�ü���Ï�Á�ÃÅÄhÆµÖpÓÂÒ>ÖpÄ�ÄËÈ,àôÁ5àvÈWØáÆ§ÖAÉ�ÍÎÔJÈWØáÆµÇ9Ò ÍÎÄÔYéÏA5�Û�[
Ó¬  Ò'Ø×ÍÎØáÆµÒ'Ä^�=ÖîÉ�Í�Ê�ÄqÖîØZÊËò�Ò'Ç×ú�Ì'ÍÎÒ�Ô"ÍÂÄ�ÍÂÔ"ÖôÌ'ÈpÔ"ò�ÓÂÒ
ÆµÖTÌ
ÈWÄ!ÆµÈWò�ÈpÓÎÈWçpÍÎÖôú�Ä�ÍÂÆµÖ^5�É�Í�çWÒ'ÄËÒ'ÇZÒ�òqÖpÇZÍqÖmÀfÒ�Ì
ÈWÄ
ÆµÇ×ÒJÆµÒ
ÇZÔJÍÎÄqÖ��'ÍÂÈWÄ�Í�Á@ÃÅÄÕY À=Ù�[vó[ÁGãfÈpä%Ô@ÖÚÄ.ÒETºÁGã�Á�åUÒ
Ò'æ?Ø�ÃZÃ×ÃjÉ�ÍÎÔJÈWØáÆµÇµÖÚÇZÈWÄ�È8Ì§Þ�Ò@ÓÎÖxØZÊËò�Ò'Ç×ú�Ì'ÍÎÒ¹�ÖpÄ�Ì§Þ�Ò�Ò'Ô�÷�Ò'ÉËÉ�Ò'É¸Á³<�ÍÎÄ�È�Ö>û?Ê�Ò'Ó5ÔJÈWÔJÒ'Ä�ÆµÈ>ÓÎÒ@Ø×ÈWÓÂÒ�ÖpÓÕÆµÇ×Ò@Ø×Ê�ò�Ò'ÇáúqÌ'Í5Ô"ÍÂÄ�ÍÂÔJÒJÌ'ÈWÄËÈWØZÌ
ÍÎÊËÆZÒ�Ì§Þ�Ò
ß(ÈWØ×ØZÒ'Ç×È>Ì
ÈWÔ"òËÓÎÒíÆµÒ!ÒJÒ'Ô�÷�Ò'ÉËÉ�Ò'ÉAÍÎÄ R3,

Ò'ÇZÖpÄ�ÈUÍÂÓ3ò�ÍÎÖpÄ�ÈF5�ÍÂÓ3Ì=Ö*ÆµÒ'ÄËÈWÍÎÉ�Ò!Ò"Ó� éÒ
ÓÎÍÂÌ'ÈpÍÂÉ�ÒÚÁG>3Ø×ØZÒ@Ò
ÇµÖpÄËÈ
Ø×ÆµÖÚÆµÒJØ×Ì'ÈWò�Ò
Ç×ÆµÒ"òËÍ=Ã É�Í�Ï�
�
xÖpÄ�Ä�Í3ò�ÇZÍÂÔ@Ö^5FÒJØ×Í�Ì'ÈWÄËçWÒ
Æ×ÆµÊ�ÇZÖ�õÚÖxÌ§Þ�Ò"Ø×Í3ÆµÇµÖ*ÆZÆ§ÖÚØZØZÒJÉ�Ò
ÓÎÓÂÒ!Ê�Ä�ÍÂÌ§Þ�ÒJØZÊ�â
ò�Ò'ÇáúqÌ'Í�ÔJÍÎÄ�ÍÂÔ!Ò�Ì
ÈWÔ"òËÓÎÒíÆµÒôÒôÒ'Ô�÷�Ò'ÉËÉ�Ò'É¸Á·Ñ3Í�Ã�ÆµÖpÇZÉËÍ�ó[Á�ãfÈpä�Ô"ÖpÄ@Ò�TºÁËã«Á�åUÒ'Ò
æ?Ø�Ã×ÃZÃ�ÍÂÄqYÕÀ�ëA5%À�èb[
çWÒ
Ä�Ò'ÇZÖpÓÎÍ��6�'ÖpÇZÈWÄËÈ8ÍÎÓ�ÓøÖ=õWÈWÇZÈ�É�Í·àôÁ<àvÈWØ×ÆµÖxÉ�ÍÂÔ"ÈpØ×ÆµÇZÖpÄ�É�È�Ó¬  Ò
ØZÍÎØáÆµÒ'Ä^�=Ö8É7  Ê�ÄqÖ�ßÖpÔ"ÍÂçWÓÕÍÎÖ@É�Í3ØZÊËò�Ò'Ç×ú�Ì'Í
ÔJÍÎÄ�ÍÂÔ!Ò[Ì'ÈpÔ"ò�ÓÂÒ
ÆZÒ�Ò'Ô�÷�Ò
É�É�Ò'É Ì
ÈWÄ{ÆµÇZÒ[ÆµÒ'Ç×Ô"ÍÂÄqÖ��
ÍÎÈpÄ�ÍGÒmçpÒ'Ä�Ò
ÇZÒ

k > 1.
ÃÅÄËÉ�ÍÎÌ§Þ�ÍÎÖpÔ"È@Ì'ÈpÄ

Mk
ÓøÖ

ØZÊËò�Ò'Ç×ú�Ì'ÍÎÒjÉ�Í%çWÒ
Ä�Ò'Ç×Ò
k
Öpò�òqÖpÇáÆµÒ
Ä�Ò'Ä�ÆµÒTÖ[û?Ê�Ò'ØáÆ§Ö�ßÖÚÔ"ÍÂçWÓÕÍÎÖ�Á#>3ØZØZÖ3¹ôÄ�ÈÚÆ§Ö[ØZÈÚÆZÆµÈ[ÍÎÓ�Ä�ÈpÔ"Ò�É�Í%ØZÊ�ò�Ò
Çáâ

úqÌ
ÍÎÒîÉËÍ<àvÈWØáÆ§Ö*âÅã�Èpä%Ô@ÖÚÄ�âáåUÒ
Ò'æ?Ø�É�ÍFçpÒ'Ä�Ò
ÇZÒ
k.

J�Ä�ÖTò�ÇZÈWòËÇZÍÎÒíÆk½jÍÂÔ"ò�ÈpÇ×Æ§ÖÚÄ?ÆµÒ�É�ÍqÖpÓÂÌ'Ê�Ä�Ò5ØZÊ�ò�Ò
Ç×úqÌ
Í2ÔJÍÎÄ�ÍÂÔ!Ò�¹0ÓøÖôÄ�ÈWÄ!É�Ò
çWÒ'ÄËÒ'ÇZÍÂÌ'ÍÕÆk½ËÁGÝ�ÖÚÓÎÒ5ò�ÇZÈpò�ÇZÍÂÒ
Æk½¹jÉ�Ò
ú�Ä�ÍÂÆµÖ�ÍÎÄ@ÆµÒ
ÇZÔJÍÎÄ�Í�É�Ò
ÓÎÓÎÈ[Ø×òqÖ��'ÍÂÈmÉ�Í%ß(Ê�Ä^�'ÍÂÈWÄ�Í%É�Í?�WÖpÌ'Èp÷�Í�É�Ò'ÓÂÓøÖ«ØZÊËò%Ò
Ç×úqÌ
ÍÎÒ�5qÌ
ÍÎÈc¹ôÓÎÒ�ß(Ê�ÄF�
ÍÎÈWÄËÍ�É�Ò
Ó
Ä�ÊËÌ'ÓÂÒ'È8É�Ò
ÓÎÓ� éÈWò�Ò
ÇµÖÚÆZÈWÇZÒ[É�Íi�WÖpÌ'ÈW÷ËÍ½Á«ÝGÖpÓÂÒmÈpò�Ò'ÇµÖ*ÆµÈWÇ×Ò3¹mÍÎÓGÓÎÍÂÄ�Ò=ÖpÇ×Í��6�'ÖÚÆµÈ�ÉËÒ'ÓÂÓ¬  ÈWò�Ò'ÇZÖÚÆµÈWÇ×Ò[Ì'Ê�ÇáõÚÖÚÆµÊËÇµÖ
ÔJÒ'É�ÍÎÖËÁ
�ËÁ�Ñ;:
ÇZÒ,�xÒ8ñ[Á3öfÈWØmÍÎÄsY Ù�À,[�Þ�ÖpÄ�Ä�ÈRÔ"ÈWØáÆµÇµÖ*ÆµÈ{ÌXÞËÒxÓ� éÍÂÄ�ØZÍÂÒ'ÔJÒ�ÉËÒ'ÓÎÓÂÒ�Ø×Ê�ò�Ò'ÇáúqÌ'Í�ÔJÍÎÄ�ÍÂÔ!Ò�Ä�ÈpÄ�É�Òíâ
çWÒ
Ä�Ò'Ç×Ò�59ò�ÇZÈpò�ÇZÍÎÖpÔ"Ò
Ä?ÆZÒJÒ'Ô�÷�Ò
É�É�Ò'É�ÍÎÄ R3,

É�Í·Ì
Ê�Ç×õÚÖ*ÆµÊ�ÇZÖUÆµÈpÆµÖpÓÎÒmúqÄ�ÍÂÆµÖxÒ"ÆµÈpò�ÈWÓÎÈpçWÍÎÖ�úqØ×ØµÖÚÆµÖ^59ÞqÖ
Ê�ÄqÖ>ØáÆµÇ×ÊËÆZÆZÊ�ÇµÖ>É�Í�õÚÖpÇ×ÍÎÒ
Æ`½>ÖpÄqÖÚÓÎÍÕÆµÍÕÌ=ÖxÇ×Ò=ÖpÓÂÒ"É�Í�ÉËÍÎÔJÒ'Ä�Ø×ÍÎÈWÄ�Ò!úqÄËÍÂÆ§Ö�Á�àvÈWÔJÒ"Ì'ÈWÄËØZÒ'û?Ê�Ò'ÄF�=Ö�É�Í�Ì
Í=ÒF5
Ò'Ø×ØZÍ�ÇZÍÂÌ=Ö=õÚÖpÇ×ÈWÄ�È�Ì§Þ�Ò�Ò
ØZÍÎØáÆµÒfÊ�ÄqÖîßÖpÔJÍÎçpÓÂÍÂÖTÉËÍ2ØZÊ�ò�Ò
Ç×úqÌ
Í%ÔJÍÎÄ�ÍÂÔ!Ò0Ì'ÈWÄJÆµÇ×Ò�ÆµÒ
ÇZÔJÍÎÄqÖ��
ÍÎÈpÄ�Í�ÈpÇZÍ��6�'ÈpÄ?Æ§ÖÚÓÎÍ
ÈpÆ×ÆµÒ'Ä?ÊËÆµÒ0Ô"Ò
É�ÍøÖpÄ�ÆµÒ5ÍÎÄ�úqÄ�ÍÂÆZÒ'Ø×ÍÎÔJÒvÉ�Ò
ß(ÈWÇ×Ô@Ö��'ÍÂÈWÄ�Í�É�Í

Mk
Ø×Ò

2 6 k 6 37.
ÍjÊ�Ò'ØáÆµÈ�ÇZÍÂØZÊ�ÓÕÆ§ÖÚÆZÈTØ×Íq÷qÖÚØµÖ

ØZÊ>ÊËÄ>ÓøÖ=õWÈWÇZÈe\gYéÛpè�[h]0É�Í;�%ÁjWôÖ=ï�ÖÚÆ§ÖÚÄ�Í�ÌXÞËÒ�ÖÚØZØZÍÂÌ'Ê�ÇZÖ"Ì§Þ�Ò«ÓÎÖ!ØZÊ�ò�Ò
Ç×úqÌ
ÍÎÒ«É�ÍGàvÈWØ×ÆµÖ*â�ãfÈpä%Ô@ÖpÄ�âáåUÒ
Ò'æ?Ø¹8Ä�ÈWÄ�É�Ò'çpÒ'Ä�Ò
ÇZÒUØ×ÈWÓÎÈRØ×ÒxÍÎÓvçWÒ'ÄËÒ'ÇZÒUÖÚØZØZÊËÔ"Ò8Í5õÚÖpÓÂÈWÇZÍvÉqÖÚÆZÍ0ØZÈWòËÇµÖËÁ£W�Ò
Ó�Ø×Ê�ÈAÖÚÇ×ÆµÍÂÌ'ÈWÓÂÈ³��Á�WôÖ=ï�Ö*â
À�è



Æ§ÖÚÄ�ÍGÌ=ÖpÓÂÌ'ÈWÓ�Ò@ÓÎÖ"É�ÍÎÔJÒ'Ä�Ø×ÍÎÈWÄËÒ«É�Ò'Ó�Ä?Ê�Ì'ÓÂÒ'È�Ò�Ó¬  ÍÎÄËÉ�ÍÎÌ
Òn\Ì
ÍÎÈc:[ÍÂÓ<Ä�Ê�ÔJÒ'Ç×È�É�Ò'çpÓÎÍ�ÖÚÊËÆµÈ�õÚÖpÓÂÈWÇZÍ<ÄËÒ'ç�Ö*ÆµÍÂõ�Íh]
É�Ò
ÓÎÓ¬  ÈWò�Ò
ÇµÖÚÆZÈWÇZÒTÉ�Í��WÖpÌ
ÈW÷�Í�ÉËÍ

Mk
ØZÈpÓÎÈJÄËÒ'Ó�Ì'ÖpØZÈ

2 6 k 6 37.
>3çWÓÎÍ¸É�ÍÎÔJÈWØáÆµÇ9ÒmÌXÞËÒ«ÓÎÖ!ÉËÍÎÔJÒ'Ä�Ø×ÍÎÈWÄËÒ

É�Ò
Ó¸Ä?Ê�Ì'ÓÂÒ'È3¹jÊ�çWÊ�ÖpÓÎÒjÖ
4.
�FÈ�Ø×ÆµÒ
ØZØ×ÈJÇZÍÂØZÊ�ÓÕÆ§ÖÚÆZÈ«õÚÖpÓÂÒTÖÚÄ�Ì§Þ�ÒTò�Ò'Ç

k = 1
\(õWÒ
É�Ò
ÇZÒEY Û��S[l]XÁ·àvÍ=Ò�ç�ÖpÇZÖpÄ�â

ÆµÍÂØZÌ
ÒîÌ§Þ�Ò
Mk

¹îÄËÈWÄxÉ�Ò
çWÒ'ÄËÒ'ÇZÒÚÁ�WfÒ'ÓFÌ'Öpò�ÍÕÆµÈWÓÂÈ�ÀîÞ�È!É�ÍÎÔJÈWØáÆµÇµÖ*ÆµÈ�ÌXÞËÒ�ÍÂÓ¸Ç×ÍÎØ×Ê�ÓÂÆµÖÚÆµÈ�É�ÍH�%ÁXW�Ö�ï�ÖÚÆµÖpÄ�Í¹�õÚÖÚÓÎÍÎÉËÈ�ò�Ò'ÇjõÚÖpÓÂÈWÇZÍGØ×Ê�ò�Ò'ÇZÍÂÈWÇ×Í9É�Í
k.
Ñ3Í�ÃRòËÇZÒ'Ì
ÍÎØZÖpÔ"Ò
Ä?ÆZÒmÞ�È8ÉËÍÎÔJÈWØ×ÆZÇµÖÚÆZÈ�Ì§Þ�Ò!ò�Ò
Ç

k > 38
ÓøÖ@É�ÍÕâ

ÔJÒ'Ä�Ø×ÍÎÈWÄ�Ò�É�Ò'Ó%Ä�Ê�Ì
ÓÎÒ
È�ÒjÓ� éÍÂÄ�É�ÍÂÌ'ÒfÉ�Ò'ÓÂÓ¬  ÈWò�Ò'ÇZÖÚÆµÈpÇZÒ�É�Í7�WÖÚÌ'ÈW÷�Í%É�Í
Mk,

õÚÖpÓÂçWÈWÄËÈ[ÇZÍÂØZò�Ò
Æ×ÆµÍÂõ*ÖpÔJÒ'Ä?ÆZÒ
4
Ò

2k+3.
àvÍ=Ò�Ô"ÍWò�Ò
ÇZÔJÒ
ÆZÆZÒ·ÉËÍ?Ì
ÈWÄ�Ì
ÓÎÊ�ÉËÒ'ÇZÒ·Ì§Þ�Ò·ÓÎÖ0ØZÊ�ò�Ò
Ç×úqÌ
ÍÎÒ

Mk
¹�Ä�ÈWÄ�É�Ò
çWÒ'Ä�Ò
ÇZÒvÖÚÄ�Ì§Þ�Ò·ò�Ò'Ç

k > 38.

��ÖAÄ�ÈWÄ_ÉËÒ'çWÒ
Ä�Ò'Ç×ÍÎÌ
ÍÂÆk½.É�Ò'ÓÂÓøÖ.Ø×Ê�ò�Ò'ÇáúqÌ'ÍÂÒ
Mk

¹�Ê�ÄËÈ�É�Ò
çWÓÎÍfÍÎÄ�çpÇZÒ'ÉËÍÎÒ
Ä?ÆµÍ�ß(ÈWÄËÉqÖpÔJÒ'Ä�Æ§ÖpÓÂÍfÉËÒ'ÓÎÓÎÖ.É�Í â
ÔJÈWØ×ÆZÇµÖ��
ÍÎÈWÄ�ÒAÆµÇZÈ�õÚÖÚÆµÖVÉqÖs�3Á�ã�ÖpÊ�Øáù�ÍÎÇ×ÆZÞ¡Ò£<vÁîÑ�ÖpÌ'ÖpÇZÉÖ\oY ÀWÀ,[l]�É�Ò'ÓÂÓ¬  Ò'Ø×ÍÎØáÆµÒ'Ä^�=ÖVÉ�ÍmÊ�ÄqÖ�Ä?Ê�È�õ*Ö
ßÖpÔJÍÎçpÓÂÍÂÖ.É7  Ò'ØZÒ
Ô"òËÍTÉ�ÍôØZÊ�ò�Ò
Ç×úqÌ
ÍîÔJÍÎÄ�ÍÂÔ!ÒpÁ×BîÇZÖ��'ÍÂÒ�ÖpÓôÇZÍÎØ×Ê�ÓÂÆµÖÚÆµÈAÉ�Ò
ØZÌ'Ç×ÍÂÆZÆZÈ,Ä�Ò
ÓjÌ=ÖpòËÍÂÆµÈpÓÎÈ�À�5fÓøÖ
ÓÎÈpÇZÈmÌ
ÈWØ×ÆµÇ×ÊF�'ÍÂÈWÄ�ÒTØZÍFÒ'ØáÆµÒ
Ä�É�Ò[ÖÚÊËÆµÈWÔ"ÖÚÆZÍÎÌ'ÖpÔJÒ
Ä?ÆZÒTÖpÍ�õÚÖpÓÂÈWÇZÍ�É�Í

k
ò�Í�Ã8çWÇµÖÚÄ�É�Í½Ái�FÈ!Ø×ÆZÒ'ØZØ×È"ÇZÍÎØ×Ê�ÓÂÆµÖÚÆµÈ¹�Ê�ÆµÍÎÓÂÍ��6�'ÖÚÆµÈ>Ä�Ò
çWÓÎÍvÖpÓÂÆZÇZÍ·Ì=ÖpòËÍÂÆµÈpÓÎÍ·É�Ò
ÓÎÓøÖxÆµÒ'Ø×Í½Á·��Ò
ÄF�=Ö{É�ÍvÒ'ØZØ×È ÍvÇZÒ
ØZÊ�ÓÕÆ§ÖÚÆZÍvÍÂõ�Í�Ò'ØZò�ÈpØ×ÆµÍ5Ò�Ì§Þ�Ò�É�Òíâ

ØZÌ
ÇZÍÕõWÒ'Ç9ÒJ÷�Ç×Ò
õWÒ
Ô"Ò
Ä?ÆZÒ«û?Ê�Í�5qØZÖpÇZÒ
÷�÷�Ò'Ç×ÈJõÚÖpÓÂÍÎÉËÍ�ØZÈWÓÂÈ!ò�Ò'Ç
k 6 37.

BTÓÎÍ¸ÊËÓÂÆµÍÂÔJÍ�É�Ê�Ò�Ì'Öpò�ÍÂÆZÈWÓÎÍ�É�Ò
ÓÎÓÎÖ�ÆµÒ
ØZÍ�ØZÈpÄ�È"É�Ò
É�ÍÎÌ'ÖÚÆµÍ�ÖpÓÂÓøÖ�Ì
ÈWØ×ÆZÇZÊF�
ÍÎÈWÄËÒ�É�Í�Ä?Ê�È�õWÒ�ØZÊËò%Ò
Ç×úqÌ
Í<Ô"ÍÂÄ�ÍÂÔJÒ
ÔJÒ'É�ÍÎÖpÄ?ÆZÒJÍÎÓ�ÔJÒ
ÆZÈ�É�È>É�Ò
ÓÎÓ� éÍÂÄ�Ì
ÈWÓÂÓÎÖÚÔJÒ
Ä?ÆµÈxÉ�Í·òqÖÚÇ×ÆµÍ�É�Í·ØZÊ�ò�Ò
Ç×úqÌ
ÍvÔ"ÍÂÄ�ÍÂÔJÒ!çWÍ=½xÄ�ÈpÆZÒI\(ÆµÇZÖUÓÎÒJû?ÊqÖpÓÂÍ
Mk

]5Ä�Ò
ÓÎÓÂÈ!ØáÆµÒ
ØZØZÈ"Ø×ÆZÍÎÓÎÒjÉ�ÍiYÕÀpÀ6[�Á
ó[ÁFã�ÈÚä�Ô"ÖpÄ{Ò�TºÁFåUÒ'Ò
æ�Ø�òËÇZÒ'Ø×Ò'Ä�Æ§ÖpÇ×ÈWÄ�ÈxÍÂÄZYÕÀ��b[9Ê�Ä�È8Ø×ÆZÊ�É�ÍÂÈ8Ø×ÍÎØ×ÆZÒ'Ô"ÖÚÆZÍÎÌ'È�ÉËÒ'ÓÎÓÂÒ�Ø×Ê�Ì'Ì
Ò'ØZØZÍÎÈpÄ�Í3É�Í
ØZÊËò�Ò'Ç×ú�Ì'Í�ÔJÍÂÄ�ÍÂÔJÒ�Ì
ÈWÔJò�ÓÎÒíÆµÒfÉ�Í2çWÒ'Ä�Ò
ÇZÒôÌ
ÇZÒ
ØZÌ
Ò'Ä?ÆZÒpÁ·ÃÅÄ@òqÖpÇáÆµÍÂÌ'ÈWÓÎÖpÇ×Ò�Ò'Ø×ØZÍ%ÞqÖpÄËÄ�È[É�ÍÎÔJÈWØáÆµÇµÖ*ÆµÈ�Ì§Þ�Ò�ÍÎÓ
ÓÎÍÂÔJÍ ÆµÒ«É�Í�Ê�ÄqÖ�Ø×Ê�Ì'Ì
Ò'ØZØZÍÂÈWÄ�Ò!É�Í�ØZÊ�ò�Ò
Ç×úqÌ
Í3É�Í�à�ÈWØ×Æ§Ö�â�ãfÈpä�Ô"ÖpÄ�â�åUÒ'Ò
æ?ØTÉ�Í�çWÒ'ÄËÒ'ÇZÒmÌ'Ç×Ò'ØZÌ
Ò'Ä�ÆµÒ!ÆZÒ'Ä�É�Ò
ÖpÓÂÓ¬  Ê�Ä�ÍÂÈpÄ�Ò�É�Í�Ê�Ä�Ì=ÖÚÆZÒ'Ä�ÈWÍÂÉ�ÒjÒjÉ�Í�Ê�Ä�ò�ÍøÖÚÄ�È�Ì§Þ�ÒTÍÎÄ�ÆµÒ
ÇZØZÒ
Ì=Ö�ÍÎÓ%Ì'ÖÚÆµÒ
Ä�ÈWÍÂÉ�ÒjÄ�Ò
Ó¸Ì
Ò'ÇZÌ§Þ�ÍÂÈmÉ�Í�É�ÍøÖÚÔ"ÒíÆµÇZÈ
ò�Í�Ã�ò�ÍÂÌ'Ì
ÈWÓÎÈ>ò�ÈWØZØZÍÂ÷�ÍÂÓÎÒpÁRã�ÖpÄ�Ä�ÈRÖpÄ�Ì§Þ�Ò�É�ÍÂÔ"ÈpØ×ÆµÇZÖÚÆµÈUÌXÞ�Ò�5·Ø×Ò�û�ÊËÒ'Ø×ÆZÒ8ØZÊ�ò�Ò
Ç×úqÌ
Í0ØZÈpÄ�ÈRÇ×ÍÎØZÌ'ÖpÓÎÖÚÆµÒ"Ò
É�ÍÂØZò�ÈWØáÆµÒ[ÍÎÄUÔ"È�É�È@Öpò�ò�Ç×ÈWò�Ç×ÍøÖÚÆZÈF5�ÖpÓÎÓÂÈWÇZÖ!ÓÎÒ«òqÖÚÇ×ÆµÍ<ÉËÍGØZÊ�ò�Ò
Ç×úqÌ
Í�É�È�õWÒ[ÓøÖJÌ'ÊËÇ×õÚÖÚÆZÊ�ÇµÖG¹[òËÍ=Ã>Ò'ÓÂÒ
õÚÖ*Æ§Ö
ÆµÒ
Ä�É�ÈWÄËÈ"Ö!ÊËÄ7 ÜÖÚÓÂÆµÇZÖ�ØZÊ�ò�Ò
Ç×úqÌ
ÍÎÒ�ÔJÍÎÄËÍÎÔJÖ[ØZÒ
Ô"òËÓÎÍÂÌ'Ò'ÔJÒ'Ä�ÆµÒjò�Ò'ÇZÍÂÈ�É�ÍÎÌ'Ö�Ì'ÓÎÖpØZØ×ÍÎÌ'Ö^5�ÓÎÖmû?Ê�ÍÂÄ?ÆµÖmØZÊ�ò�Ò
Ç×úËâ
Ì'ÍÂÒîÉËÍ���Ì§Þ�Ò'Ç×æ2Á
W«Á��îÖpò�ÈWÊ�ÓÂÒ=ÖpØ�Ì
Ò'ÇZÌ,Ò�É�Í·Ç×ÍÎØ×ò�ÈWÄ�É�Ò
ÇZÒ@ÖpÉAÊ�Ä�ÖUû�ÊËÒ'Ø×ÆZÍÎÈWÄËÒ@ÔJÒ'ØZØZÖUÍÎÄ.Ò
õ�ÍÂÉ�Ò'Ä^�=Ö>ÉqÖÚÓ·ÓøÖ=õWÈWÇ×ÈUÌ
ÍÂÆ§Ö*ÆµÈ
ØZÈpò�ÇµÖËÁ���ÍGÆµÇZÖÚÆZÆµÖ@É�Í�É�ÍÂÔ"ÈWØáÆµÇZÖpÇZÒ«ÓøÖ"ò�ÈWØZØZÍÂ÷�ÍÂÓÎÍÕÆk½JÉ�Í�É�Ò
ØZÍÂÄ�çWÈWÓÎÖpÇZÍ��,�=ÖpÇ×Ò[ÓÎÒ[ÍÂÄ?ÆZÒ'ÇZØ×Ò6�
ÍÎÈWÄ�ÍGÉ�Í�É�ÊËÒmØZÊ�â
ò�Ò'ÇáúqÌ'ÍôÔJÍÎÄ�ÍÂÔ!ÒxØZÈWØáÆµÍÂÆZÊ�Ò'ÄËÉ�È�É�Ò
çWÓÎÍfÍÂÄ?ÆµÈpÇZÄ�ÍfÉËÒ'ÓÎÓÂÒUÍÎÄ�ÆµÒ'Ç×ØZÒ,�'ÍÎÈpÄ�Í�Ì
ÈWÄ_É�Ò
ÓÎÓÂÒUØZÊ�ò�Ò
Ç×úqÌ
ÍjÉ�Í���Ì§Þ�Ò'Ç×æ
ØZÒ
Ô"òËÓÎÍÎÌ
Ò'ÔJÒ'Ä�ÆµÒ�ò�Ò'Ç×ÍÎÈ�É�ÍÂÌ§Þ�ÒpÁ[ÃÅÄ£YÜÏ�À,[3Ò
çWÓÎÍ�ò�Ç×Ò'Ø×Ò'Ä?Æ9ÒUÊËÄqÖ8Ì
ÈWØ×ÆZÇZÊF�
ÍÎÈpÄ�Ò!Ì§Þ�Ò!ò�Ò
ÇZÔJÒ
ÆZÆZÒ!ÉËÍ9ÇZÍÎØ×ò�ÈWÄ�â
É�Ò
ÇZÒîÖÚä�Ò
ÇZÔ"ÖÚÆZÍÂõÚÖpÔ!Ò'Ä?ÆZÒjÖpÓÎÓÎÖ«û?Ê�Ò'ØáÆµÍÂÈWÄ�ÒTÄ�Ò'Í¸Ì'ÖpØZÍ¸ÍÂÄ�Ì'ÊËÍ¸ÓÎÒjØ×Ê�ò�Ò'ÇáúqÌ'ÍFÔJÍÎÄ�ÍÂÔ!ÒôÌ§Þ�ÒTØZÍ¸ÍÂÄ?ÆµÒ
ÇZØ×Ò'Ì=ÖÚÄ�È
ÞqÖpÄËÄ�ÈmÔ"ÈpÓÂÆµÒfò�ÇZÈWòËÇZÍÎÒíÆk½[É�Í%ØZÍÎÔJÔJÒ
ÆµÇ×ÍÎÖËÁGÝGÖpÓÎÒôÌ'ÈWØáÆµÇ×ÊF�'ÍÂÈWÄ�Òjò�Ò'Ç×Ô"ÒíÆZÆµÒjÉËÍ�Ô"ÈWØáÆµÇZÖpÇZÒôÓ� éÒ
ØZÍÎØáÆµÒ
ÄF�=Ö�É�Í
ØZÊËò�Ò'Ç×ú�Ì'Í�Ô"ÍÂÄ�ÍÂÔJÒôÉ�Í¸Ì'Ê�ÇáõÚÖÚÆZÊ�ÇµÖmÆZÈpÆ§ÖpÓÂÒôúqÄ�ÍÕÆ§Ö�Ò�ÖpÓÂÔ"Ò
Ä�È�ÆZÇZÒjÆµÒ'Ç×Ô"ÍÂÄqÖ��
ÍÎÈpÄ�Í�Ái��ß(ÈWÇáÆµÊ�Ä�ÖÚÆ§ÖpÔJÒ'Ä�ÆµÒjÍÎÓ
çWÒ
Ä�Ò'Ç×Ò@ÉËÒ'ÓÎÓÂÒ!ØZÊ�ò�Ò
Ç×úqÌ
Í�Ì'ÈWØ¬Ø�Ì'ÈpØ×ÆµÇ×Ê�ÍÂÆZÒ"ÖpØZØ×Ê�Ô"Ò!õÚÖpÓÂÈWÇZÍ�ÖÚÇZ÷�ÍÕÆµÇµÖÚÇZÍÎÖpÔ!Ò'Ä�ÆµÒ!Ò
ÓÎÒíõÚÖÚÆZÍ¬U�Ò'ØZØ×È�Ä�ÈpÄAò�Ê^Ò
Ò'Ø×ØZÒ
ÇZÒ«ò�ÇZÒ
ØZÌ
ÇZÍÕÆZÆµÈ!ò%ÈpÍÎÌ§ÞF¹îÉ�ÒíõWÒ�Ò'ØZØ×Ò'ÇZÒ«Ì
ÈWÔJòqÖÚÆZÍÎ÷�ÍÂÓÂÒôÌ'ÈWÄxÓÎÒTØ×ÍÎÔJÔ"ÒíÆµÇZÍÕÒpÁ�ÍjÊ�ÍÎÄËÉ�Í¸Ä�ÈWÄxØZÍFò�Ê^ÒJßÖÚÇZÒ
ÇZÍÂÌ'ÈWÇ×ØZÈJÖmû?Ê�Ò'ØáÆ§Ö!ÆµÒ
Ì'Ä�ÍÂÌ=Ö!ò�Ò'Ç�ÈÚÆZÆµÒ
Ä�Ò'Ç×Ò�É�Ò
çWÓÎÍ�Ò'ØZÒ
Ô"òËÍ�ÉËÍFçWÒ'ÄËÒ'ÇZÒî÷qÖpØZØ×È�Á
�FÈ�Ø×ÆZÒ'Ø×ØZÈ�ÖÚÊËÆµÈWÇ×Ò�ÍÎÄ�YéÏ�
b[2ÞqÖîÊ�ÆµÍÎÓÂÍ��6�'ÖÚÆµÈTÓÎÖjÆZÒ'Ì'ÄËÍÎÌ'Ö�ÉËÒ'ÓÎÓÎÖjÉ�Ò'Ø×ÍÎÄ�çWÈpÓøÖpÇ×Í��6�=Ö��'ÍÎÈpÄ�Ò5ò�Ò'Ç�ÈpÆ×ÆµÒ'ÄËÒ'ÇZÒ�É�Ò'ÓÂÓÎÒ
ØZÊËò�Ò'Ç×ú�Ì'ÍqÖôÌ'ÊËÇ×õÚÖÚÆZÊ�ÇµÖôÔ"Ò
É�ÍøÖ�Ì
ÈWÄ�ØáÆ§ÖpÄ�ÆµÒ5É�Í�çWÒ'ÄËÒ'ÇZÒ0ÖpÇ×÷�ÍÂÆZÇµÖpÇ×ÍÎÖpÔ!Ò'Ä?ÆZÒ�Ò
ÓÎÒ
õ*ÖÚÆµÈjÒvØZÒ'Ä^�=ÖTØ×ÍÎÔJÔ"ÒíÆµÇ×ÍÂÒpÁ

ÀS�



��Ò
çWÊ�Ò'ÄËÉ�ÈRû?Ê�Ò
Ø×ÆZÈ ÖpÇáÆµÍÎÌ
ÈWÓÂÈ�å.ÁGÝ<ÇµÖpÍ��'ÒíÆ�ÞqÖ>ÈpÆZÆZÒ'Ä?ÊËÆµÈ�ØZÊËò�Ò'Ç×ú�Ì'Í5ÔJÍÎÄ�ÍÂÔ!ÒJÉ�Í�çWÒ'ÄËÒ'ÇZÒ�ÖpÇ×÷�ÍÂÆZÇµÖpÇ×ÍÎÖ*â
ÔJÒ'Ä�ÆµÒ�ÖpÓÕÆµÈmÔ"Ò
É�ÍøÖÚÄ?ÆµÒjÓøÖmÉËÒ'ØZÍÂÄ�çWÈWÓÎÖpÇ×Í=�,�=Ö��
ÍÎÈpÄ�ÒjÉ�Ò'ÓÂÓÎÒjÍÎÄ?ÆZÒ'Ç×ØZÒ6�
ÍÎÈWÄËÍFÉ�ÍFÊËÄUÄ?Ê�Ô"Ò
ÇZÈmúqÄ�ÍÕÆµÈ!É�ÍFò�ÍÎÖpÄ�Í
õWÒ'ÇáÆµÍÂÌ=ÖpÓÂÍ½Á
W«ÁF�îÖpò�ÈpÊ�ÓÎÒ'ÖpØ5ÖpÄ�Ä�ÊËÄ�Ì'Í�ÒmÍÎÄqYéÏ�À6[�ÓøÖ[Ç×Ò'ÉqÖ��'ÍÎÈpÄ�ÒjÉ�Í�Ê�Ä8ÖpÓÂÆZÇZÈ�ÖpÇ×ÆZÍÎÌ
ÈWÓÎÈ«ÍÎÄ�Ì'ÊËÍFÖ=õ�Ç×Ò'÷�÷�ÒTÉ�ÍÂÔ"ÈWØáÆµÇµÖ*ÆµÈ
Ê�Ä{ÆµÒ
ÈWÇ×Ò'Ô"Ö�É�Í9É�Ò
ØZÍÂÄ�çWÈWÓÎÖpÇZÍ��6�'Ö��
ÍÎÈWÄËÒ[ò�Í�Ã{çWÒ'Ä�Ò
ÇµÖpÓÂÒ[õÚÖpÓÎÍÂÉ�È�ÍÂÄ{Ê�ÄqÖ@õÚÖpÇZÍÂÒ
Æ`½�öfÍÂÒ'Ô"ÖpÄ�ÄËÍøÖÚÄqÖJÆµÇZÍÂÉ�ÍÕâ
ÔJÒ'Ä�Ø×ÍÎÈWÄqÖÚÓÎÒ�û?ÊqÖpÓÂÊ�Ä�û?Ê�ÒUÒxÌ§Þ�ÒxÄ�ÈWÄ�Ö�õ�Ç×Ò'÷�÷�ÒUÇZÍÂÌXÞËÍÎÒ
Ø×ÆµÈ.ÖÚÓÎÌ
Ê�ÄqÖRÍÎò�ÈpÆZÒ'Ø×Í�Ø×Ê�ÓÎÓÎÖ{ØZÍÎÔJÔJÒ
ÆµÇ×ÍÎÖ�É�Ò'ÓÂÓÎÒ
ØZÊËò�Ò'Ç×ú�Ì'Í�ÒUÌXÞËÒ>çWÓÂÍ�Ö�õ�ÇZÒ
÷�÷�Ò>ò�Ò'Ç×Ô"Ò
ØZØ×È�É�Í�ÈpÆZÆZÒ'Ä�Ò
ÇZÒUÉ�Ò'ÓÂÓÎÒ8ØZÊ�ò�Ò
Ç×úqÌ
ÍôÔJÍÂÄ�ÍÎÔ!Ò8ÉËÍfçWÒ
Ä�Ò'Ç×Ò�ÖpÇ×÷�ÍÕâ
ÆµÇZÖpÇZÍÂÈ�Á�ÍjÊ�Ò
Ø×ÆZÈ"ÇZÍÂØZÊ�ÓÕÆ§Ö*ÆµÈmÄËÈWÄ�¹îÔ@ÖÚÍ¸ØáÆ§ÖÚÆZÈJò�Ê�÷Ë÷�ÓÎÍÂÌ=ÖÚÆZÈ�Á
BTÓÎÍ�Ê�ÓÕÆµÍÂÔJÍ�ÖpÄ�Ä�Í5Þ�ÖpÄ�Ä�È{õ�ÍÎØáÆµÈ{É�ÍÂõWÒ
Ä?ÆµÖpÇZÒ�Ø×Ò'ÔJò�ÇZÒ�ò�Í�Ã�õ�ÍÕõWÈRÓÂÈ{Ø×ÆZÊ�É�ÍÂÈRÉËÒ'ÓÎÓÂÒ�Ø×Ê�ò�Ò'ÇáúqÌ'Í0Ô"ÍÂÄ�ÍÂÔJÒ
Ä�Ò
ÓÎÓÎÒ!õÚÖÚÇZÍÎÒíÆk½UòËÇZÈ�É�ÈpÆ×ÆµÈ H2 × R, É�È�õWÒ H2 É�Ò
Ä�ÈpÆ§Ö>ÍÂÓ�ò�ÍøÖpÄËÈ>ÍÎò�Ò
ÇZ÷�ÈWÓÂÍÂÌ'ÈF5<Ò S2 × R. ÃÅÄ�û?Ê�Ò
Ø×ÆZÒõÚÖÚÇZÍÎÒíÆk½�ØZÈWÄ�È!Ø×Æ§Ö*ÆµÍ¸ØZÌ
ÈWò�Ò'ÇáÆµÍ¸õÚÖpÇ×ÍFÒ
ØZÒ
Ô"ò�ÍFÉËÍFØ×Ê�ò�Ò'ÇáúqÌ'Í�ÔJÍÎÄ�ÍÂÔ!ÒjÍÂØZò�ÍÂÇµÖÚÄ�É�ÈWØ×ÍFÖmû?Ê�Ò
ÓÎÓÂÒTÌ'ÈpÄ�ÈWØZÌ
ÍÎÊËÆZÒ
ÍÎÄ R3.

WfÒ'Ó�Ì=Öpò�ÍÕÆµÈWÓÂÈ�ÏUÞ�È�É�ÍÂÔ"ÈWØáÆµÇZÖÚÆµÈUÓ� éÒ
ØZÍÎØáÆµÒ
ÄF�=Ö^59ÍÎÄ H2 × R, ÉËÍvÊËÄqÖ>ßÖpÔJÍÂçWÓÕÍÎÖxÉËÍvØ×Ê�ò�Ò'ÇáúqÌ'ÍÔJÍÎÄ�ÍÂÔ!ÒôÒ'Ô�÷�Ò'É�ÉËÒ'ÉxÍÎØZòËÍÎÇµÖ*Æ§Ö�Ö
Mk,

ò�Ò
Ç�ÈWçpÄ�Í
k > 1.

ÍjÊ�Ò'ØáÆµÈJÇ×ÍÎØ×Ê�ÓÂÆµÖÚÆµÈ�ò�Ê^ÒJÒ
ØZØ×Ò'ÇZÒ�Ì
ÈWÄ�Ø×ÍÎÉ�Ò
ÇµÖÚÆZÈ
Ì'ÈpÔ"Ò@Ê�Ä�Ì=ÖpØ×È{òqÖpÇ×ÆZÍÎÌ
ÈWÓøÖÚÇZÒJÉ�Ò'Ó·ÆµÒ'ÈpÇZÒ'Ô"Ö>çWÒ
Ä�Ò
ÇµÖpÓÂÒ�ÉËÍvÉ�Ò
ØZÍÂÄ�çWÈWÓÎÖpÇZÍ��,�=Ö��
ÍÎÈpÄ�Ò@ÖpÄËÄ�Ê�Ä�Ì
ÍøÖ*ÆµÈ�ÉqÖIW«Á�îÖpò�ÈWÊ�ÓÂÒ=ÖÚØ'Á��i éÒ
Ä�Ê�ÄËÌ'ÍÎÖÚÆµÈJÉËÒ'Ó¸ÆµÒ
ÈWÇZÒ
Ô@Ö3¹îÍÂÓ¸Ø×Ò'çWÊ�Ò
Ä?ÆZÒpÁ
v ��¨2¼���¯A�º�xwDÆ � {�z9� �x� k > 1 �k�R�=�R~��G�l� H2 × R �c� | �R���x� { � � �¬� � �l�x� �E| ��� � �R�V� { � k, �kz �� � {R�b| ~�� {9| �k�R~ { �l�^��� �9| ~ z ~ |�} �i���x�l~ |'�kz �I~ { ��~�� {R� �l� | �6� z �x� zb{ �d�k� z �x~ |�} �������x�����#~���� zn�9| ~��R� z ��� |�} ����c� | ���#~���� z � }d| � |�{ �6�ÍjÊ�Ò'ØáÆ§ÖAØZÊ�ò�Ò
Ç×úqÌ
ÍÎÒI¹>ØáÆ§ÖÚÆµÖAÈpÆ×ÆµÒ'Ä?ÊËÆ§Ö.Ô"Ò
É�ÍøÖpÄ�ÆµÒxÍÎÄ�Ì
ÈWÓÎÓÎÖÚÔJÒ
Ä?ÆµÈ É�Ò'ÓÂÓ¬  ÍÎÔ!Ô"ÖÚçWÍÕÄ�ÒxÔJÒ'É�ÍÎÖpÄ?ÆZÒUÊ�Ä�Ö
ÈWÔJÈpÆµÒíÆµÍÎÖxÉ�ÍvòqÖÚÇµÖpÔJÒ
ÆZÇZÈ

ε2,
Ì
ÈWÄ

ε
Ø×Ê^�JÌ'Ò
Ä?ÆµÒ
Ô"Ò
Ä?ÆZÒ8ò�ÍÎÌ
Ì'ÈWÓÂÈF5�É�ÍvÊËÄqÖ�òqÖpÇáÆµÒ�Ì
ÈWÔJòqÖÚÆ×Æ§ÖUÉ�Í

MkÓÎÊËÄ�çWÈmÓÎÒjØZÊ�ÒTÆµÇ×ÒîÌ
Ê�Ç×õWÒîÉ�ÍF÷�ÈpÇZÉ�ÈJÖmÉ�Ê�ÒîçWÇZÖÚúqÌ
ÍFÔJÍÂÄ�ÍÂÔJÍ�5�ÌXÞËÒ�Ø×ÈWÄ�È"ÖÚØZÍÎÄ�ÆµÈÚÆµÍÎÌ
Í�5�ÇZÍÎØ×ò�Ò
Æ×ÆµÍÂõ*ÖpÔJÒ'Ä?ÆZÒ�5
ÖpÓÂÓøÖ�Ô"ÒíÆk½[Ø×Ê�ò�Ò'ÇZÍÂÈWÇ×ÒjÒîÖÚÓÎÓøÖ�ÔJÒ
Æ`½[ÍÎÄËß(Ò
ÇZÍÎÈpÇZÒ�É�Í�ÊËÄ8Ì'ÖÚÆµÒ
Ä�ÈWÍÂÉ�ÒjÉ�ÒíúqÄ�ÍÕÆµÈmÍÂÄ H2×R ÒTÖ�Ê�Ä�çWÇµÖ*úqÌ'È
ÔJÍÎÄ�ÍÂÔ!È!ÖÚØZÍÎÄ�ÆµÈpÆZÍÎÌ
È!Ö H2 × {0}.
ÃÅÓ�Ì=ÖpòËÍÂÆµÈpÓÎÈAÛ·¹>É�Ò'É�ÍÂÌ=ÖÚÆZÈ�ÖpÓÂÓøÖ Ì
ÈWØ×ÆZÇZÊF�
ÍÎÈWÄËÒ�É�Í�ØZÊ�ò�Ò
Ç×úqÌ
ÍjÔ"ÍÂÄ�ÍÂÔJÒxØ×Ò'ÔJò�ÓÎÍÂÌ'Ò
Ô"Ò
Ä?ÆµÒUò�Ò'Ç×ÍÎÈ�É�ÍÂÌXÞËÒ
ò�Ç×ÈWò�ÇZÍÎÖpÔJÒ'Ä�ÆµÒJÒ
Ô�÷�Ò'É�É�Ò
É�ÍÂÄ R3.

ÃjÇZÍÂØZÊ�ÓÕÆ§ÖÚÆZÍ3ò�ÇZÒ
ØZÒ
Ä?Æ§Ö*ÆµÍ�ÍÎÄ.û?Ê�Ò
Ø×ÆµÈ�Ì=ÖÚò�ÍÂÆZÈWÓÎÈp\ÈpÆ×ÆµÒ'Ä?ÊËÆµÍ�ÍÎÄ.Ì'ÈWÓ â
ÓøÖÚ÷�ÈWÇµÖ��
ÍÎÈpÄ�Ò5Ì
ÈWÄ%�<ÖÚÊ�ÇZÒ
Ä?Æ�ã�ÖpÊ�Ø×ù�ÍÂÇ×ÆZÞJÒ�å.Á�å>ÖpçWÉ�ÖpÓÎÒ
ÄqÖîö�È�É�Ç98ÂçWÊ�Ò6�0Ñ;:'ÇZÒ,��]3çWÒ
Ä�Ò'ÇZÖpÓÎÍ��6�'ÖpÄ�ÈTõ*ÖpÇZÍÂÒ
ò�Ç×Ò'Ì'Ò
É�Ò'Ä�ÆµÍ�Ì'ÈWØáÆµÇZÊF�
ÍÎÈpÄ�ÍFÒîØZÈpÄ�ÈJØ×Æ§Ö*ÆµÍFÉËÍÎÔJÈWØ×ÆZÇµÖÚÆZÍ�ÔJÒ'É�ÍÎÖpÄ?ÆZÒTÓøÖ[ÆµÒ
Ì'Ä�ÍÂÌ=Ö!É�Ò
ÓÎÓ� éÍÂÄ�Ì'ÈpÓÂÓÎÖÚÔJÒ
Ä?ÆµÈËÁiJ�Ä�Ö
É�Ò
ÓÎÓÎÒTÄ�È�õ�ÍÕÆk½!ÇZÍÂØZò�Ò
Æ×ÆµÈ"ÖpÓ�ò�ÖpØZØZÖÚÆµÈ%¹«ÓÎÖ!ò�ÈWØ×ØZÍÂ÷�ÍÎÓÂÍÕÆk½�É�Í�ò�Ç×È�É�Ê�ÇZÇ×Ò«Ø×Ê�ò�Ò'ÇáúqÌ'Í<Ô"ÍÂÄ�ÍÂÔJÒTò�Ò
ÇZÍÎÈ�ÉËÍÎÌ§Þ�ÒîÍÎÓ
Ì'ÊËÍ�û?Ê�È��'ÍÂÒ'Ä?ÆZÒ�Þ�Ö!çWÒ'ÄËÒ'ÇZÒ�ÖpÇZ÷�ÍÕÆµÇZÖpÇZÍÂÈËÁ
��Ö«ØZÒ'Ì
ÈWÄ�É�Ö�ØZÊ�ò�Ò
Ç×úqÌ
ÍÎÒôÉ�Í7��ÌXÞ�Ò
ÇZæE¹ôÊ�ÄqÖ«É�Ò'ÓÂÓÎÒfØZÊ�ò�Ò
Ç×úqÌ
Í�Ô"ÍÂÄ�ÍÂÔJÒ�ò�Í�Ã"ßÖpÔJÈWØZÒÚÁi>m �ò�Ç×ÈWò�ÇZÍÎÖpÔJÒ'Ä�ÆµÒ
Ò'Ô�÷�Ò
É�É�Ò
É�ÍÂÄ R3,

ÍÎÄ�õÚÖpÇ×ÍøÖpÄ�ÆµÒ0ÇZÍÂØZò�Ò
Æ×ÆµÈ[ÖÚÓÎÓÎÖjÆZÇµÖpØ×ÓøÖ��
ÍÎÈWÄ�Ò
T,
Ì§Þ�Ò�ØZÊËò�ò�ÈWÇZÇ×Ò'ÔJÈ«Ò'Ø×ØZÒ'Ç×ÒôÓÎÊ�Ä�çpÈ�Ó¬ éÖpØZØ×Ò

x2
5�Ò[ò�ÊFÒ�Ò'Ø×ØZÒ'Ç×ÒmÌ'ÈWÄ�Ø×ÍÎÉ�Ò
ÇµÖÚÆµÖ@Ì'ÈWÔJÒ[ÓÎÖ"É�Ò'Ø×ÍÎÄ�çpÈWÓøÖpÇ×Í��6�=Ö��'ÍÂÈWÄ�Ò�É�ÍGÉ�Ê�Ò�òËÍøÖpÄ�Í<ÈpÇ×ÆµÈpçWÈWÄqÖpÓÂÍ�52Ì§Þ�Ò�É�Òíâ

Ä�ÈpÆZÍøÖpÔJÈ�Ì
ÈWÄ
P1

Ò
P2,

ÓøÖ�Ì'ÊËÍFÓ¬  ÍÎÄ�ÆµÒ
ÇZØZÒ,�'ÍÂÈWÄ�Ò�¹îÓ� ÜÖpØ×ØZÒ
x2.

ÃÅÄ�ÈWÓÕÆµÇZÒjØZÊ�òËò�ÈWÇZÇ×Ò'ÔJÈJÌ§Þ�Ò
P1, P2

Ø×ÍøÖpÄËÈ
ØZÍÂÔ"ÔJÒ
ÆZÇZÍÂÌ
Í<ÇZÍÂØZò�Ò
Æ×ÆµÈ8ÖÚÍ�ò�ÍÎÖpÄ�Í {x1 = 0} Ò {x3 = 0}. åxÒ'É�ÍÎÖpÄ?ÆZÒmÓÎÖ"õÚÖpÇ×ÍøÖ��
ÍÎÈpÄ�Ò[É�Ò
ÓÎÓ� ÜÖpÄËçWÈWÓÂÈ"ÆZÇµÖ
P1, P2

Ø×Í2ÈpÆ×ÆµÍÂÒ'Ä�Ò�ÊËÄqÖîßÖpÔJÍÂçWÓÕÍÎÖTÖîÊ�Ä"ò�ÖpÇµÖpÔJÒíÆµÇZÈîÉ�ÍqØZÊËò�Ò'Ç×ú�Ì'Í�ÔJÍÎÄ�ÍÂÔ!Ò0ò�Ç×ÈWò�Ç×ÍøÖpÔJÒ'Ä�ÆµÒ0Ò
Ôm÷�Ò
É�É�Ò
É
ÒôØ×Ò'ÔJò�ÓÎÍÂÌ'Ò
Ô"Ò
Ä?ÆZÒ�ò�Ò'Ç×ÍÎÈ�É�ÍÂÌ§Þ�Ò�5�Ì§Þ�ÒjÌ§Þ�ÍÎÖpÔJÍøÖÚÔJÈ�Ø×Ê�ò�Ò'ÇáúqÌ'Í�É�ÍV��Ì§Þ�Ò
ÇZæ2ÁCW�Ò'Ó�û�ÊËÈ��'ÍÂÒ'Ä�ÆµÒ R3/T,

ÈpçWÄ�Í
À��



ØZÊËò�Ò'Ç×ú�Ì'ÍÎÒTÉ�Í?��ÌXÞ�Ò
ÇZæ@ÞqÖ�çWÒ
Ä�Ò'Ç×ÒTòqÖpÇZÍ�Ö��'Ò
ÇZÈmÒTû?ÊqÖÚÆ×ÆµÇZÈ�ÆZÒ'Ç×Ô"ÍÂÄqÖ��
ÍÎÈWÄËÍ�ò�ÓÎÖpÄqÖpÇ×Í�ÖpØ×ÍÎÄ�ÆµÈpÆZÍÎÌ§Þ�ÒjÖ�É�Ò
Í
Ì'ÍÂÓÎÍÂÄ�É�Ç×Í�òËÍøÖÚÆ×ÆµÍ�Ì'ÈWÄ�ÆµÒ
Ä�ÊËÆZÍ�ÍÂÄ

P1/T, P2/T
Á3ÝGÖpÓÎÍ%ÆµÒ'Ç×Ô"ÍÂÄqÖ��
ÍÎÈpÄ�Í�Ø×ÈWÄ�ÈJÉ�ÒíÆZÆZÒ�É�Í�ÆµÍÎò�ÈE��Ì§Þ�Ò'Ç×æ�Á

W�ÈpÍ�Öp÷�÷�ÍÎÖpÔJÈ{Ì'ÈWØáÆµÇZÊ�ÍÕÆµÈRÉ�Ò'ÓÂÓÎÒ�ØZÊËò�Ò'Ç×ú�Ì'ÍfØZÒ
Ô"òËÓÎÍÂÌ'Ò'ÔJÒ'Ä�ÆµÒ�ò�Ò'Ç×ÍÎÈ�É�ÍÂÌXÞËÒ8É�Í0çWÒ
Ä�Ò'Ç×Ò
k > 1

Ì
ÈWÄ�è
ÆµÒ
ÇZÔJÍÎÄqÖ��'ÍÂÈWÄ�Í�ÉËÍqÆµÍÎò�È���ÌXÞ�Ò
ÇZæ!Ä�Ò'Ó2û?Ê�È��
ÍÎÒ'Ä�ÆµÒ R3/T,

ÔJÒ'É�ÍÎÖpÄ�ÆµÒ�ÍÎÄËÌ'ÈWÓÂÓÎÖpÔJÒ
Ä?ÆZÈîÉ�Í2Ê�ÄqÖ�òqÖpÇáÆµÒfÌ'ÈpÔ!â
òqÖÚÆ×Æ§Ö�ÉËÍ

Mk,
É�Ê�ÒvÔJÒ
Æ`½�É�Í�Ê�ÄqÖ�ØZÊËò�Ò'Ç×ú�Ì'ÍÎÒvÉ�Í^��Ì§Þ�Ò'Ç×æ«Ò�Ê�Ä�Ì'ÍÂÓÎÍÂÄ�ÉËÇZÈfò�ÍøÖ*ÆZÆµÈfÈWÇZÍ��6�
ÈWÄ?ÆµÖpÓÎÒ�ò�Ò'Ç×ÍÎÈ�É�ÍÂÌ'È

ò�Ç×ÍÂõÚÖ*ÆµÈ!É�Í¸Ê�ÄxÉ�ÍÎØ×Ì'È�Á��i éÒ
Ä�Ê�ÄËÌ'ÍøÖ*ÆµÈJÉ�Ò
Ó¸ÆµÒ'ÈpÇZÒ
Ô@Ö3¹îÍÎÓ�ØZÒ
çWÊ�Ò
Ä?ÆµÒÚÁ
<vÁ2å>ÖÚÇ×ÆµÍÂÄxÖpÄ�É'u[Á2öfÖpÔJÈWØ.�5Ö*ÆµÍÂØ×Æ§Ö0YÜÏ��b[FÞqÖpÄ�Ä�È!ÇZÒ'Ì
Ò'Ä�ÆµÒ
Ô"Ò
Ä?ÆµÒ�Ì'ÈpÄ�Ø×ÆZÇZÊ�ÍÕÆµÈ!Ê�ÄqÖ!Ø×Ê�ò�Ò'Ç×ú�Ì'ÍÂÒ�Ô"ÍÂÄ�â
ÍÎÔ"Ö!ò�Ç×ÈWò�ÇZÍÎÖpÔJÒ'Ä�ÆµÒ�Ò
Ô�÷�Ò'É�É�Ò
É{Ò«ØZÒ
Ô"òËÓÎÍÎÌ
Ò'ÔJÒ'Ä�ÆµÒ�ò�Ò'Ç×ÍÎÈ�É�ÍÂÌ=ÖJÉËÍGçpÒ'Ä�Ò
ÇZÒ@À[Ò«ØZÒ
Í<ÆµÒ'Ç×Ô"ÍÂÄqÖ��
ÍÎÈpÄ�ÍFÉ�Í
ÆµÍÂò�ÈG��Ì§Þ�Ò
ÇZæ8Ä�Ò
Ó<û?Ê�È��'ÍÎÒ
Ä?ÆZÒ R3/T,

É�ÒíÆZÆµÖ"Ø×Ê�ò�Ò'ÇáúqÌ'ÍÂÒ«É�Í;��Ì§Þ�Ò
ÇZæWâáàvÈpØ×Æ§ÖA5#\ÉV éÈWÇZÖJÍÂÄxò�ÈWÍ
T
ÉËÒ'Ä�ÈÚÆ§Ö

ÓøÖxÆZÇµÖpØZÓÎÖ��
ÍÎÈWÄ�Ò"ÄËÒ'ÓÎÓÎÖUÉ�ÍÂÇZÒ6�
ÍÎÈpÄ�Ò
x2
]XÁ³��Ò'ÔJò�ÓÂÍÂúqÌ'ÖpÄ�É�ÈF5�Ò
ØZØZÍ5Þ�ÖpÄ�Ä�È{Ç×ÍÎÔJÈWØZØ×È>ÈWçWÄ�Í·ÆZÒ'ÇZÔJÍÂÄqÖ��'ÍÂÈWÄ�Ò

ÉqÖpÓÂÓøÖ�Ø×Ê�ò�Ò'ÇáúqÌ'ÍÂÒTÉ�Í¸àvÈWØáÆ§Ö�ÇZÍÂÔ"òËÍÎÖ��,�=ÖpÄ�ÉËÈWÓÎÖ�ÉqÖ[É�Ê�ÒôÆµÒ
ÇZÔJÍÎÄqÖ��'ÍÎÈpÄ�Í2É�Í�ÆµÍÂò�ÈL��ÌXÞ�Ò
ÇZæ2ÁCW�Ò'Ó%Ì=ÖpòËÍÂÆµÈpÓÎÈ
Û!Ä�ÈWÍFÈÚÆZÆµÒ
Ä�ÍøÖÚÔ"ÈmØ×Ê�ò�Ò'ÇáúqÌ'Í<Ì
ÈWÄUÌ'ÖpÇµÖ*ÆZÆµÒ
ÇZÍÎØáÆµÍÂÌXÞËÒ�ÖpÄ�ÖpÓÎÈWçpÞ�ÒîÖ!û?Ê�Ò
ÓÎÓøÖmÉ�Í<å.ÁqÝ<ÇµÖpÍ��'ÒíÆfÒ�u[Á�öfÖpÔJÈWØ�5ÖÚÆZÍÎØáÆ§Ö^5¸Ô"Ö�ÔJÒ'É�ÍÎÖpÄ�ÆµÒ�Ê�ÄRÔJÒ
ÆµÈ�ÉËÈ8Ì
ÈWÔJò�ÓÎÒíÆ§ÖpÔJÒ'Ä�ÆµÒ[É�ÍÂõWÒ
ÇZØ×È�Á3��Í�ÆµÇZÖÚÆZÆµÖ�É�Í9ØZÊ�ò�Ò
Ç×úqÌ
Í�ò�Ç×ÈWò�Ç×ÍøÖ*â
ÔJÒ'Ä�ÆµÒ[Ò'Ô�÷�Ò
É�É�Ò'É{ØZÒ
Ô"ò�ÓÂÍÎÌ
Ò'ÔJÒ'Ä�ÆµÒ«ò�Ò'Ç×ÍÎÈ�É�ÍÂÌXÞ�Ò«É�ÍGçWÒ
Ä�Ò'Ç×Ò

k > 1
Ò[Ì'ÈpÄRè"ÆµÒ
ÇZÔJÍÎÄqÖ��'ÍÂÈWÄ�Í�ÉËÍ<ÆµÍÎò�È��Ì§Þ�Ò
ÇZæ�Ä�Ò
Ó3û?Ê�È��'ÍÎÒ
Ä?ÆZÒ R3/T

5¸ÍÎÄ�Ì
ÈWÓÎÓÎÖÚÄ�É�Èf\(ÍÎÄ{ÔJÈ�É�È�ÖpÄqÖpÓÂÍÂÆZÍÂÌ
È�]fÊËÄqÖ�òqÖpÇáÆµÒmÌ
ÈWÔJòqÖÚÆZÆµÖ�É�Í
Mk

Ö
É�Ê�Ò!ÔJÒíÆk½�ÉËÍ9Ê�ÄqÖ�ØZÊ�ò�Ò
Ç×úqÌ
ÍÎÒ!É�Í���ÌXÞËÒ'ÇZæ�ÒmÊ�Ä.ÖpÄ�Ä?Ê�ÓÂÊ�ØTò�ÍøÖ*ÆZÆµÈ�ÈWÇZÍ��6�'ÈpÄ?Æ§ÖÚÓÎÒ[ò�Ò'Ç×ÍÎÈ�É�ÍÂÌ'È

P/T,
É�Ö

Ì'ÊËÍ<ÖÚ÷�÷�ÍÎÖpÔ"È�ÇZÍÂÔ"ÈWØ×ØZÈmÊ�ÄxÉ�ÍÂØZÌ'ÈËÁ
v ��¨2¼���¯A�x¿7w ®X� | T }d| ~ {o| � }d| �6� z �V� } �A� �cz�}9Ê | �k��� x2. Æ � {�z9� �x� k > 1 ¨��k�R�=�R~��.�c� |P�,|�� � ��} � |�| �c�� |�{o|�� �R~ {`z �����R���x� { � � � � �l�x� � ����� � � } � � � � �R�x~����x� { � z ��� � �x�k¨#� {`z � { � |�� �R�x~��G� �Eª �9���c�9���l� R3,�l� �b|�{ � | �x~�� { �=���x�R~�~ z'| T, ��� }i� �A��«6� z �6�¬�R�x~����l� R3/T � |E� �R�V� { �)� |�{ � | k �����R�C~�� {�� �l� | �6� z �x����#~���� z ® � �x� {`¯ �u�Ápö�ÖÚÔ"ÈWØN�5ÖÚÆZÍÎØ×ÆµÖ�Y Ù?ÏS[�ÞqÖôÌ'ÈWØáÆµÇ×Ê�ÍÂÆZÈjÊ�ÄqÖjØZÊ�ò�Ò
Ç×úqÌ
ÍÎÒ0ÔJÍÎÄËÍÎÔJÖfÉ�Í�ÆZÍÎò�ÈîàvÈpØ×Æ§ÖjÔ"ÖôØ×Ò'ÔJò�ÓÎÍÂÌ'Ò
Ô"Ò
Ä?ÆµÒ
ò�Ò'Ç×ÍÎÈ�É�ÍÂÌ=Ö"Ì
ÈWÄ{É�Ê�Ò[ÆµÒ
ÇZÔJÍÎÄ�Ö��'ÍÂÈWÄ�Í�É�Í<ÆµÍÂò�È�Ì'ÖÚÆµÒ
Ä�ÈWÍÂÉqÖpÓÂÒ«Ò�É�Ê�Ò[ÆµÒ
ÇZÔJÍÎÄqÖ��'ÍÂÈWÄ�Í�É�Í<ÆµÍÂò�È'��ÌXÞ�Ò
ÇZæX5FÉ�Í
çWÒ
Ä�Ò'Ç×ÒjÀ5Ä�Ò
ÓËû?Ê�È��
ÍÎÒ
Ä?ÆµÒ R3/T

Ái��Í�ÆZÇµÖÚÆ×Æ§Ö�É�Í�ÊËÄmÒ
ØZÒ'ÔJò�ÍÂÈjÄ�ÈpÄmÒ
Ô�÷�Ò'É�É�Ò
ÉJÖÚÓÎÓ� éÒ
Ø×ÆµÒ
ÇZÄ�ÈôÉËÍ�Ê�Ä�ÈjØZÓÎÖp÷
ÍÎÄ R3/T

Ì
ÈWÄ?ÆZÒ'Ä�Ò
Ä?ÆµÒ[ÓøÖmÆµÈWò�ÈWÓÂÈWçWÍÎÖmÉ�Ò
ÓÎÓøÖ!Ø×Ê�ò�Ò'ÇáúqÌ'ÍÂÒpÁ�ÓTØ×ØZÒ
Ç×õ�ÍøÖpÔJÈ"ÌXÞËÒ[ÓøÖJØ×Ê�ò�Ò'ÇáúqÌ'ÍÂÒ[ÉqÖ"Ä�ÈWÍ�ÈpÆ×â
ÆµÒ
Ä�ÊËÆµÖTÍÎÄ�Ì
ÈWÓÎÓÎÖÚÄ�É�ÈôÊ�ÄqÖTòqÖÚÇ×ÆµÒ5Ì'ÈWÔJòqÖ*ÆZÆ§ÖôÉ�Í

M1
\ÓÎÖôØZÊ�ò�Ò'ÇáúqÌ'ÍÂÒ�É�ÍqàvÈWØ×ÆµÖ�]�Ì'ÈpÄ!Ê�Ä!Ì'ÍÎÓÂÍÂÄ�É�Ç×Èjò�ÍÎÖÚÆZÆZÈ

ÈWÇ×Í=�6�
ÈWÄ�Æ§ÖpÓÂÒ�ò�ÇZÍÕõÚÖÚÆZÈjÉËÍËÊ�ÄmÉËÍÎØZÌ
ÈF5WÞqÖôÓÎÒ�Ø×ÆZÒ'ØZØ×Ò�ò�Ç×ÈWò�ÇZÍÂÒ
Æ`½ôÉ�Í�û?Ê�Ò'ÓÂÓøÖ�É�Ò
ØZÌ'Ç×ÍÂÆ×Æ§ÖjÉ�ÖTöfÖpÔJÈWØN�5ÖÚÆµÍÂØ×ÆµÖËÁ
W�Ò
ÓvÀ�ü����^5�ã«ÁV�îÖpÇZÌ§Þ�Ò
Ç3YéÏWÏA5¸ÏpÛb[�ÞqÖ@É�Ò
ú�Ä�ÍÂÆZÈ�Ê�ÄqÖ@ßÖÚÔ"ÍÂçWÓÕÍÎÖJÉ�ÍGØZÊËò�Ò'Ç×ú�Ì'Í9Ô"ÍÂÄ�ÍÂÔJÒ�ò�Ç×ÈWò�ÇZÍÎÖpÔJÒ'Ä�ÆµÒ
Ò'Ô�÷�Ò
É�É�Ò
É�Ò�ÉËÈWò�ò�ÍÎÖpÔ"Ò
Ä?ÆZÒfò�Ò
ÇZÍÂÈ�É�ÍÎÌ§Þ�Ò�5?Ì§Þ�ÍøÖÚÔ@ÖÚÆZÒ ~ zb{kz ��� |�} � |�} � � }d| �V� }d| ��� { � 5�ÉËÍ�çpÒ'Ä�Ò
ÇZÒ«À�Ò�Ì
ÈWÄû?ÊqÖÚÆ×ÆµÇZÈ�ÆZÒ'ÇZÔJÍÂÄqÖ��'ÍÂÈWÄËÍGÉ�Í�ÆµÍÂò�È���Ì§Þ�Ò'Ç×æ{ÄËÒ'Ó9û�ÊËÈ��'ÍÂÒ'Ä�ÆµÒpÁ3W�Ò
Ó0À=ü��Wü^5�åUÒ
Ò'æ?Ø«ÖpÄ�É öfÈpØZÒ'Ä?÷�Ò'Ç×çpYéÛËÀ,[
ÞqÖpÄËÄ�È8Ø×õ�ÍÎÓÂÊ�ò�òqÖ*ÆµÈ�ÓøÖ"ÆµÒ'ÈpÇZÍøÖ@çWÒ'ÄËÒ'ÇµÖÚÓÎÒmò�Ò
ÇîÓÂÒ�ØZÊ�ò�Ò
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Ç×úqÌ
Í3ÔJÍÎÄËÍÂÔJÒ�5�ò�ÇZÈpò�ÇZÍÎÖpÔJÒ'Ä?ÆZÒ«Ò'Ô�÷�Ò'É�ÉËÒ'ÉRÍÎÄ R3/T,

É�Í�çpÒ'Ä�Ò
ÇZÒ!ÖÚÇZ÷�ÍÕÆµÇµÖÚÇZÍÂÈ"Ò
úqÄ�ÍÕÆµÈ

k > 0
5GÌ
ÈWÄAÊ�Ä.Ä�Ê�ÔJÒ'Ç×ÈUÍÎÄ�úqÄ�ÍÂÆZÈxÉËÍ�ÆZÒ'Ç×Ô"ÍÂÄqÖ��'ÍÂÈWÄËÍ9É�Í3ÆµÍÂò�Èe��ÌXÞËÒ'ÇZæRÒ"ÊËÄqÖ8ÆµÒ'Ç×Ô"ÍÂÄqÖ��
ÍÎÈpÄ�Ò

ÓÎÍÂÔJÍ ÆµÒÚÁ���Ö0É�ÍÎÔJÈWØáÆµÇµÖ��
ÍÂÈWÄ�Ò�É�Í�Ì
Í=Òm:�÷qÖpØZÖÚÆ§Ö^5�Ä�Ò'ÓWÌ=ÖpØ×È
k = 0,

ØZÊ�ÓÂÓ¬  ÍÎÄ�Ì
ÈWÓÂÓÂÖpÔ!Ò'Ä?ÆZÈ0ÉËÍ�Ê�ÄqÖ0Ô"ÒíÆk½0ÉËÒ'ÓÂÓøÖ
ØZÊËò�Ò'Ç×ú�Ì'ÍÎÒ�É�Í���ÌXÞËÒ'ÇZæ�Ò�Ê�ÄqÖ!Ô"ÒíÆk½!ÉËÍ�Ê�ÄUÒ
ØZÒ
Ô"òËÍÎÈ%��å>ö ¶ Ò�52Ä�Ò
Ó�Ì=ÖpØ×È k > 1

52Ø×Ê�ÓÎÓ� éÍÂÄ�Ì'ÈpÓÂÓÎÖÚÔJÒ
Ä?ÆµÈ
É�Í�Ê�ÄqÖ>òqÖpÇ×ÆZÒ@Ì'ÈWÔJòqÖÚÆ×Æ§ÖUÉ�Ò'ÓÂÓøÖxØZÊ�ò�Ò'ÇáúqÌ'ÍÂÒ

Mk
Ì
ÈWÄ�Ê�ÄqÖ>ÔJÒ
Æk½UÉ�Ò'ÓÂÓøÖxØZÊ�ò�Ò'ÇáúqÌ'ÍÂÒ�ÉËÍm��Ì§Þ�Ò
ÇZæX5�Ê�Ä

Ì'ÍÂÓÎÍÂÄ�É�Ç×ÈmòËÍøÖÚÆ×ÆµÈmÈWÇZÍ��'ÈWÄ�Æ§ÖpÓÂÒjò�Ò
ÇZÍÂÈ�É�ÍÎÌ
È!ò�Ç×ÍÂõ*ÖÚÆµÈ!ÉËÍFÊ�ÄxÉ�ÍÎØ×Ì'È!ÒîÊ�ÄqÖ!ÔJÒ
Æk½mÉËÍFÊ�ÄxÒ'Ø×Ò'ÔJò�ÍÎÈE��å>öîÁ
v ��¨2¼���¯A�0¸Hw ®X� | T }d| ~ {o| � }d| �6� z �V� } �A� �cz�}9Ê | �k��� x2. Æ � {�z9� �x� k > 0 ¨��k�R�=�R~��.�c� |P�,|�� � ��} � |�| �c�� |�{o|�� �R~ {`z ���V�R���x� { � � � � �l�x� � �#� {`z � { � |�� �R�x~���� �Eª �9���c�9���l� R3, ��� � � } � � � � �R�x~��#�x� { � z ��� � �x�k¨�� }� �c�C«6� z �6�¬�R�x~����l� R3/T � |3� �R�V� { ��� |�{ � | k, �c�q�x� � � {`z �l�����x�l~ z ���#~�� {R� �l� | �6� z �x� zb{ �d�k� z �x~ |�} ����#~���� z ® � �x� {`¯ ���A� | ~�� {�� �l� | �6� z �V� } � � �l~��6�

Ï�À



� ÚÜÛ×Ý �x�¢Þ ß

à �Üá �·â Û¡�Üá �äãÜå?å?æ���ç �Îè �_Ú � é Û×ãN��� ê ÛëÝ �Îè
�_Ú � � �|�J��Ûtì�í �ëî ê Û ��ì ���¢ïê� �0ãðÞ_èCÛÎñ����

ò�ó6ò K $L2?M;&%-'O' P2HQR&�$
ÃÅÄUÆµÞ�Ò�ïWÒ=ÖpÇ×Ø���
^  ØôÖpÄ�É�ü�
^  ØfÆµÞ�Ò«Ø×ÆZÊ�ÉËïUÈpß�ÆµÞ�Ò«ÍÎÄ�ÉËÒíìUÈpß9Ô"ÍÂÄ�ÍÂÔ"ÖÚÓFØ×Ê�Ç×ßÖpÌ
Ò'ØôÍÎÄe>3Ê�Ì'ÓÂÍÎÉ�Ò'ÖpÄ>Ø×òqÖpÌ
Ò
ÞqÖpØ3÷�Ò'Ò
Ä"û?Ê�ÍÂÆZÒ�ÖpÌ
ÆZÍÂõWÒÚÁ3ó[Á�<�ÍÎØ×Þ�Ò'Ç�âáàvÈWÓÂ÷�ÇZÍÂÒvÍÎÄ'Yº�b[�5�öîÁ�BîÊËÓÎÓÂÍÕõWÒ
Ç3ÖpÄ�ÉJã«Á��ôÁ���Ö=ù�ØZÈWÄJÍÎÄ'Y ü�[qò�ÇZÈ�õWÒ'É
ÍÎÄËÉ�Ò'ò�Ò
Ä�É�Ò'Ä�ÆµÓÕï.ÆµÞqÖ*ÆmÖ�Ì
ÈWÔJò�ÓÎÒíÆµÒ@ÔJÍÎÄËÍÂÔ"ÖpÓ3ØZÊ�Ç×ßÖÚÌ'Ò

M
ÍÂÄ R3 ù�ÍÂÆZÞ£BîÖpÊ�Ø×Ø�Ô"Öpò G ÞqÖÚØ[úqÄ�ÍÕÆµÒ

ÍÎÄËÉ�Òíì!ÍÂß�ÖpÄËÉ"ÈWÄ�ÓÕïmÍÕß%ÍÂÆ�ÞqÖpØ3úqÄ�ÍÂÆZÒ0ÆµÈpÆµÖpÓ�Ì'Ê�ÇáõÚÖÚÆZÊ�ÇZÒÚÁ�ó[Ác<�ÍÂØZÞ�Ò
ÇáâáàvÈpÓÎ÷�Ç×ÍÂÒ�ÖpÓÂØZÈîÈW÷�Ø×Ò'Ç×õWÒ
É@ÆZÞqÖÚÆ·ÍÕß
MÞqÖpØ�úqÄ�ÍÂÆZÒ�ÆµÈpÆµÖpÓ2Ì
Ê�Ç×õ*ÖÚÆµÊËÇZÒôÍÕÆµØ·ÍÂÄ�É�ÒXì"Ì
ÈWÍÎÄËÌ'ÍÎÉËÒ'Ø�ù�ÍÂÆZÞJÆµÞ�Ò�ÍÂÄ�É�ÒíìJÈpßFÖpÄ"ÈWò�Ò'ÇZÖÚÆµÈpÇ

LḠ
\$ÆµÞqÖÚÆ·ÍÎØ�ÆµÞËÒ

Ä�ÊËÔ�÷%Ò
ÇTÈpß·ÍÂÆZØjÄ�Ò'ç�Ö*ÆµÍÕõWÒmÒ'ÍÂçWÒ
Ä?õÚÖpÓÂÊ�Ò
Øk]jÖpØ×ØZÈ�Ì
ÍøÖÚÆZÒ'É{ÆµÈ�ÆµÞ�ÒmÒXì�ÆZÒ'Ä�ÉËÒ'É¤B�ÖÚÊ�ØZØTÔ"Öpò
Ḡ
Èpß
M̄,

ÆZÞ�Ò
Ì'ÈpÔ"òqÖÚÌ
ÆZÍÂúqÌ'ÖÚÆµÍÂÈWÄ�Èpß

M.
åUÈWÇ×Ò'È�õWÒ'Ç

N(Ḡ),
ÆµÞËÒ�Ä?Ê�ÓÎÓËØ×òqÖpÌ
ÒfÈÚß

LḠ,
ÍÂß�Ç×Ò'Ø×ÆZÇZÍÎÌíÆµÒ
É!ÆZÈ

M
Ì
ÈWÄ�ØZÍÂØ×ÆZØ�Èpß

ÆµÞËÒT÷�ÈWÊ�Ä�É�Ò
ÉxØZÈpÓÎÊËÆZÍÎÈWÄ�ØvÈÚß<ÆZÞ�Ò��WÖpÌ
ÈW÷�Í¸Ò
û?ÊqÖÚÆµÍÂÈWÄ¸Á3Ý0ÞËÒîÄ?Ê�ÓÎÓÂÍÂÆÅï�5
Nul(Ḡ),

ÆZÞqÖÚÆ0ÍÎØvÆZÞ�ÒTÉ�ÍÂÔ"Ò
Ä�ØZÍÂÈWÄ
Èpß
N(Ḡ),

ÖpÄ�É�ÆZÞ�ÒjÍÎÄ�ÉËÒíì�ÖÚÇZÒjÍÂÄ?õÚÖÚÇZÍøÖÚÄ?ÆµØ�Èpß
Ḡ
÷�Ò
Ì=ÖpÊËØZÒTÆZÞ�Ò
ï�ÖpÇZÒôÍÎÄ�ÉËÒ'ò�Ò
Ä�É�Ò'Ä�Æ�Èpß�ÆZÞ�ÒjÌXÞËÈWÍÎÌ
ÒjÈpß

ÆµÞËÒ�Ì
ÈWÄËß(ÈWÇ×Ô@ÖÚÓ�Ô"ÒíÆµÇZÍÂÌTÈpÄ
M̄.

Ý0Þ�ÒmÌ
ÈWÔ"òËÊËÆ§ÖÚÆZÍÎÈWÄ>Èpß3ÆµÞ�Ò�ÍÎÄ�ÉËÒíì{ÖpÄËÉRÈÚß�ÆµÞ�Ò�Ä�ÊËÓÎÓÎÍÕÆÅïxÈpß3ÆµÞ�ÒLB�ÖÚÊ�ØZØjÔ"Öpò�Èpß�ÆµÞËÒJàvÈWØáÆ§Ö�ØZÊ�ÇáßÖpÌ'Ò
ÖpÄ�ÉUÈpß�ÆµÞ�Ò�àvÈWØáÆ§Ö*âÅã�Èpä%Ô"ÖpÄ�â�åUÒ'Ò
æ�Ø�Ø×Ê�Ç×ßÖpÌ
Ò[ÈÚß3çpÒ'Ä�ÊËØ

g = 2, . . . , 37
ÖpòËò�Ò=ÖpÇ×Ò'É�Ç×Ò'Ø×ò�Ò'Ì
ÆZÍÂõWÒ
ÓÂïxÍÎÄ

ÆµÞËÒmù�ÈWÇZæ?ØEY Û��S[�ÖpÄ�É£Y ÛWèb[3ÈÚß��%Á7WôÖ�ï�Ö*Æ§ÖpÄ�Í�Á«Ý0ÞËÒJÖpÍÎÔ Èpß�ÆµÞ�ÍÂØjù�ÈWÇZæ>ÍÂØôÆµÈ�Òíì�ÆµÒ
Ä�É.Þ�ÍÂØjÇZÒ'Ø×Ê�ÓÂÆZØjÆµÈ
ÆµÞËÒ�Ì'ÖpØZÒTù�Þ�Ò'Ç×Ò

g > 38.

ÃÅÄfYéÛ��S[¸Þ�ÒjØ×ÆZÊ�É�ÍÂÒ'É�ÆµÞ�ÒjÍÎÄ�ÉËÒíì�ÖpÄËÉ�ÆZÞ�ÒjÄ�Ê�ÓÂÓÎÍÕÆÅïJÈpßFÆµÞ�ÒjÈWò�Ò'ÇZÖÚÆµÈpÇ
LG

ÖÚØZØZÈ�Ì
ÍøÖÚÆZÒ'É�ÆµÈmÖpÄ8ÖpÇ×÷�ÍÂÆZÇµÖpÇ×ï
Þ�ÈWÓÂÈWÔJÈWÇ×ò�Þ�ÍÂÌmÔ@Öpò

G : Σ → S2,
ù�Þ�Ò'Ç×Ò

Σ
ÍÎØ«ÖxÌ'ÈpÔ"ò�ÖpÌ
Æ[ö�ÍÎÒ
Ô@ÖpÄËÄ ØZÊ�ÇáßÖpÌ'ÒÚÁxã�Ò"Ì
ÈWÄ�Ø×ÍÎÉ�Ò
ÇZÒ
É

Ö>É�Ò
ß(ÈWÇ×Ô@Ö*ÆµÍÂÈWÄ
Gt : Σ → S2, t ∈ (0,+∞),

ù�ÍÂÆµÞ
G1 = G

\ØZÒ
Ò�Ò
û�Ê�ÖÚÆµÍÂÈWÄs\�ÀWÁÜÏ�]o][ÖÚÄ�É�ç�Ö=õWÒ
ÓÎÈ�ùvÒ
ÇôÖÚÄ�É>Ê�ò�ò�Ò
Çô÷�ÈWÊËÄ�É�Ø�ß(ÈWÇ0ÆµÞ�Ò«ÍÎÄËÉ�ÒíìxÈpß

Gt, Ind(Gt),
ÖpÄ�É>ÍÕÆµØfÄ�ÊËÓÎÓÂÍÂÆÅï�5

Nul(Gt),
ß(ÈWÇ

t
Ä�Ò'ÖpÇ

ÆµÈ
0
ÖpÄ�É

+∞ ÖpÄ�É
t = 1.

Ý0Þ�Ò�Ì'ÈWÔJò�ÊËÆµÖÚÆµÍÂÈWÄ�ÈpßGÆµÞ�ÒîÍÎÄ�ÉËÒíìxÖpÄËÉxÆZÞ�Ò�Ä?Ê�ÓÎÓÂÍÂÆÅï@ÍÂÄ8ÆZÞ�ÒîÌ=ÖpØ×Ò«ÈÚßGÆµÞ�Ò
àvÈWØáÆ§ÖUØZÊËÇ×ßÖpÌ
Ò@ÍÂØ�÷qÖpØ×Ò'É�ÈpÄ.ÆµÞËÒJßÖpÌ
Æ�ÆZÞqÖÚÆ�ÆµÞ�ÒGB�ÖpÊËØZØ«Ô"Öpò.ÈÚß5ÆZÞ�ÍÎØ�Ø×Ê�Ç×ßÖÚÌ'Ò"ÍÎØ«ÖxÉ�Òíß(ÈWÇZÔ"ÖÚÆµÍÂÈWÄ
ß(ÈWÇ0Ö�òqÖÚÇ×ÆµÍÂÌ'Ê�ÓÎÖpÇ·õÚÖpÓÂÊ�ÒjÈpß

t
Èpß�ÆµÞ�ÒTÔ"Öpò

G
É�Ò
úqÄËÒ'Éx÷?ï

π ◦G = 1/℘′,
ÆZÞqÖÚÆ0ÍÎØ5ÍÕÆµØvØ×ÆµÒ
ÇZÒ'ÈpçWÇµÖÚò�Þ�ÍÎÌ

ÏWÏ



ò�Ç×È�a×Ò
Ì
ÆZÍÎÈWÄAÍÂØ«Ò
û�Ê�ÖpÓ·ÆµÈUÆµÞËÒ@ÍÎÄ�õWÒ'ÇZØ×Ò@Èpß5ÆµÞ�Ò@ÉËÒ'ÇZÍÕõÚÖÚÆZÍÂõWÒ"ÈÚß5ÆµÞ�Ò%T.Ò'ÍÂÒ'Ç×Ø×ÆµÇZÖpØZØ
℘
âþß(Ê�Ä�ÌíÆµÍÂÈWÄ ß(ÈWÇ[ÖpÄ

Ê�Ä�ÍÕÆ�ØZû?ÊqÖpÇ×ÒjÓÎÖÚÆZÆZÍÂÌ'ÒpÁ#�%ÁAWôÖ=ï�ÖÚÆ§ÖpÄËÍ�Ì'ÈpÔ"ò�Ê�ÆµÒ'É
Ind(Gt)

ÖpÄ�É
Nul(Gt)

ß(ÈWÇ
t ∈ (0,+∞),

ù�Þ�Ò
ÇZÒ
GÍÎØ0ÆµÞËÒ«Ô"ÖpòxÉ�Ò
ú�Ä�Ò'É{ÖÚ÷�È�õWÒÚÁ)��ÈJÆµÞ�Ò�ÇZÒ
ØZÊ�ÓÕÆ�Ì'ÈWÄËÌ'Ò'Ç×Ä�ÍÎÄËç"ÆZÞ�Ò�àvÈpØ×Æ§ÖJØZÊ�ÇáßÖpÌ
Ò�ß(ÈWÓÎÓÂÈ�ù�ØfÖpØ�ÖJØ×ÍÎÔJò�ÓÎÒ

Ì'ÈpÄ�ØZÒ
û�ÊËÒ'Ä�Ì'Ò@ß(Ç×ÈWÔ ÆµÞqÖÚÆ'Á�ã�ÒJÈW÷ËÆµÖpÍÎÄËÒ'ÉRÆµÞqÖÚÆîß(ÈWÇTÆµÞ�ÍÂØ�Ø×Ê�Ç×ßÖpÌ
ÒJÆµÞËÒ"ÍÂÄ�É�ÒXì.ÖpÄ�É ÆµÞËÒ"Ä?Ê�ÓÎÓÂÍÕÆ�ï�ÖpÇZÒ
Ò'û?ÊqÖÚÓ�ÇZÒ
ØZò�Ò
Ì
ÆµÍÕõWÒ'ÓÕï�ÆZÈ@ëmÖpÄ�ÉxÙ�Á
ÃÅÄeY ÛWè�[±�%Á�WôÖ=ï�ÖÚÆ§ÖÚÄ�Í2ÒXì�ÆµÒ'ÄËÉ�Ò'É@ÆZÞ�ÒfÓøÖÚØ×Æ·Ç×Ò'Ø×Ê�ÓÂÆ�ÆµÇ×Ò=ÖÚÆZÍÎÄ�çTÆµÞ�Ò�Ì=ÖpØ×Ò�Èpß%ÆµÞ�Ò�àvÈWØ×ÆµÖ*â�ãfÈpä%Ô@ÖpÄ�âáåUÒ
Ò'æ?Ø
ØZÊËÇ×ßÖpÌ
ÒîÈpßGçWÒ
Ä�Ê�Ø

g
÷�Ê�ÆfÈWÄËÓÂï"ß(ÈWÇ

2 6 g 6 37.
ãfÒîÈW÷�Æ§ÖpÍÂÄ�Ò'É�ÆµÞqÖ*Æ0ÆµÞ�ÒTÍÎÄ�ÉËÒíì�ÍÎØ5Ò'û?ÊqÖÚÓ¸ÆµÈ

2g + 3ÖpÄ�É{ÆZÞ�ÒmÄ�Ê�ÓÂÓÎÍÕÆÅïUÍÂØTÒ
û�Ê�ÖpÓ9ÆZÈ
4.
ã�Ò
ÇZÒ�ùvÒmù�ÍÂÓÎÓGØZÞ�È�ù¡ÆµÞqÖ*ÆTÆµÞËÒ'ØZÒ!ÇZÒ
ØZÊ�ÓÕÆµØTÌ
ÈWÄ?ÆZÍÎÄ�ÊËÒ�ÆµÈ�Þ�ÈWÓÂÉ ÖÚÓÎØZÈ

ß(ÈWÇ
g > 38.

�ËÁ¸Ñ;:
ÇZÒ6�!ÖpÄ�É{ñ[Áéö�ÈWØjÍÎÄrY ÙËÀ6[�Ì=ÖpÓÂÓ�Ö�Ô"ÍÂÄ�ÍÂÔ"ÖÚÓ<Ø×Ê�Ç×ßÖÚÌ'ÒmÄ�ÈpÄRÉËÒ'çWÒ
Ä�Ò'ÇZÖÚÆµÒmÍÂß3ÆZÞ�Òm÷�ÈpÊ�Ä�É�Ò
É·�WÖpÌ
ÈW÷�Í
ß(Ê�Ä�ÌíÆµÍÂÈWÄ�Ø�Öp÷�ÈWÊËÆfÆµÞËÒ«ØZÊ�ÇáßÖpÌ'Ò[ÖpÇZÒ�ÍÎÄËÉ�Ê�Ì'Ò
É�÷�ï8ÆµÞËÒ«ÍÎØ×ÈWÔ"ÒíÆµÇ×ÍÎÒ
Ø�Èpß9ÆZÞ�Ò[ÖpÔ�÷�ÍÂÒ'Ä�ÆfØZòqÖpÌ
ÒpÁ�ñôØ�Ì
ÈWÄ�â
ØZÒ
û?Ê�Ò'Ä�Ì'ÒJÈÚß·ÆZÞ�Ò�ùvÈpÇZæ?ØEY ÛWèb[3ÖpÄ�É£Y Û��S[¬5�ÆµÞËÒJàvÈWØ×ÆµÖ*â�ãfÈpä%Ô@ÖÚÄ�âáåUÒ
Ò'æ?ØTØZÊËÇ×ßÖpÌ
ÒmùvÖpØTæ?Ä�È�ù�Ä{ÆµÈ�÷�Ò
Ä�ÈWÄxÉËÒ'çWÒ
Ä�Ò'ÇZÖÚÆµÒîù�ÍÕÆµÞ8ÇZÒ
ØZò�Ò'ÌíÆ�ÆZÈ!ÆµÞËÍÎØ0É�ÒíúqÄ�ÍÂÆZÍÎÈWÄV5�÷�Ê�ÆfÈWÄ�ÓÕï@ß(ÈWÇ

1 6 g 6 37.

Ý0Þ�Ò0ÇZÒ
ØZÊ�ÓÕÆ3ÈpßV��Á�WôÖ�ïWÖÚÆ§ÖpÄËÍ�Öp÷�ÈWÊËÆ�ÆµÞ�Ò5Ä�Ê�ÓÂÓÎÍÕÆÅï�Èpß2ÆZÞ�Ò.B�ÖpÊËØZØ3Ô"Öpò�Èpß2ÆZÞ�Ò�àvÈWØ×ÆµÖ*â�ãfÈpä%Ô@ÖpÄ�âáåUÒ
Ò'æ?Ø
ØZÊËÇ×ßÖpÌ
Ò�ÍÎØ9Ò
ØZØZÒ
Ä?ÆZÍøÖpÓËß(ÈWÇ�ÆZÞ�Ò0Ì'ÈWÄËØ×ÆµÇ×Ê�Ì
ÆZÍÎÈWÄmÉ�Ê�Ò5ÆµÈ���ÁWãôÖpÊËØ×ù�ÍÂÇ×ÆµÞJÖÚÄ�ÉE<vÁWÑ�ÖpÌ'ÖpÇZÉ�Y ÀWÀ6[�Èpß%ÖjßÖpÔJÍÂÓÕï
Èpß%ÔJÍÎÄ�ÍÂÔJÖpÓ�Ø×Ê�Ç×ßÖÚÌ'Ò'Ø3ù�ÍÂÆµÞmÆÅùvÈîÓÎÍÂÔJÍÕÆ�Ò'Ä�É�Ø·ÖpØ×ï�ÔJòËÆµÈÚÆµÍÎÌvÆµÈîÞ�ÖpÓÂß%ö�ÍÎÒ'Ô"ÖpÄ�Ä�Ô"ÍÂÄ�ÍÂÔ"ÖÚÓ�ØZÊ�ÇáßÖpÌ
Ò'Ø�ÖpÄËÉ
ÈpßfçpÒ'Ä�ÊËØ

g
ù�ÍÂÆZÞ

1 6 g 6 37.
Ý0Þ�Ò
ÍÎÇ�Ì
ÈWÄ�Ø×ÆZÇZÊ�ÌíÆµÍÂÈWÄ,ÍÂØ�÷�ÖpØZÒ
É�ÈpÄ�Ö>çWÓÎÊ�ÍÂÄ�ç>ò�Ç×È�Ì'Ò'ÉËÊ�ÇZÒ�ù�Þ�ÍÎÌ§Þ
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ÆµÍÂÈWÄAÈpß5ÆµÞËÒ�Øáï�Ô"ÔJÒ
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Ä�ÈWÄUÉ�Ò'çpÒ'Ä�Ò
ÇµÖpÌíïUò�ÇZÈWò�Ò
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ïUÇZÈWÓÂÒpÁ)�vÒ'Ì'ÖpÊ�Ø×Ò�Èpß9ÆµÞ�Ò[Ç×Ò'ØáÆµÇZÍÂÌ
ÆµÍÂÈWÄUÈWÄUÆµÞ�Ò«õ*ÖpÓÎÊËÒ[ÈÚß3ÆZÞ�Ò[çpÒ'Ä�ÊËØ
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Ò'Ø·Ì
ÈWÄ�Æ§ÖpÍÂÄ�Ò'É!ÍÂÄ�Y ÛWèb[½Á

ò�ó`ô õ MN+m*RQ61 Q,$�öDMNQ6+.4
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M
÷�Ò«ÖmÌ'ÈWÔJò�ÓÂÒ
ÆµÒjÈWÇZÍÂÒ'Ä�ÆµÒ'É8Ô"ÍÂÄ�ÍÂÔ"ÖÚÓ%ØZÊ�ÇáßÖpÌ'ÒîÍÎÄ R3.
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M

ÍÂØ
L = −∆+ 2K
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ÇZÒ
∆
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M
ÞqÖpØ<úqÄ�ÍÕÆµÒ·ÆZÈpÆ§ÖÚÓ?Ì'Ê�ÇáõÚÖÚÆZÊ�ÇZÒÚÁ9Ý0Þ�Ò
Ä

M
ÍÂØGÌ
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G : Σ→ S2 ÖîÄËÈpÆ·Ì'ÈpÄ�Ø×ÆµÖpÄ?Æ·Þ�ÈWÓÂÈWÔ"ÈpÇáâò�Þ�ÍÂÌ�Ô"Öpò75?ù�ÞËÒ'ÇZÒ
S2 ÍÂØ·ÆµÞËÒôÊ�ÄËÍÂÆ�ØZò�Þ�Ò
ÇZÒôÍÎÄ R3 Ò'Ä�É�È�ùvÒ
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π
]íÁ�TAÒ�úËì>ÖJÌ'ÈWÄËß(ÈpÇZÔ"ÖpÓ

ÔJÒ
ÆµÇ×ÍÎÌ
ds2

ÈWÄ
Σ
ÖpÄ�ÉxÌ'ÈpÄ�ØZÍÂÉ�Ò'Ç0ÆZÞ�ÒîÈWò�Ò'ÇZÖÚÆµÈWÇ

LG = −∆+ |dG|2, ÖpÌíÆµÍÂÄ�ç!ÈWÄ8ß(ÊËÄ�Ì
ÆZÍÎÈWÄ�Ø0ÈWÄ Σ.

T.Ò5É�Ò'ÄËÈpÆµÒ5÷?ï
N(G)

ÆµÞ�ÒvæpÒ'ÇZÄËÒ'Ó�Èpß
LG.

T.Ò5É�ÒíúqÄ�Ò
Nul(G),

ÆµÞËÒ5Ä�Ê�ÓÂÓÎÍÕÆÅïîÈpß
G,
ÖÚØ�ÆµÞËÒ5É�ÍÎÔJÒ'ÄËØZÍÎÈpÄ

Èpß
N(G).

��ÍÂÄ�Ì'Ò
L(G) = {a · G | a ∈ R3} ÍÎØ�Ö�ÆµÞ�ÇZÒ
ÒJÉ�ÍÎÔJÒ'Ä�Ø×ÍÎÈWÄ�ÖpÓ9Ø×Ê�÷�ØZò�ÖpÌ'Ò@ÈÚß N(G),

ÆµÞ�Ò
Ä
Nul(G) > 3.

TAÒjÉ�Ò
Ä�ÈpÆZÒjÆµÞËÒjÍÎÄ�É�ÒXì�ÈÚß
G,

ÆZÞqÖÚÆ5ÍÎØ�ÆZÞ�ÒjÄ�Ê�Ô�÷�Ò
Ç5Èpß�Ä�Ò'çWÖÚÆµÍÕõWÒjÒ'ÍÂçWÒ
Ä?õÚÖÚÓÎÊ�Ò
Ø5Èpß
LG,÷?ï

Ind(G).
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É ÷?ï

G
ß(ÇZÈpÔ
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P (G) =
∑ν

i=1 njpj, S(G) =
∑µ

i=1miriÇZÒ
ØZò�Ò
Ì
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γ.
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ØZò�Ò
Ì
ÆµÍÕõWÒ'ÓÕï�52ÆµÞËÒ

Ô�Ê�ÓÕÆµÍÂò�ÓÂÍÕÌ'ÍÕÆÅï.ÈpßfÆµÞ�Ò8ò�ÈpÓÎÒ
pj
ÖpÄ�É�ÆµÞ�Ò8Ô�Ê�ÓÕÆµÍÂò�ÓÕÍÂÌ
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T.Ò
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Σ
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D(G) = S(G)− 2P (G)
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H̄(G)
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H̄(G) =

{
ω ∈ H0,1(kΣ +D(G)) |Resriω = 0, 1 6 i 6 µ,

Re

∫

α

(1− γ2, i(1 + γ2), 2γ)ω = 0, ∀α ∈ H1(Σ,Z)
}
,

ù�Þ�Ò
ÇZÒ
kΣ
ÍÎØ3ÖjÌ'ÖpÄ�ÈWÄ�ÍÂÌ=ÖÚÓËÉ�ÍÕõ�ÍÂØZÈWÇ�Èpß

Σ
ÖpÄËÉ

H1(Σ,Z)
ÍÎØ�ÆZÞ�Ò5úqÇ×Ø×Æ�çpÇZÈWÊ�òmÈpß�Þ�ÈpÔ"ÈWÓÂÈWçÚï�Èpß

Σ.
��ÊËò�â

ò�ÈWØ×ÒôÆµÞqÖÚÆ�ÆµÞ�ÒôÉ�ÍÂõ�ÍÂØZÈWÇ
D
ÞqÖpØ0ÖÚÄ�Òíì�ò�ÇZÒ
ØZØZÍÂÈWÄ8ÈÚßFÆµÞ�Ò�ß(ÈWÇZÔ ∑

njvj −
∑
miui,

ù�ÍÂÆZÞ
nj,mi ∈ N.ñôÄ@Ò'ÓÎÒ
ÔJÒ'Ä?Æ�Èpß

H0,1(D)
Ì'ÖpÄ�÷�ÒôÒXìËòËÇZÒ'Ø×ØZÒ'ÉxÖpØ

fdz,
ù�Þ�Ò'Ç×Ò

f
ÍÎØ�Ö[ÔJÒ'Ç×ÈWÔJÈWÇZò�ÞËÍÎÌ0ß(Ê�Ä�ÌíÆµÍÂÈWÄ@ÈWÄ

Σù�ÍÂÆZÞ@ò�ÈpÓÎÒ'Ø·ÈpßFÈpÇZÉ�Ò
Ç�Ä�ÈpÆ�÷�ÍÎçpçWÒ'Ç3ÆµÞqÖpÄ
nj
ÖÚÆ
vi
ÖpÄËÉG�'Ò'Ç×È�Ò'ØvÈpß¸ÈWÇZÉ�Ò
Ç�Ä�ÈpÆ�ØZÔ"ÖpÓÂÓÎÒ
Ç3ÆµÞ�ÖpÄ

mi
ÖÚÆ
ui.>3û?Ê�ÍÂõ*ÖpÓÎÒ
Ä?ÆµÓÕï�5�ÍÕß

gdz,
ù�Þ�Ò
ÇZÒ

g
ÍÎØ�ÖîÔJÒ'Ç×ÈWÔJÈWÇZò�ÞËÍÎÌ�ß(Ê�Ä�ÌíÆµÍÎÈpÄ75�ÍÎØ9ÆµÞËÒfÉËÍÂä%Ò'Ç×Ò'Ä?ÆZÍøÖpÓ�ß(ÈpÇZÔ|ÖpØ×ØZÈ�Ì'ÍÎÖÚÆµÒ
É

ù�ÍÂÆZÞ8ÆZÞ�ÒîÉ�ÍÕõ�ÍÂØZÈWÇ
D,

ÆµÞËÒ�òËÇZÈ�É�Ê�ÌíÆ
fg

Ô�Ê�Ø×Æ�÷�ÒîÞ�ÈWÓÎÈpÔ"ÈpÇZò�Þ�ÍÕÌpÁ
<qÈWÇ

ω ∈ H̄(G),
ÓÂÒ
Æ

X(ω) : Σ \ {r1, . . . , rµ} → R3 ÷�ÒîÆZÞ�ÒîÌ'ÈWÄ�ß(ÈWÇZÔ"ÖpÓ�ÍÎÔJÔJÒ'Ç×ØZÍÂÈWÄ�ÉËÒ
úqÄËÒ'É>÷�ï

X(ω)(p) = Re

∫ p

(1− γ2, i(1 + γ2), 2γ)ω.

Ý0Þ�Ò
Ä
X(ω) · G, ÆµÞ�Ò�ØZÊ�òËò�ÈWÇ×ÆRß(Ê�ÄËÌ
ÆµÍÂÈWÄºÈpß

X(ω),
ÒXì�ÆZÒ'Ä�ÉËØ.È�õpÒ'Ç{ÆZÞ�Ò,ÇµÖÚÔ"ÍÕúqÌ=Ö*ÆµÍÂÈpÄ ò�ÈpÍÎÄ?ÆZØ

r1, . . . , rµ
Ø×Ô"È�ÈpÆZÞ�ÓÂï}ÖpÄ�É_ÆZÞ�Ê�Ø�çWÍÕõWÒ'Ø8ÖÚÄVÒ'ÓÂÒ'ÔJÒ'Ä�Æ�Èpß

N(G).
àvÈWÄ�õWÒ'Ç×ØZÒ
ÓÂï�5ôÒíõWÒ'Ç×ï_Ò
ÓÎÒ
Ô"Ò
Ä?Æ�ÈÚß

N(G)
ÍÎØ0ÈW÷ËÆµÖpÍÎÄËÒ'É8ÍÎÄ�ÆZÞ�ÍÎØ5ù5Ö=ïWÁ�ÃÅÄ8ßÖpÌ
Æ0ÆµÞËÒ�Ô"Öpò

i : H̄(G) → N(G)/L(G)
ω → [X(ω) ·G]

\áÀpÁÂÀ�]
ÍÎØîÖpÄ ÍÎØZÈpÔ"ÈpÇZò�Þ�ÍÂØZÔxÁmÝ0ÞËÍÎØîÇZÒ'Ø×Ê�ÓÂÆ65<Ê�Ø×Ò'ÉAÍÂÄ.ÖÚØZØZÈ�Ì
ÍøÖÚÆZÍÎÈWÄ�ù�ÍÂÆµÞRÆZÞ�ÒLT.Ò
ÍÎÒ'Ç×Ø×ÆµÇZÖpØZØ�Ç×Ò'ò�Ç×Ò'ØZÒ
Ä?ÆµÖÚÆµÍÂÈWÄ
ß(ÈWÇ×ÔmÊËÓøÖA5<çWÍÂõWÒ
Ø�ÖUÉ�Ò'Ø×Ì'Ç×ÍÎòËÆZÍÎÈWÄAÈpß5ÆZÞ�Ò@ØZòqÖÚÌ'Ò

N(G).
Ý<È�ÈW÷ËÆµÖpÍÎÄ ÆµÞËÒ@É�ÍÎÔJÒ
Ä�ØZÍÂÈWÄ.Èpß

N(G)
ÍÂÆ«ÍÎØ

ØZÊA�"Ì
ÍÎÒ
Ä?Æ�ÆµÈJÌ'ÈWÔJò�ÊËÆZÒîÆµÞ�Ò�É�ÍÎÔJÒ'ÄËØZÍÎÈpÄxÈpß
H̄(G).

��ÍÎÄ�Ì
Ò�ÆZÞ�Ò«ÉËÍÎÔJÒ'Ä�Ø×ÍÎÈWÄ8Èpß
L(G)

ÍÎØ�Ò'û?ÊqÖÚÓ�ÆµÈ@ÛA5
ÆµÞËÒ'Ä

Nul(G) = 3 + dim H̄(G).

T.Ò�É�Ò
Ä�ÈpÆZÒ�÷?ï
At

Ö!ÈWÄËÒ�òqÖÚÇµÖpÔJÒ
ÆZÒ'Ç5ßÖpÔJÍÎÓÕïI\
0 < t < +∞ ]5Èpß�Ì
ÈWÄËß(ÈWÇ×Ô@ÖÚÓ¸É�ÍÕä�Ò
ÈWÔJÈWÇZò�ÞËÍÎØ×ÔJØ0ÈÚßÆµÞËÒ�Ø×ò�Þ�Ò
ÇZÒ

S2 ÉËÒ
úqÄ�Ò
É>÷�ï

π ◦ At ◦ π−1w = tw, w ∈ C ∪ {∞}.
T.Ò�ÉËÒ
úqÄËÒ�ß(ÈpÇ

0 < t <∞
Gt = At ◦G.

\�ÀWÁÐÏ�]
�%ÁFWôÖ=ï�ÖÚÆ§ÖÚÄ�Í�ÍÎÄfY Û��S[¸ç�Ö�õWÒjÓÎÈ�ù�Ò'Ç0ÖÚÄ�É8Ê�ò�ò�Ò
Ç0÷�ÈWÊ�Ä�É�Ø5ß(ÈWÇvÆZÞ�ÒTÍÂÄ�É�Òíì�ÖpÄËÉ75qÖpòËò�ÓÂï�ÍÎÄËç[ÆµÞ�ÒTÔJÒíÆµÞ�È�É
ÇZÒ
Ì=ÖpÓÂÓÎÒ
É!Öp÷�È�õWÒ�5Wß(ÈWÇGÆµÞ�Ò0Ä?Ê�ÓÂÓÎÍÕÆÅï�Èpß

Gt, t ∈ (0,∞),
ÖjÉ�Òíß(ÈWÇZÔ"ÖÚÆZÍÎÈWÄ[Èpß%ÖpÄ!ÖpÇ×÷�ÍÂÆZÇµÖpÇáï«Þ�ÈpÓÎÈWÔJÈWÇ×ò�Þ�ÍÂÌ

Ô"Öpò
G : Σ → S2,

ù�Þ�Ò'Ç×Ò
Σ
ÍÂØ�Ö8Ì
ÈWÔJòqÖpÌíÆ«ö�ÍÎÒ'Ô"ÖpÄËÄRØZÊËÇ×ßÖpÌ
ÒpÁ"ÃÅÄRÆµÞ�Ò!ØµÖÚÔ"Òmù�ÈWÇZæX5<Ì§Þ�È�ÈWØZÍÂÄ�ç

Öpò�òËÇZÈWò�Ç×ÍøÖÚÆZÒ'ÓÕïUÆµÞËÒ!Ô@Öpò
G
ÖpÄËÉRÆµÞ�Ò!Ø×Ê�Ç×ßÖpÌ
Ò

Σ,
Þ�Ò!Ì
ÈWÔJò�ÊËÆµÒ
ÉRÆµÞ�Ò!ÍÂÄ�É�ÒíìRÖpÄ�ÉRÆZÞ�Ò!Ä�Ê�ÓÂÓÎÍÕÆÅïUß(ÈpÇ

ÆµÞËÒ�BîÖpÊ�Ø×ØfÔ"Öpò8ÈpßGÆZÞ�Ò[àvÈpØ×Æ§Ö!ØZÊ�ÇáßÖpÌ'ÒÚÁ�ÃÅÄ8ßÖpÌ
Æ0ÆµÞ�ÒîÒíì�ÆµÒ
Ä�É�Ò
ÉfBîÖpÊ�ØZØ�Ô"Öpò8ÈpßGÆµÞËÍÎØ�Ø×Ê�Ç×ßÖÚÌ'Ò�ÍÂØfÖ
ÏWë



É�Òíß(ÈWÇZÔ"ÖÚÆµÍÂÈWÄ"ÈÚß
G
ß(ÈpÇ5Ö«òqÖpÇáÆµÍÎÌ
Ê�ÓøÖÚÇ�õÚÖpÓÂÊ�ÒôÈÚß

t.
T.ÒjÉËÒ'ØZÌ
ÇZÍÂ÷�Òj÷�ÇZÍÂÒ,��ï!ÆµÞ�Òôò�Ç×ÍÎÄ�Ì
ÍÎòqÖpÓ2Ø×ÆZÒ'ò�ØvÆµÈ[çWÒíÆ

ÆµÞËÍÎØ0ÇZÒ
ØZÊ�ÓÕÆ=Á
<�ÍÂÇZØ×ÆZÓÂï�ÍÕÆ9ÍÂØ9Ä�Ò
Ì'Ò
ØZØµÖpÇáï�ÆµÈjØ×ÆµÊËÉËï[ÆµÞ�ÒvõWÒ
Ì
ÆµÈpÇ3ØZòqÖÚÌ'Ò

H̄(Gt).
ñhÉ�ÍÕä�Ò
ÇZÒ
Ä?ÆµÍÎÖpÓ

ω ∈ H0,1(kΣ+D(G))ù�ÍÂÆZÞ�Ä?Ê�ÓÎÓ2ÇZÒ'Ø×ÍÎÉ�ÊËÒTÖ*ÆvÆZÞ�ÒôÇµÖpÔJÍÂú�Ì=ÖÚÆZÍÂÈWÄJò�ÈWÍÎÄ�ÆµØ65�ÍÎØvÖpÄ�Ò
ÓÎÒ
Ô"Ò
Ä?ÆvÈpß
H̄(Gt)

ÍÂß�ÖÚÄ�É�ÈWÄ�ÓÕïJÍÕß¸ÆµÞ�ÒôòqÖÚÍÎÇ
(tγ, ω)

É�Ò
úqÄËÒ'Ø>Ö�÷�ÇZÖpÄ�Ì§Þ�Ò'ÉLÔJÍÎÄËÍÂÔ"ÖpÓôØ×Ê�Ç×ßÖÚÌ'Ò ÷?ï_ÆZÞ�ÒfTAÒ
ÍÎÒ
ÇZØáÆµÇµÖpØ×ØUÇ×Ò'ò�Ç×Ò'ØZÒ
Ä?ÆµÖÚÆµÍÂÈWÄ¸Á Ãþß�ÈWÄ�Ò
ØZÒíÆµØ

γ = 1/℘′ ÆµÞËÒ'Ä�ÆµÞ�Ò
ÇZÒ�Òíì�ÍÎØáÆ!ÈWÄËÓÂï Æ�ùvÈ�õÚÖpÓÂÊ�Ò'Ø�Èpß t, É�Ò
Ä�ÈpÆZÒ'É�÷�ï t′ < t′′,
ß(ÈpÇ[ù�Þ�ÍÎÌ§Þ�ÆZÞ�Ò

Ì'ÈpÄ�É�ÍÂÆZÍÎÈpÄ Öp÷�È�õWÒJÍÂØTõpÒ'ÇZÍÕúqÒ'É.ÖpÄ�É Ô"ÈpÇZÒ
È�õWÒ'Ç
dimH(Gt) = 1.

ÃÅÄ ÈpÆµÞ�Ò
ÇTùvÈWÇ×É�Ø65�ÆµÞqÖÚÄ�æ?ØîÆµÈ8ÆZÞ�Ò
Ì§ÞqÖpÇµÖÚÌ
ÆZÒ'ÇZÍ��=ÖÚÆZÍÎÈWÄ�ÈÚßfÆZÞ�Ò�Ä�ÈpÄ,ÓÎÍÂÄ�Ò'ÖpÇ[Ò
ÓÎÒ
Ô"Ò
Ä?ÆµØ�Èpß

N(Gt)
÷�ïAÆZÞ�Ò�ÍÎØ×ÈWÔJÈWÇZòËÞ�ÍÎØ×Ô ÉËÒ'ØZÌ
ÇZÍÂ÷�Ò'É�÷�ï\áÀpÁ���]�52ÍÂß

t = t′, t′′, Nul(Gt) = 4.
ñôØfß(ÈpÇ�ÆµÞ�Ò�ÍÎÄ�É�ÒXì±5�ÍÂß

t = t′, t′′
ÆµÞËÒ'Ä

Ind(Gt) = 5.
��ÍÎÄËÌ'Ò

Gt′′ÍÎØ5ÆZÞ�ÒîÒíì�ÆµÒ
Ä�É�Ò
ÉfBîÖpÊ�Ø×Ø�Ô@ÖÚò8ÈpßGÆZÞ�Ò«àvÈWØ×ÆµÖJØ×Ê�Ç×ßÖÚÌ'Ò�52ÈWÄ�ÒîÌ'ÖpÄxØ×ÆµÖÚÆµÒ�U
v ¬��?¨2¼*��¯ �xwÂ¿?w�xw.¦ �R~ Ḡ ª ��~l�x�3�o��~��R�X�A�9�_÷ | ���k� �E| � z�� ~l�x�%ø z �R~ | �R� {l�,|c� �6�Eµ7�x�R�

Nul(Ḡ) = 4, Ind(Ḡ) = 5.

Ý0Þ�ÒîØµÖpÔJÒîÖpÊËÆµÞËÈWÇ0ÍÎÄ³Y ÛWèb[¸ÆµÇZÒ'ÖÚÆµÒ
É8ÆµÞ�ÒîÔJÈWÇ×ÒTÉ�Íd�"Ì
Ê�ÓÂÆ0Ì=ÖÚØZÒîÈpßGÆZÞ�Ò«àvÈWØáÆ§Ö*âÅã�Èpä%Ô"ÖpÄ�âáåxÒ'Ò'æ?Ø�Ø×Ê�Çáâ
ßÖpÌ
Ò'Ø�Èpß�çWÒ'Ä?Ê�Ø

2 6 g 6 37
÷?ï�Ö>Ø×ÓÎÍÎçpÞ?ÆµÓÕïRÉ�ÍÕä�Ò
ÇZÒ
Ä?Æ�Ô"ÒíÆµÞ�È�É�Á{Ý0ÞqÖ*ÆmÍÎØ«ÆZÞ�Ò�ØZÊË÷Aa×Ò
Ì
Æ!Èpß�Ä�ÒXì�Æ

ØZÒ
Ì
ÆZÍÎÈWÄ¸Á

ò�óoù úëû +  �ö�4?+ &�üý2 û + þë&�472�ö�ÿ��ý&��³1 ö�$nÿ�� +m+m"G4 4HOnMNü�ö� P+ &�ü
/�+m$%O'4Ö4H1 ö�*,*R+�M	2 û ö�$
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ÃÅÄ�ÆµÞ�ÍÂØôØZÒ'ÌíÆµÍÂÈWÄ�ùvÒ�Òíì�ò�ÈWØZÒmØZÈWÔJÒ[Èpß�ÆZÞ�Ò�÷qÖpÌ§æ?çWÇZÈpÊ�Ä�ÉRÉ�ÒíÆ§ÖÚÍÎÓÎØôÖÚÆôÆµÞËÒ�÷qÖpØZÒ�Èpß�ØZÒ'ÌíÆµÍÂÈWÄRÛ�ÈÚß�ÆµÞËÒ
ùvÈpÇZæqYéÛpè�[�ÁP��ÁXWôÖ=ï�ÖÚÆ§ÖÚÄ�ÍFò�Ç×È�õ�ÍÎÉËÒ'É8ÆµÞËÒ'Ô ÆµÈ!Ê�Ø�ÍÎÄ³Y Û��b[½Á
T.Ò!É�Ò
Ä�ÈpÆZÒ!÷?ï

Mg
ÆZÞ�Ò"àvÈpØ×Æ§Ö�â�ã�ÈÚä�Ô"ÖpÄ�â�åUÒ'Ò
æ?ØîØZÊËÇ×ßÖpÌ
Ò!Èpß�çWÒ
Ä�Ê�Ø

g.
�FÒ
Æ

Σg
÷�Ò�ÆµÞ�ÒmÌ'ÈWÔJòqÖpÌíÆ

ö�ÍÎÒ'Ô"ÖpÄËÄ8Ø×Ê�Ç×ßÖpÌ
Ò

Σg = {(z, w) ∈ (C ∪ {∞})2 |wg+1 = zg(z2 − 1)} \�ÀWÁéÛ�]
ÖpÄ�É�ÓÂÒ
Æ

Q0 = (0, 0), P+ = (1, 0), P− = (−1, 0), P∞ = (∞,∞).
ÃþÆJÍÎØmæ?Ä�È�ù�Ä}ÆZÞqÖÚÆ

Mg =
Σg \ {P+, P−, P∞}.
Ý0Þ�Òîß(ÈpÓÎÓÂÈ�ù�ÍÂÄ�çmÇ×Ò'Ø×Ê�ÓÂÆ�É�Ò'Ø×Ì'ÇZÍÂ÷�Ò'Ø�ÆµÞ�ÒîòËÇZÈWò�Ò
Ç×ÆµÍÂÒ'Ø�ÈpßGØ×ï�ÔJÔ"ÒíÆµÇáï�Èpß

Mg
ÖÚÄ�É

Σg.� ��¯A¯A���Xw�7w�xw��	� ©�
��� ø z �^�R���c� { ~��x� �kz � ��zb{R�E|�}V�E| ���j�l� � � z�� (C ∪ {∞})2 :
κ(z, w) = (z̄, w̄) λ(z, w) = (−z, ρw), \�ÀWÁ Ù�]

�N�x� { � ρ = e
iπg
g+1 . µ7�x� �E| � κ �=� z��Ezb{ �c� { 2 | �j� λ �=� z��Ezb{ �c� { 2g + 2. µ7�x� ��{kz ��� � �R�V� {9| ~��9�ª � κ | �j� λ �=��~��x�E���=�x�9� {o|�}V��{`z �S� D2g+2. µ7�c�=� ��{`z �S� z��E��z � ��zb{��E|�} ��� ��� zb�Gzb{ �x�c�=� � � } � |�� �k�

Ïpè



Mg �l� �b|�{ � | �x~l¨x���A�k� ªRz ~�� Q0
| �j� P∞

| �j�0�o��~��R�j�E~ z Σg. � } � z κ ���A�k��~l�x�m� z �l�x~l� P± �N�c� } � λ�l�x~�� {k� � | � � �k�D~l�x� � �
T.Ò�Ø×Ò
Æ

γ(w) = w.
�FÒíÆ

G : Σg → S2 ÷�ÒTÆµÞ�ÒîÞ�ÈWÓÂÈWÔJÈWÇ×ò�Þ�ÍÂÌjÔ"Öpò8É�ÒíúqÄ�Ò
É>÷�ï

π ◦G(z, w) = γ(w).
\�ÀWÁÐë�]

T.Ò�É�Ò
Ä�ÈpÆZÒ�÷?ï
ri, i = 1, . . . , µ,

ÆZÞ�Ò�ÇµÖpÔJÍÂúqÌ'ÖÚÆµÍÕÈWÄAò�ÈWÍÂÄ?ÆµØ[Èpß
γ
ÖpÄ�É�÷?ï

R(G)
ÆZÞ�Ò�ÇµÖpÔJÍÂúqÌ'Ö*â

ÆµÍÂÈWÄ{É�ÍÂõ�ÍÂØZÈWÇ ∑µ
i=1 ri.

Ý0Þ�Ò'ÈWÇ×Ò'Ô ë�Èpß�YéÛpÛ�[3Ø×Þ�È�ù�ØîÆZÞqÖÚÆTÆZÞ�Ò!ØZò�ÖpÌ'Ò
N(G)/L(G),

ÆZÞqÖÚÆTùvÒ!ÞqÖ=õWÒ
ÍÎÄ�ÆµÇ×È�É�Ê�Ì'Ò
ÉAÍÎÄ.ò�ÇZÒíõ�ÍÎÈWÊËØ[Ø×Ò'Ì
ÆZÍÎÈWÄV5�ÍÎØ«ÖpÓÎØ×ÈUÍÎØ×ÈWÔ"ÈpÇZò�Þ�ÍÂÌmÆZÈ�ÖUØ×òqÖpÌ
Ò�ÈÚß0ÔJÒ'ÇZÈpÔ"ÈWÇ×ò�Þ�ÍÂÌ!û?ÊqÖpÉ�ÇZÖÚÆµÍÂÌ
É�ÍÕä�Ò
ÇZÒ'Ä�ÆµÍÎÖpÓÂØ'Á�Ý0ÞËÍÎØ5ÖÚÓÂÆµÒ
ÇZÄqÖ*ÆµÍÂõpÒfÉ�Ò'Ø×Ì'ÇZÍÂòËÆµÍÂÈWÄ@Èpß

N(G)/L(G)
ÆµÞ�ÖÚÆ�ùvÒôò�Ç×Ò'ØZÒ
Ä?Æ0ÍÂÄ"ÆµÞËÒ�ß(ÈWÓÎÓÂÈ�ù�ÍÂÄ�çF5

ù5ÖÚØ5ÖpÉ�ÈpòËÆµÒ
É�÷?ïG��ÁAWôÖ�ïWÖÚÆ§ÖpÄËÍ�ÍÎÄeY ÛWèb[½ÁNT.ÒôØ×ÆµÖpÇ×Æ�É�Ò
ú�Ä�ÍÎÄ�ç«ÆZÞ�ÒfõWÒ'ÌíÆµÈWÇvØ×òqÖpÌ
Ò'Ø
Ĥ(G)

ÖpÄ�É
H(G).

Ĥ(G) =

{
σ ∈ H0,2(2kΣ +R(G)) |Resri

σ

dγ
= 0, i = 1, . . . , µ

}
,

\�ÀWÁÜè�]

H(G) =

{
σ ∈ Ĥ(G) |Re

∫

α

(1− γ2, i(1 + γ2), 2γ)
σ

dγ
= 0, ∀α ∈ H1(Σ,Z)

}
,

ù�Þ�Ò
ÇZÒ
kΣ

ÍÂØjÖ"Ì=ÖpÄ�ÈpÄ�ÍÎÌ'ÖpÓ<É�ÍÂõ�ÍÂØZÈWÇ�ÈÚß
Σ.
TAÒ[ÇZÒ
Ô@ÖÚÇZæ�ÆµÞqÖ*ÆôÆµÞËÒ�Ò
ÓÎÒ'ÔJÒ'Ä�ÆµØôÈÚß

H0,2(2kΣ + R(G))ÖpÇ×Ò�û?ÊqÖpÉËÇµÖÚÆZÍÎÌ[É�ÍÕä�Ò
ÇZÒ'Ä�ÆµÍÎÖpÓÂØ�\Ø×Ò'ÒmØ×Ê�÷�ØZÒ
Ì
ÆZÍÎÈWÄ�ÀWÁÜè�ÁÂÀS]XÁ���ÍÎÄ�Ì
Ò�Þ�Ò
ÇZÒ'ÖÚß$ÆµÒ
ÇôùvÒ[ù�ÍÎÓÎÓFùvÈWÇZæxÈWÄ�ÓÕïxù�ÍÕÆµÞ
û?ÊqÖpÉ�ÇZÖÚÆµÍÂÌ"É�ÍÂä%Ò'Ç×Ò'Ä�ÆµÍÎÖpÓÎØ,5<ùvÒ@Ì=ÖÚÄ�ØZÒ
Æ

H0(·) = H0,2(·) ÆµÈ>ØZÍÂÔ"òËÓÎÍÕßøï{ÆZÞ�Ò@Ä�ÈpÆµÖÚÆµÍÂÈWÄ¸Á8Ãþß0ùvÒ@Ø×Ê�ò�âò�ÈWØ×Ò�ÆµÞ�ÖÚÆjÆZÞ�Ò�É�ÍÕõ�ÍÂØZÈWÇ
2kΣ + R(G)

ÞqÖpØTÖpÄ{ÒXì�ò�ÇZÒ
ØZØZÍÂÈWÄRÈpß�ÆZÞ�Ò[ß(ÈWÇ×Ô ∑
njvj −

∑
miui,

ù�ÍÕÆµÞ
nj,mi ∈ N, ÖpÄ"Ò'ÓÂÒ'ÔJÒ'Ä�Æ�Èpß H0(2kΣ+R(G))

Ì=ÖpÄ"÷�Ò�Òíì�ò�Ç×Ò'Ø×ØZÒ'É8ÖpØ
f(dz)2,

ù�ÞËÒ'ÇZÒ
f
ÍÂØ�Ö�ÔJÒ'Ç×ÈÚâ

ÔJÈWÇZò�ÞËÍÎÌ[ß(Ê�Ä�ÌíÆµÍÂÈWÄRÈWÄ
Σ
ù�ÍÂÆZÞ ò�ÈWÓÂÒ'ØTÈpß�ÈWÇZÉ�Ò
ÇîÄ�ÈÚÆ�÷�ÍÂçWçWÒ
ÇjÆµÞ�ÖpÄ

nj
ÖÚÆ
vi
ÖpÄËÉ³�'Ò
ÇZÈ�Ò'Ø�ÈÚßvÈWÇ×É�Ò'Ç

Ä�ÈpÆmØ×Ô@ÖÚÓÎÓÂÒ'Ç�ÆZÞqÖpÄ
mi

ÖÚÆ
ui.

>3û?Ê�ÍÕõÚÖpÓÂÒ'Ä?ÆZÓÂï�53ÍÂß
g(dz)2,

ù�Þ�Ò
ÇZÒ
g
ÍÎØ�Ö�Ô"Ò
ÇZÈWÔJÈWÇ×ò�Þ�ÍÂÌJß(Ê�Ä�Ì
ÆZÍÎÈWÄV5

ÍÎØfÆµÞ�Ò�ÉËÍÂä%Ò'ÇZÒ
Ä?ÆZÍøÖpÓFß(ÈWÇZÔ ÖÚØZØZÈ�Ì
ÍøÖÚÆZÒ'É>ù�ÍÂÆµÞ>ÆZÞ�Ò�É�ÍÕõ�ÍÂØZÈWÇ
2kΣ + R(G),

ÆZÞ�Ò�ò�Ç×È�É�Ê�Ì
Æ
fg

Ô�Ê�ØáÆT÷�Ò
Þ�ÈWÓÂÈWÔJÈWÇ×ò�Þ�ÍÂÌpÁ
<qÈWÇ

σ ∈ H(G),
ÓÎÒíÆ

X(σ) : Σ \ {r1, . . . , rµ} → R3 ÷�ÒTÆµÞËÒ�Ì
ÈWÄËß(ÈpÇZÔ"ÖpÓ�ÍÎÔJÔJÒ'ÇZØ×ÍÎÈpÄ�É�ÒíúqÄ�Ò
É>÷�ï

X(σ)(p) = Re

∫ p

(1− γ2, i(1 + γ2), 2γ)
σ

dγ
.

Ý0Þ�Ò
Ä
X(σ)·G, ÆZÞ�Ò3ØZÊ�ò�ò�ÈpÇ×Æ�ß(ÊËÄ�Ì
ÆZÍÎÈWÄTÈpß X(σ),

Òíì�ÆµÒ
Ä�É�Ø<È�õpÒ'ÇFÆZÞ�Ò3ÇµÖpÔJÍÂú�Ì=ÖÚÆZÍÂÈWÄjò�ÈpÍÎÄ?ÆZØ
r1, . . . , rµØZÔJÈ�ÈpÆZÞ�ÓÂï>ÖÚÄ�É{ÆµÞ?Ê�ØTçWÍÂõpÒ'ØîÖÚÄRÒ'ÓÂÒ'ÔJÒ'Ä�ÆTÈpß

N(G).
àvÈpÄ?õWÒ'Ç×ØZÒ
ÓÂï�5<ÒíõWÒ'Ç×ï�Ò'ÓÎÒ
ÔJÒ'Ä?ÆjÈpß

N(G)
ÍÂØjÈW÷�â

Æ§ÖÚÍÎÄ�Ò
ÉxÍÂÄ�ÆµÞ�ÍÂØ5ù5Ö�ïpÁ�ÃÅÄxßÖÚÌ
Æ0ÆµÞ�ÒîÔ"Öpò
i : H(G) → N(G)/L(G)

σ → [X(σ) ·G]

\áÀpÁ���]
ÍÎØ�ÖpÄAÍÂØZÈWÔJÈWÇZòËÞ�ÍÂØZÔxÁ0��ÈxÆµÈUÈW÷ËÆµÖpÍÎÄRÆZÞ�Ò"É�ÍÎÔJÒ'ÄËØZÍÎÈpÄ Èpß

N(G)
ÍÕÆ�ÍÎØ�ØZÊA�"Ì
ÍÎÒ
Ä?Æ«ÆµÈUÌ'ÈpÔ"ò�Ê�ÆµÒJÆZÞ�Ò

É�ÍÂÔ"Ò
Ä�ØZÍÂÈWÄ�Èpß
H(G).

T.Ò8Ç×Ò'Ì'ÖpÓÎÓ�ÆµÞqÖ*ÆmÆµÞ�Ò�É�ÍÎÔJÒ'ÄËØZÍÎÈpÄ�Èpß
L(G)

ÍÂØmÒ'û?ÊqÖÚÓ5ÆµÈ Û^5�ØZÈ
Nul(G) =

Ï��



3 + dimH(G).

��ÍÂÄ�Ì'ÒîÆµÞ�Ò�Òíì�ÆµÒ
Ä�É�Ò
É³BîÖpÊ�ØZØfÔ@ÖÚòUÈpß�ÆZÞ�Ò�àvÈpØ×Æ§Ö�â�ã�ÈÚä�Ô"ÖpÄ�â�åUÒ'Ò
æ?Ø�ØZÊ�ÇáßÖpÌ
Ò'ØôÍÂØ�ÖJÉ�Òíß(ÈWÇZÔ"ÖÚÆZÍÎÈWÄ8ÍÂÄ
ÆµÞËÒ[ØZÒ'ÄËØZÒmÈpß9ÆµÞËÒ�ÉËÒ
úqÄ�ÍÕÆµÍÂÈWÄr\�ÀWÁÜÏ�]�Èpß9ÆµÞ�Ò[Ô"Öpò

G,
ù�Ò�Ä�Ò
Ò'É�ÆµÈ@Ø×ÆZÊ�ÉËïxÆµÞ�Ò[Ø×òqÖpÌ'Ò

H(Gt).
<qÇZÈWÔ\áÀpÁÜè�]5ÖÚÄ�É·\áÀWÁÜÏ�]vÍÕÆ�ÍÂØ0Ì'ÓÎÒ'ÖpÇ5ÆµÞ�ÖÚÆ

Ĥ(G) = Ĥ(Gt)
ÖÚÄ�É

H(Gt) =

{
σ ∈ Ĥ(Gt) |Re

∫

α

(1− t2γ2, i(1 + t2γ2), 2tγ)
σ

dγ
= 0, ∀α ∈ H1(Σg,Z)

}
.

�FÈWÄ�ç�Ì
ÈWÔJò�ÊËÆ§Ö*ÆµÍÎÈpÄ�Ø3\oY Û��b[¬5¸Ø×Ò'Ò!Ø×Ê�÷�Ø×Ò'Ì
ÆZÍÎÈWÄ,ÀWÁéèËÁÜÏ"ß(ÈWÇôØZÈWÔJÒ�É�Ò
ÆµÖpÍÎÓÂØk]�ØZÞ�È�ù¡ÆµÞ�ÖÚÆîÖ�÷qÖpØ×ÍÎØjÈpß�ÆµÞËÒ
É�ÍÕä�Ò
ÇZÒ'Ä�ÆµÍÎÖpÓÂØ@ÈÚßîÆµÞ�Ò>ß(ÈWÇ×Ô

σ/dγ,
ù�Þ�Ò'Ç×Ò

σ ∈ Ĥ(G) = Ĥ(Gt),
ÖÚÄ�Éhù�Þ�ÈWØZÒ{Ç×Ò'ØZÍÂÉ�Ê�Ò{ÖÚÆ�ÆZÞ�Ò

ÇµÖÚÔ"ÍÕúqÌ=Ö*ÆµÍÂÈpÄ�ò�ÈWÍÎÄ�ÆµØ0Èpß
γ(w) = w

ÍÎØm�'Ò
ÇZÈF5qÍÂØ5ß(ÈWÇZÔJÒ'É8÷�ï

ω
(1)
k =

zk−1

wk
dz

w
, with k = 0, . . . , g − 1,

ω
(2)
k =

((k − 2)z2 − kA2)

(z2 − A2)2

( z
w

)k−1 dz

w
, with k = 0, . . . , g,

ω
(3)
k =

((k − 2)z2 − kA2)

w(z2 − A2)2

( z
w

)k−1 dz

w
, with k = 0, . . . , g − 1,

ù�Þ�Ò
ÇZÒ
A =

√
g
g+2

.

W�È�ù±ù�Òmò�ÊËÆîÖÚÆ×ÆµÒ'Ä�ÆµÍÂÈWÄ>ÆµÈ@ÆµÞ�Ò�ØZòqÖÚÌ'Ò
H(Gt).

T.Ò�ÇZÒ'Ì'ÖpÓÎÓ<ÆZÞqÖÚÆjù�Ò!ÖpÇ×Ò�ÍÎÄ�ÆµÒ'Ç×Ò'Ø×ÆZÒ'ÉRÍÂÄ>ÆµÞ�Ò�Ì'ÈpÔ!â
ò�ÊËÆµÖÚÆµÍÂÈWÄ{ÈÚß�ÍÕÆµØjÉ�ÍÂÔ"Ò
Ä�ØZÍÂÈWÄ¸Á���ï>ÆZÞ�ÒmÉ�Ò
ú�Ä�ÍÂÆZÍÎÈWÄ�Èpß

H(Gt),
Ö�É�ÍÂä%Ò'Ç×Ò'Ä?ÆZÍøÖÚÓ

σ ∈ Ĥ(Gt)
÷�Ò'ÓÂÈWÄ�çWØ

ÆµÈ
H(Gt)

ÍÂßGÖpÄ�ÉxÈWÄËÓÂï�ÍÕß ∀α ∈ H1(Σg,Z)
ÆZÞ�ÒîÉ�ÍÂä%Ò'Ç×Ò'Ä�ÆµÍøÖÚÓ%ß(ÈWÇZÔ

ω = σ
dγ

= σ
dw

ØZÖÚÆµÍÂØ×úqÒ
Ø
∫

α

ω = t2
∫

α

γ2(w)ω,
\áÀWÁº��]

Re

∫

α

γ(w)ω = 0.
\áÀWÁéü�]

ÃþßËÆµÞ�Ò
ØZÒ·ÆÅùvÈ�Ì'ÈWÄ�ÉËÍÂÆµÍÂÈWÄ�Ø�ÖpÇZÒ·ØZÖÚÆµÍÂØ×úqÒ
É«ÆZÞ�Ò'Ä
(γ, w)

ÖpÇ×Ò�ÆµÞ�Ò�T.Ò'ÍÂÒ'ÇZØáÆµÇZÖpØZØGÉqÖ*Æ§ÖfÈÚßqÖf÷�ÇZÖpÄ�Ì§Þ�Ò
É�ÔJÍÎÄ�â
ÍÎÔ"ÖpÓ¸Ø×Ê�Ç×ßÖpÌ
ÒpÁ)Óôß3Ì
ÈWÊ�Ç×ØZÒ�5%ÍÕÆfÍÎØfØ×Ê^�JÌ'ÍÂÒ'Ä?Æ�ÆZÈ@ÍÂÔJò%ÈpØZÒTÆµÞqÖ*ÆfÆµÞ�Ò
ØZÒ[Ò
û�Ê�ÖÚÆµÍÂÈWÄ�ØôÖÚÇZÒ�ØµÖÚÆZÍÎØáúqÒ'ÉUù�Þ�Ò
Ä
α
õÚÖÚÇZÍÎÒ
Ø�÷�ÒíÆ�ù�Ò'Ò'ÄxÆµÞ�ÒîÒ
ÓÎÒ
Ô"Ò
Ä?ÆµØ0Èpß�Öm÷qÖpØZÍÂØ�ÈÚß

H1(Σg,Z).
Ý0Þ�ÒîÌ'ÈWÄ�õWÒ'ÄËÍÎÒ'Ä�Æ�÷�ÖpØZÍÂØ�Èpß

H1(Σg,Z)ÍÎØfÌ
ÈWÄ�Ø×ÆZÇZÊ�ÌíÆµÒ
ÉRÖpØfß(ÈWÓÎÓÂÈ�ù�Ø'Á.�FÒíÆ
β(s) = 1

2
+ ei2πs, 0 6 s 6 1.

�FÒíÆ
β̃(s) = (β(s), w(β(s)))

÷�Ò
Ö8ÓÎÍÕß$ÆTÈpß

β
ÆµÈ

Σg
ØZÊËÌXÞ ÆµÞqÖÚÆ65�ß(ÈWÇTÒíìËÖpÔJò�ÓÂÒ�5

β̃(0) = (3
2
, w(0)),

ù�ÍÂÆZÞ
w(0) ∈ R. ñôØîØ×Æ§Ö*ÆµÒ'É.ÍÂÄÓÎÒ
Ô"Ô"Ö�ÀWÁéÛËÁÕÀ�ÆµÞ�Ò«çWÇ×ÈWÊ�òUÈpß3Ì
ÈWÄËß(ÈpÇZÔ"ÖpÓFÉ�ÍÂä%Ò'ÈpÔ"ÈWÇ×ò�Þ�ÍÂØZÔJØ�ÈÚß

Σg
ÍÎØfÍÂØZÈWÔJÈWÇ×ò�Þ�ÍÂÌTÆµÈJÆµÞËÒ«É�ÍÎÞËÒ'É�ÇZÖpÓ

çWÇ×ÈWÊ�ò
D2g+2.

Ý0Þ�Ò�Ì
ÈWÓÂÓÎÒ'ÌíÆµÍÂÈWÄ {λl ◦ β̃, l = 0, . . . , 2g − 1}, ù�Þ�Ò'Ç×Ò λ ÍÎØvÆµÞ�ÒîçpÒ'Ä�Ò
ÇµÖÚÆZÈWÇ0Èpß D2g+2ÈpßGÈWÇZÉËÒ'Ç
2g + 2,

ÍÂØ�Ö!÷qÖÚØZÍÎØ0Èpß
H1(Σg,Z)

\(ØZÒ'ÒEYÕÀ=Ù�[h]íÁ

Ï��



W�È�ù�ù�ÒTÔ�Ê�Ø×Æ5ÍÎÔJò�ÈWØZÒ�\áÀWÁº��]�ÖpÄ�É³\�ÀWÁÜü�]�ß(ÈWÇ
α = λl ◦ β̃, ù�ÍÂÆZÞ l = 0, . . . , 2g− 1.

ÝGÈmÉ�È[ÆµÞqÖÚÆvùvÒ
Ì'ÈpÓÎÓÎÖpò�ØZÒ

β
ÆZÈ[ÆµÞËÒjÊ�ÄËÍÂÆvÍÎÄ�ÆµÒ'ÇáõÚÖpÓ�Á�ÃÅÄ�ÈpÆµÞËÒ'Ç�ÆµÒ
ÇZÔJØ�ùvÒjÉ�Òíß(ÈWÇ×Ô Ì'ÈWÄ�ÆµÍÂÄ�ÈWÊ�Ø×ÓÂï

β
ÍÎÄ@ØZÊËÌXÞ8Ö«ù5Ö=ï"ÆZÞ�Ò

ÓÎÍÂÔJÍ Æ0Ì
Ê�Ç×õpÒ«ÍÂØ5ÆµÞ�ÒîÊ�ÄËÍÎÈWÄ8Èpß<Æ�ù�ÈJÓÎÍÂÄ�ÒjØZÒ'çpÔ"Ò
Ä?ÆµØ�ÓÂï�ÍÂÄ�çmÈWÄ8ÆµÞËÒ�Ç×Ò=ÖÚÓFÓÎÍÂÄ�ÒpÁNT.ÒîØZÒíÆ

ω =

g−1∑

0

c
(1)
k ω

(1)
k +

g∑

0

c
(2)
k ω

(2)
k +

g−1∑

0

c
(3)
k ω

(3)
k ,

ù�Þ�Ò
ÇZÒ
c
(i)
k ∈ C.

ÝGÖpæ?ÍÎÄ�ç�ÍÎÄ�ÆµÈ�ÖpÌ'Ì
ÈWÊ�Ä�ÆTÆZÞ�Ò'Ø×Ò!ÖpØZØ×Ê�ÔJòËÆµÍÂÈWÄ�Ø65�ÍÕÆjÍÂØôò�ÈWØZØ×ÍÎ÷�ÓÂÒ«ÆµÈ�ØZÞ�È�ù±ÆµÞqÖÚÆôÆZÞ�Ò�Ò'û?ÊqÖÚÆZÍÎÈWÄZ\áÀWÁº��]�5�ÍÂß
ÆµÞËÒJçWÒ
Ä�Ê�Ø

g
ÍÎØ�ÏA5<ÍÂØîÒ
û�ÊËÍÂõÚÖÚÓÎÒ'Ä�ÆîÆµÈ8ÆZÞ�Ò!ß(ÈWÓÂÓÎÈ�ù�ÍÂÄ�ç�Øáï�ØáÆµÒ
Ô Èpß�ß(ÈWÊ�ÇîÒ
û?ÊqÖÚÆµÍÂÈWÄ�Ø%\Ø×Ò'Ò"Ø×Ê�÷�Ø×Ò'Ì
ÆZÍÎÈpÄ

ÀWÁéèËÁéÛ�]




f0 = −t2h̄0
f1 = 0
p1 = −t2q̄1
p2 = −t2q̄0.

\áÀWÁÕÀ�
�]

Ãþß
g > 3

ÆµÞ�Ò
ÇZÒ�ÖpÇZÒjÆµÞ�ÒTß(ÈWÓÂÓÂÈ�ù�ÍÂÄ�çmÖpÉ�ÉËÍÂÆµÍÂÈWÄqÖÚÓ
2g − 4

Ò'û?ÊqÖ*ÆµÍÎÈpÄ�Ø0ÆµÈ!Ì'ÈpÄ�ØZÍÂÉ�Ò'Ç
{
fk = −t2q̄g−k+2

pg−k+2 = −t2h̄k
\áÀWÁÕÀWÀS]

ù�Þ�Ò
ÇZÒ
k = 2, . . . , g − 1

ÖpÄ�É

f0 =
(g + 2)2

2(g + 1)
c
(3)
0 sin

(
π

g + 1

)
K0,

fk =

(
−c(1)k +

(g + 2)(g + 2 + k)

2(g + 1)
c
(3)
k

)
sin

(
(k + 1)π

g + 1

)
Kk, k = 1, . . . , g − 1,

h0 =
(g + 2)2

2(g + 1)
c
(3)
0 sin

( −π
g + 1

)
J0,

hk =

(
c
(1)
k +

(g + 2)(g + 2− k)

2(g + 1)
c
(3)
k

)
sin

(
(k − 1)π

g + 1

)
Jk, k = 2, . . . , g − 1,

pk = −
(g + 2)k

2(g + 1)
c
(2)
k sin

(
kπ

g + 1

)
Ik, k = 1, . . . , g,

qk =
(g + 2)(2g + 4− k)

2(g + 1)
c
(2)
k sin

(
(k − 2)π

g + 1

)
Lk, k = 0, 1, 3, . . . , g,

Ïpü



ÖpÄ�É

Im =
g + 1

m

Γ
(
1 + m

2(g+1)

)
Γ
(
1− m

g+1

)

Γ
(
1− m

2(g+1)

) ,

Jm =
g + 1

g −m+ 2

Γ
(
1
2
+ m−1

2(g+1)

)
Γ
(
1− m−1

g+1

)

Γ
(
1
2
− m−1

2(g+1)

) ,

Km = Jm+2,

Lm =
m− 2

2g −m+ 4
Im−2.

Ý0Þ�Ò�Ò
û�Ê�ÖÚÆµÍÂÈWÄn\áÀpÁÜü�]¸ÍÕß�ÆµÞ�Ò·çWÒ
Ä�Ê�Ø
g
ÍÎØGÏA5ÚÍÂØ<Ò
û?Ê�ÍÂõ*ÖpÓÎÒ
Ä?Æ<ÆZÈfÆµÞËÒ·ß(ÈWÓÂÓÂÈ�ù�ÍÂÄ�ç0Ø×ï�Ø×ÆZÒ'Ô±ÈÚßËÆÅùvÈ�Ò'û?ÊqÖÚÆZÍÎÈWÄËØ\Ø×Ò'Ò�Ø×Ê�÷�ØZÒ
Ì
ÆZÍÎÈWÄ.ÀpÁÜèËÁéÛ�]

{
d1 = 0
e2 = ē0.

\áÀWÁÕÀ�Ï�]
Ãþß
g > 3

ÆµÞ�Ò
ÇZÒ�ÖpÇZÒjÆµÞ�ÒTß(ÈWÓÂÓÂÈ�ù�ÍÂÄ�çmÖpÉ�ÉËÍÂÆµÍÂÈWÄqÖÚÓ
g − 2

Ò
û?ÊqÖÚÆZÍÎÈWÄ�Ø0ÆZÈJÌ
ÈWÄ�Ø×ÍÎÉ�Ò
Ç

dk = ēg−k+2
\áÀWÁÕÀ�Û�]

ù�Þ�Ò
ÇZÒ
k = 2, . . . , g − 1,

ÖpÄËÉ

dk =

(
c
(1)
k − k(g + 2)

2(g + 1)
c
(3)
k

)
sin

(
kπ

g + 1

)
Ik, k = 1, . . . , g − 1,

ek =
(g + 2)(g + 2− k)

2(g + 1)
c
(2)
k sin

(
(k − 1)π

g + 1

)
Jk, k = 0, 2, . . . , g.

T.Ò0ÖpÇZÒ5ÓÂÈ�ÈWæ?ÍÎÄËç�ß(ÈWÇGÆµÞËÒvõÚÖpÓÂÊ�Ò'Ø9Èpß
t
ØZÊ�Ì§ÞmÆµÞqÖ*Æ9ÆµÞËÒ5ò�ÇZÒíõ�ÍÂÈWÊ�Ø9Ø×ï�ØáÆµÒ'ÔJØ3ÞqÖ�õpÒ0Ä�ÈWÄ�ÆZÇZÍÕõ�ÍÎÖpÓ?ØZÈWÓÂÊËÆµÍÂÈWÄ�Ø

ÍÎÄ8ÆZÒ'ÇZÔJØfÈpß
c
(j)
i .

ÓjÄ�ÓÂï�ß(ÈWÇ0ÆµÞËÒ'ØZÒ«ØZò�Ò
Ì'ÍÎÖpÓFõÚÖpÓÂÊ�Ò'ØfÈpß
t
ÍÂÆ�Þ�ÈWÓÎÉËØ

dimH(Gt) > 0
ÈpÇfÒ'û?Ê�ÍÕõÚÖpÓÂÒ'Ä�ÆµÓÂï

Nul(Gt) > 3.

T.ÒTØáÆ§ÖpÇáÆ5ù�ÍÕÆµÞ@ÆµÞ�ÒTÖpÄqÖÚÓÂï�ØZÍÂØvÈpß�ÆZÞ�ÒjØ×ï�Ø×ÆZÒ'ÔÜ\áÀWÁÕÀ�
�]XÁ9Ý0Þ�ÍÎØ5Øáï�Ø×ÆµÒ
ÔêÖÚÉ�Ô"ÍÕÆµØ�Ä�ÈWÄ�ÆZÇZÍÕõ�ÍÎÖpÓ�Ø×ÈWÓÎÊ�ÆµÍÎÈpÄ�Ø
ÍÂßGÖpÄ�ÉxÈWÄËÓÂï�ÍÕß

t
Æ§ÖpæÚÒ'Ø�ÆµÞËÇZÒ'ÒTõÚÖÚÓÎÊ�Ò
Ø�É�Ò'Ä�ÈÚÆµÒ'ÉU÷�ï

t1, t2, t3.
Ój÷?õ�ÍÎÈWÊËØZÓÂï"ÆµÞ�ÒíïxÖÚÇZÒTß(Ê�ÄËÌ
ÆµÍÂÈWÄ�Ø0Èpß

g.

ÃþßGùvÒîØZÒíÆ
s = 1

g+1

ÆµÞËÒ'Ä8ùvÒ�Ì'ÖpÄ8ù�ÇZÍÕÆµÒ

t1 =

√
K0

J0
=

√
1− s2

2

√
Γ (1− s)

Γ (1 + s)

Γ
(
1− s

2

)

Γ
(
1 + s

2

) ,

Û�




t2 =

√
I1

(2g + 3)L1

=

√
Γ (1− s)

Γ (1 + s)

Γ
(
1 + s

2

)

Γ
(
1− s

2

) ,

t3 =

√
I2J0
gL0K0

=
2

1− s

√(
Γ(1 + s)

Γ(1− s)

)3
√

Γ(1− 2s)

Γ(1 + 2s)

Γ(3/2− s/2)

Γ(1/2 + s/2)
.

T.Ò�Ç×Ò'Ì'ÖpÓÎÓ�ÆZÞqÖÚÆ�ÍÂß
g > 3

ÆZÞ�Ò'Ç×Ò«ÖÚÇZÒîÈpÆZÞ�Ò'Ç0Ò'û?ÊqÖÚÆZÍÎÈWÄËØ0ÆµÈ!Ì'ÈWÄ�Ø×ÍÎÉ�Ò
Ç'Á�Ý0ÞËÒ
ïxÖpÇ×Ò




fk = −t2q̄g−k+2

pg−k+2 = −t2h̄k
dk = ēg−k+2

ù�Þ�Ò
ÇZÒ
k = 2, . . . , g − 1.

Ý0ÞqÖpÄËæ�Ø0ÆµÈ�ÆµÞ�ÒTòqÖÚÇ×ÆµÍÂÌ'Ê�ÓÎÖpÇ�Ø×ÆµÇ×Ê�Ì
ÆZÊ�ÇZÒîÈpß�ÆµÞ�ÒTÒ
û�Ê�ÖÚÆµÍÂÈWÄ�Ø,5qÍÕÆ0ÍÂØ5ò�ÈWØZØ×ÍÎ÷�ÓÂÒ
ÆµÈUØ×ÆZÊ�ÉËï.Ø×Ò'òqÖpÇZÖÚÆµÒ
ÓÂïRß(ÈpÇ�Ò=ÖpÌ§Þ�ØZÒíÆ�ÈÚß5ÆµÞ�Ç×Ò'Ò"Ò'û?ÊqÖÚÆZÍÎÈWÄËØ«ÆZÞ�Ò"Òíì�ÍÎØáÆµÒ
Ä�Ì'Ò@Èpß0Ø×ÈWÓÎÊËÆZÍÎÈWÄËØ'Á'>�ÖpÌ§Þ�Ø×Ò
Æ
ÈpßôÆZÞ�ÇZÒ
ÒUÒ
û�Ê�ÖÚÆµÍÂÈWÄ�Ø"ÖpÉ�ÔJÍÂÆZØ!Ä�ÈpÄ}ÆZÇZÍÕõ�ÍÎÖpÓ5Ø×ÈWÓÎÊ�ÆµÍÎÈpÄ�Ø!ÍÕßjÖpÄ�É}ÈWÄ�ÓÕï�ÍÂß�ÆµÞËÒxß(ÈpÓÎÓÂÈ�ù�ÍÂÄËçRÔ@Ö*ÆµÇZÍ ì�ÞqÖÚØ
É�ÒíÆµÒ'Ç×Ô"ÍÂÄqÖpÄ�Æ�Ò'û?ÊqÖÚÓFÆZÈE�
Ò'ÇZÈ



−Kk (g + 2 + k)Kk (g + 2 + k)t2Lg−k+2

t2Jk (g + 2− k)t2Jk (g + 2− k)Ig−k+2

Ik −kIk −kJg−k+2


 .

ñ�ß$ÆZÒ'ÇjÆZÞ�Ò!Ì§ÞqÖÚÄ�çWÒ!ÈÚß·õÚÖpÇ×ÍøÖp÷�ÓÂÒ
l = g − k + 1

Ø×È8ÆZÞqÖÚÆ
2 6 l 6 g − 1,

ÍÕÆTÍÂØTò�ÈWØ×ØZÍÂ÷�ÓÎÒ[ÆµÈ8Ø×Þ�È�ù
ÆµÞ�ÖÚÆ�ÆZÞ�ÒîÉ�ÒíÆµÒ'Ç×Ô"ÍÂÄqÖpÄ�Æ�ÍÎØ

−(g + 2)(at4 + bt2 + c),
\áÀpÁÂÀ=Ù�]

ù�ÍÂÆZÞ
a = (2g − l + 3)Ig−l+1Jg−l+1Ll+1

b = −2(g − l + 1)Jl+1Jg−l+1Kg−l+1

c = (l + 1)Ig−l+1Il+1Kg−l+1.

T.Ò«ÖÚÇZÒîÍÂÄ?ÆZÒ'Ç×Ò'Ø×ÆZÒ'ÉUÍÂÄ�úqÄ�É�ÍÂÄ�çmÆµÞ�Òîò�ÈWØ×ÍÂÆZÍÂõWÒjõÚÖÚÓÎÊ�Ò
Ø�Èpß
t
Ø×Ê�ÌXÞxÆZÞqÖÚÆ

at4 + bt2 + c = 0.
\áÀpÁÂÀ�ë�]

Ý<ÈJØZÍÂÔ"ò�ÓÂÍÕß$ïJÆµÞËÒ�ÄËÈpÆ§ÖÚÆZÍÎÈWÄ�ù�Ò�ÍÎÄ�ÆµÇ×È�É�Ê�Ì'ÒjÆµÞ�ÒTß(ÈpÓÎÓÂÈ�ù�ÍÂÄ�ç[ÆµÞËÇZÒ'ÒTß(Ê�Ä�ÌíÆµÍÂÈWÄ�Ø

F (v) =

(
Γ(1

2
+ v

2
)

Γ(1
2
− v

2
)

)2
Γ(1− v)

Γ(1 + v)
,

I(v) =

(
Γ(1− v

2
)

Γ(1 + v
2
)

)2
Γ(1 + v)

Γ(1− v)
,

ÛËÀ



L(v) =

(
Γ(1 + v

2
)

Γ(1− v
2
)

)2
Γ(1− v)

Γ(1 + v)
=

1

I(v)
.

Ý0Þ�Ò�É�ÍÎØ×Ì'ÇZÍÂÔ"ÍÂÄ�ÖpÄ?Æ
b2 − 4ac

Èpß�ÆZÞ�Ò�Ò
û�Ê�ÖÚÆµÍÂÈWÄ£\�ÀWÁÕÀ�ë�]R5%ØZÒ
Ò'ÄRÓÎÍÂæpÒ�ÖÚÄ{Ò
û�Ê�ÖÚÆµÍÂÈWÄ{ÈÚß·É�Ò
çWÇZÒ
Ò�ÆÅùvÈ�ÍÂÄ
ÆµÞËÒîõ*ÖpÇZÍÎÖp÷�ÓÂÒ

t2,
ÍÎØ0Ä�Ò'çWÖÚÆµÍÕõWÒîÍÕß�ÖpÄ�ÉxÈpÄ�ÓÂï@ÍÂß

X = b2/4ac < 1.
ÃþÆfÍÂØ0ò�ÈWØZØ×ÍÎ÷�ÓÂÒTÆZÈJØ×Þ�È�ùLÆZÞqÖÚÆ

X =
l2

l2 − 1
F 2

(
l

g + 1

)
I

(
l − 1

g + 1

)
I

(
l + 1

g + 1

)
.

\áÀWÁÕÀ�è�]
�%ÁNW�Ö�ï�ÖÚÆµÖpÄ�Í�Ø×Þ�È�ù�Ò'É�ÆZÞqÖÚÆ�ÍÕß

2 6 g 6 37,
ÆµÞËÒ'Ä

X < 1
ÖpÄ�É�ÖpØ[Ì'ÈWÄËØZÒ'û?Ê�Ò
Ä�Ì'Ò�ÆµÞ�Ò@Ò'û?ÊqÖ*ÆµÍÎÈpÄ\áÀpÁÂÀ�ë�]�ÞqÖÚØjÄËÈpÆjÖpÄ?ïxØZÈWÓÂÊËÆµÍÂÈWÄUØZÍÂÄ�Ì'Ò[ÍÕÆµØ�ÉËÍÎØZÌ
ÇZÍÂÔ"ÍÂÄqÖÚÄ?ÆfÍÎØ�ÄËÒ'ç�ÖÚÆZÍÂõWÒÚÁ�Ý0Þ�Ò'Ä

dimH(Gt) > 0
ÈWÄ�ÓÂï

ß(ÈWÇ
t = t1, t2, t3.

��Ê�Ô"Ô"ÖpÇ×Í=�
ÍÂÄ�ç[ùvÒ�Ì'ÖpÄxØ×ÆµÖÚÆµÒ%\Ø×Ò'Ò%Y ÛWèb[Fß(ÈpÇ0ÈpÆµÞ�Ò
Ç�É�ÒíÆ§ÖpÍÂÓÎØk]�U
v ¬��?¨2¼*��¯ �xw�?wÂ¿7w����

2 6 g 6 37
| �X� t ∈ (0,+∞), ~��x�R�

Nul(Gt) =





4 � � t = t1, t2
5 � � t = t3
3 � } ���R�N�x� { �6�

��ÍÂÄ�Ì'Ò�ÆZÞ�Ò«Òíì�ÆµÒ
Ä�É�Ò
ÉpBîÖpÊ�Ø×Ø�Ô@ÖpòUÈÚß9ÆµÞËÒ�àvÈWØ×ÆµÖ*â�ãfÈpä�Ô"ÖpÄ�â�åUÒ'Ò
æ?ØôØ×Ê�Ç×ßÖÚÌ'Ò'ØôÍÂØ�ÒXìËÖpÌ
ÆZÓÂï
Gt2 ,

ÍÕÆ�ÍÂØ
ò�ÈWØ×ØZÍÎ÷ËÓÎÒôÆµÈmØ×Æ§ÖÚÆZÒjÆµÞqÖÚÆ5ÆµÞËÒîÄ?Ê�ÓÎÓ�Ø×òqÖpÌ'ÒîÈÚß<ÆµÞËÒ��WÖpÌ
ÈW÷�Í¸Èpò�Ò'ÇµÖ*ÆµÈWÇ5Èpß

Mg
ÞqÖpØ0É�ÍÂÔ"Ò
Ä�ØZÍÂÈWÄ�Ò'û?ÊqÖpÓ�ÆµÈ

4
ß(ÈpÇ

2 6 g 6 37.

ÓôÆµÞ�Ò
Ç�õÚÖpÓÂÊ�Ò'ØfÈpß
t
ß(ÈWÇ0ù�Þ�ÍÎÌ§Þ

Nul(Gt) > 3
ÖpÇZÒ�ÖpÉ�ÔJÍÂÆZÆZÒ'É8ÈWÄ�ÓÕï�ÍÂß

g > 38.
ÃÅÄ·YéÛpè�[N��ÁjWôÖ=ï�ÖÚÆ§ÖpÄËÍ

Ì'ÈpÄba×Ò'ÌíÆµÊ�Ç×Ò'ÉRÆZÞ�Ò'Ø×Ò�õÚÖpÓÂÊ�Ò'ØôùvÒ
ÇZÒm÷�ÍÂçWçWÒ
Ç�ÆµÞqÖÚÄ
t3.

Ý5Þ�Òmò�ÇZÈ�ÈÚß·Èpß3ÆµÞ�Ò�Ì'ÈpÄba×Ò'ÌíÆµÊ�Ç×ÒJÖÚÄ�É{ÍÂÆµØôÌ
ÈWÄ�Ø×Òíâ
û?Ê�Ò'ÄËÌ'Ò'Øfù�ÍÎÓÂÓ�÷�ÒîØZÞ�È�ùvÒ'ÉUÍÎÄ8Ø×Ò'ÌíÆµÍÎÈpÄ�Ø�ÀpÁéÙJÖpÄ�É ÀpÁÐë�Á

ò�ó�� úëû +  �ö�4?+
g > 38

�%ÁºWôÖ=ï�ÖÚÆ§ÖÚÄ�ÍFò�ÇZÈ�õWÒ'É8ÆµÞqÖÚÆ
X
ÍÂØ�Ö!É�Ò
Ì'Ç×Ò=ÖpØ×ÍÎÄ�ç!ß(Ê�Ä�ÌíÆµÍÂÈWÄ8ÍÎÄ�ÆµÞËÒîõ*ÖpÇZÍÎÖp÷�ÓÂÒ'Ø

l,

x =
l

g + 1
, y =

l + 1

g + 1
, z =

l − 1

g + 1

ù�ÍÂÆZÞ
2 6 l 6 g−1.

T.Ò0ÇZÒ'Ì'ÖpÓÂÓËÆZÞqÖÚÆ3ù�Ò�ÞqÖ�õpÒ�ØZÒíÆ
s = 1

g+1
.
TAÒ0æ?Ä�È�ù}ÆµÞ�ÖÚÆ3ß(ÈWÇ

l = 2
ÖpÄ�É

g = 37ÆµÞËÒ�É�ÍÎØ×Ì'Ç×ÍÎÔJÍÂÄqÖpÄ�Æ<ÈÚß�ÆZÞ�Ò�Ò
û�Ê�ÖÚÆµÍÂÈWÄn\áÀWÁÕÀ�ë�]¸ÍÎØ<Ä�Ò
ç�ÖÚÆZÍÂõWÒÚÁN<qÈWÇ�ÆZÞ�Ò'Ø×Ò�õÚÖpÓÂÊ�Ò'ØGÈÚß
l
ÖÚÄ�É

g
ÆµÞ�Ò�õÚÖpÇ×ÍøÖp÷�ÓÂÒ'Ø

x, y, z, s
ÖpÇ×Ò�ÇZÒ'Ø×ò�Ò'ÌíÆµÍÂõWÒ
ÓÂïJÒ'û?ÊqÖpÓ�ÆZÈ

xmax = 2smax, ymax = 3smax, zmax = smax = 1/38.
Ý5Þ�Ò'Ä

ùvÒîù�ÍÂÓÎÓ�Ø×ÆZÊ�ÉËï�ÆµÞËÒ�ØZÈpÓÎÊËÆZÍÎÈWÄËØ0Èpßm\áÀpÁÂÀ�ë�]�ß(ÈWÇ
i ∈ [0, imax]

\$ùvÒ�Ì'ÖpÓÎÓFÖÚÉ�Ô"ÍÂØZØ×ÍÎ÷�ÓÂÒôõÚÖpÓÂÊ�Ò
Ø�ÆµÞËÒîõÚÖÚÓÎÊ�Ò
Ø
ÍÎÄJÆZÞ�Ò'Ø×ÒôÍÎÄ�ÆµÒ'ÇáõÚÖpÓÂØ�]3ù�ÞËÒ'ÇZÒ

i
ÉËÒ'Ä�ÈpÆZÒ'Ø

x, y, z, s,
÷�Ò'Ì'ÖpÊ�Ø×Òôß(ÈWÇ·÷�ÍÂçWçWÒ
Ç�õÚÖÚÓÎÊ�Ò
Ø�Èpß¸ÆZÞ�ÒfõÚÖpÇ×ÍøÖp÷�ÓÂÒ'Ø3ÆµÞ�Ò

É�ÍÂØZÌ'Ç×ÍÎÔJÍÂÄqÖpÄ�Æ�Ì'ÈpÄ?ÆµÍÂÄ�Ê�Ò
Ø9ÆµÈj÷�Ò0Ä�Ò'çWÖÚÆµÍÕõWÒ0ÖpÄ�ÉmØZÈjÆµÞ�Ò5Ò'û?ÊqÖÚÆZÍÎÈWÄ�\áÀpÁÂÀ�ë�]<É�È�Ò'Ø3Ä�ÈÚÆ�ÖpÉ�ÔJÍÂÆ�ØZÈpÓÎÊËÆZÍÎÈWÄËØ'Á

Û�Ï



ñôÓÂÓ�ÆZÞ�ÒîØZÈWÓÂÊËÆµÍÂÈWÄ�Ø5Èpßm\�ÀWÁÕÀ�ë�]R5�ÆµÞqÖ*Æ�ù�Ò�É�Ò
Ä�ÈpÆµÒî÷?ï
t±(l, g),

ØµÖÚÆZÍÎØáß$ï
t2±(l, g) = T1 ± T2,

ù�ÍÂÆµÞ

T1 =
l

l − 1
F (x) I (z)

\�ÀWÁÂÀ���]
ÖpÄ�É

T2 =

√(
l

l − 1

)2

F 2 (x) I2 (z)− l + 1

l − 1
L (y) I (z).

\�ÀWÁÕÀ���]
T.Ò!ù�ÍÎÓÎÓ�ò�ÇZÈ�õWÒJÆZÞqÖÚÆ�5Fß(ÈWÇ�ÖpÓÎÓ�ÆZÞ�Ò!õÚÖpÓÂÊ�Ò'Ø�ÈÚß

l
ÖpÄ�É

g,
ØZÊ�Ì§Þ.ÆµÞqÖ*Æ

0 6 l
g+1

6 xmax = 2
38
,
ù�ÍÕÆµÞ

2 6 l 6 g − 1
ÖpÄ�É

g > 38,
ØZÊ�Ì§ÞxÆµÞqÖ*Æ

T2
ÍÎØ�ÖmÇZÒ=ÖÚÓFÄ�ÊËÔ�÷�Ò'Ç65�ÍÂÆ0Þ�ÈWÓÎÉËØ

t23 (s) < t2−(l, g).
\áÀpÁÂÀ�ü�]

T.Ò�Ä�Ò
Ò'É,Ø×ÆµÊËÉËïAÆµÞ�Ò�÷�Ò'ÞqÖ=õ�ÍÎÈWÊËÇ�Èpß�ÆµÞËÒ�ß(Ê�Ä�ÌíÆµÍÂÈWÄ�Ø
F, I, L, F 2, I2

ÆµÞqÖÚÆmÖpò�ò�Ò'ÖpÇmÍÂÄ°\áÀWÁÕÀS��]«ÖpÄËÉ\áÀpÁÂÀ���]íÁ3Ý0ÞËÍÎØfÖpÍÂÔ ÍÎØ0ò�Ê�Ç×ØZÊ�Ò
É>÷�ï�ÆµÞ�ÒîÊ�Ø×Ò�Èpß;�'Ò'Ç×È"ÈpÇZÉ�Ò
Ç�ØZÒ
ÇZÍÂÒ'Ø�ÈpßGÆZÞ�Ò'Ø×Òîß(Ê�Ä�Ì
ÆZÍÎÈWÄËØ'Á
Ý0Þ�Ò�å>ÖÚÌíâ���ÖpÊËÇZÍÎÄ[Ø×Ò'ÇZÍÂÒ'Ø�ÈpßqÆµÞËÒvß(Ê�ÄËÌ
ÆµÍÂÈWÄ�Ø

F (x), G(z), L(y), F 2(x), I2(z)
ß(ÈWÇ�ÖpÉ�ÔJÍÎØZØ×ÍÎ÷�ÓÂÒ�õ*ÖpÓÎÊ�Ò
Ø

Èpß
x, y, z

ÖpÇZÒ

F (x) = 1 +RF (d1x)x, I(z) = 1 +RI(d2z)z, L(y) = 1 +RL(d3y)y,
\áÀWÁÜÏ�
�]

F 2(x) = 1 +RF 2(c1x)x, I2(x) = 1 +RI2(c2x)x,ù�Þ�Ò
ÇZÒ
ci, di ∈ (0, 1).

��È!ù�Ò�Ì'ÖpÄ8ù�ÇZÍÂÆZÒ
F (x)I(z) = 1 +RFI(x, z), F

2(x)I2(z) = 1 +RF 2I2(x, z), L(y)I(z) = 1 +RLI(y, z),

ù�ÍÂÆZÞ
RFI(x, z) = RF (d1x)x+RI(d2z)z +RF (d1x)RI(d2z)xz,

RF 2I2(x, z) = RF 2(c1x)x+RI2(c2z)z +RF 2(c1x)RI2(c2z)xz,

RLI(y, z) = RL(d3y)y +RI(d2z)z +RI(d2z)RL(d3y)zy.

ÃÅÄ.ÆµÞ�ÒJß(ÈWÓÂÓÎÈ�ù�ÍÂÄ�ç
ψ(x)

É�Ò
Ä�ÈpÆZÒ'Ø«ÆµÞËÒ@ÉËÍÎç�ÖpÔJÔ"Ö�ß(Ê�ÄËÌ
ÆµÍÂÈWÄ¸Á�ÃþÆ[ÍÂØ�ÇZÒ'ÓÎÖÚÆµÒ
É.ÆZÈ
Γ(x),

ÆµÞ�Ò"ç�ÖpÔJÔ"Ö
ß(Ê�Ä�ÌíÆµÍÂÈWÄ75�÷�ï

ψ(x) =
d

dx
(ln Γ(x)) .

<qÈWÇ5ÆZÞ�Òîò�ÇZÈpò�Ò'Ç×ÆZÍÎÒ
Ø�ÈpßGÆZÞ�Ò'Ø×Ò�ØZò�Ò'Ì
ÍøÖÚÓ¸ß(Ê�Ä�Ì
ÆZÍÎÈpÄ�Ø0ùvÒTù�ÍÎÓÂÓ�ÇZÒíß(Ò'Ç0ÆµÈ�Y À6[�Á
Ý0Þ�Òîß(ÈpÓÎÓÂÈ�ù�ÍÂÄ�çmòËÇZÈWò�ÈWØ×ÍÂÆµÍÂÈWÄ�çpÍÂõWÒ'Ø0Ê�ØZÒíß(Ê�Ó�ò�Ç×ÈWò�Ò'ÇáÆµÍÎÒ
Ø�Èpß<ÆµÞ�ÒTß(Ê�ÄËÌ
ÆµÍÂÈWÄ�Ø;a×Ê�Ø×ÆfÍÂÄ?ÆµÇ×È�É�Ê�Ì
Ò'É¸Á
� ¼*¨2°3¨�®=¤(¥�¤(¨�� �Xw¸Hw�xw����

x ∈ [0, xmax], z ∈ [0, zmax],
| �j� y ∈ [0, ymax], ~��x� ��zb}l}=z �i�l� �0| �k��� { §~�� z �^�D� zb} ���

ÛWÛ



© � RF (x) < 0

� � RI(z) 6 0

� � RL(y) > 0


 � (RF )
′
x(x) > 0

� � min(RI)
′
z(z) = −0.095 · · ·

� � RFI(x, z) > Cx �i�l~�� C = −4 ln 2
� � RLI(y, z) > 0

� � RI2(z) 6 0

� � W (x) = RF 2(x) < 0

©�� � W ′
x(x) > 0 ¨i� z RF 2(x) �=� | �I�l� �R{ � | �R�l� �.� �c� � ~�� z �

©�© � W ′′
xx(x) < 0

© � � W ′′′
xxx(x) > 0

©!� � �l� ���D���R~ Y (x) = xW (x), ~��x�R� Y ′
x(x) < 0

©�
 � Y ′′
xx(x) > 0

©"� � Y ′′′
xxx(x) < 0.

� ¼*¨¸¨2ª`w
ÀWÁ
RF (x) = F ′

x(x) = F (x)ΨF (x),
ù�Þ�Ò'Ç×Ò

ΨF (x) = −ψ(1− x)− ψ(1 + x) + ψ

(
1

2
− x

2

)
+ ψ

(
1

2
+
x

2

)
.

T.ÒîÈW÷�Ø×Ò'Ç×õWÒîÆµÞ�ÖÚÆ

ΨF (x) = 2
∞∑

k=0

1

(2k)!

(
1

22k
ψ(2k)

(
1

2

)
− ψ(2k)(1)

)
x2k.

��ÍÎÄ�Ì
Ò
ΨF (0) = 2ψ

(
1
2

)
− 2ψ(1) = −4 ln 2, ψ(2k)(1) < 0

ÖpÄËÉ
ψ(2k)

(
1
2

)
= (22k+1 −

1)ψ(2k)(1) < 0,
ÍÕß
k > 1

\Ø×Ò'Ò�ß(ÈpÇZÔ�Ê�ÓÎÖpØôèËÁ Ù�ÁÜÏ@ÖpÄ�ÉRèËÁ Ù�Á Ù�Èpß¥Y À6[h]R5%ùvÒmÌ'ÖpÄ{Ì'ÈpÄ�Ì'ÓÂÊ�É�Ò[ÆµÞqÖ*Æ
ΨF (x) < 0

ÖpÄ�É�ÍÕÆ«ÍÎØ[ÖUÉ�Ò
Ì'ÇZÒ'ÖpØZÍÂÄ�ç>ß(Ê�Ä�ÌíÆµÍÂÈWÄ¸Áe��ÍÂÄ�Ì'Ò
F (x) > 0

ÆµÞ�Ò
Ä
RF (x) < 0

ÖÚÄ�É
F (x)

ÍÂØfÖmÉ�Ò'Ì
ÇZÒ'ÖpØZÍÂÄ�ç!ß(Ê�Ä�Ì
ÆZÍÎÈWÄ�Á

ÛpÙ



Ï�Á
RI(z) = I ′z(z) = I(z)ΨI(z),

ù�Þ�Ò
ÇZÒ

ΨI(z) = ψ(1− z) + ψ(1 + z)− ψ
(
1− z

2

)
− ψ

(
1 +

z

2

)
.

T.ÒîÈW÷�Ø×Ò'Ç×õWÒîÆµÞ�ÖÚÆ

ΨI(z) = 2
∞∑

k=1

1

(2k)!
ψ(2k)(1)

(
1− 1

22k

)
z2k.

��ÍÎÄ�Ì
Ò
ψ(2k)(1) < 0

ß(ÈpÇ
k > 1

ÆµÞ�Ò
Ä
ΨI(z) 6 0

ÖpÄ�É�ÍÂÆôÍÂØjÖ@ÉËÒ'Ì'Ç×Ò=ÖpØ×ÍÎÄ�ç@ß(Ê�Ä�Ì
ÆZÍÎÈWÄ�ÁD��ÍÎÄ�Ì
Ò
I(z) > 0

ÆµÞËÒ'Ä
RI(z) 6 0.

ÛËÁ
RL(y) = L′

y(y) = L(y)ΨL(y),
ù�Þ�Ò
ÇZÒ

ΨL(y) = −ΨI(y).
Ý0ÞËÒ'Ä

ΨL(y) > 0
ÖpÄ�ÉUÍÕÆfÍÂØ�ÖÚÄ

ÍÂÄ�Ì'Ç×Ò=ÖpØ×ÍÎÄ�ç�ß(Ê�Ä�Ì
ÆZÍÎÈWÄ�ÁC��ÍÎÄ�Ì
Ò
L(y) = 1/I(y) > 0,

ÆµÞ�Ò
Ä
RL(y) > 0.

Ù�Á�Ý0ÞËÒ0É�Ò
ÇZÍÂõ*ÖÚÆµÍÕõWÒvÈpß
RF

ÍÂØ
F ′′
xx(x) = F (x)(Ψ2

F (x)+(ΨF )
′
x(x)).

��ÍÂÄ�Ì'Ò
ΨF (x) < 0

ÖpÄ�É�ÍÂÆ�ÍÎØ
Ö�É�Ò'Ì
ÇZÒ'ÖpØZÍÂÄ�ç�ß(ÊËÄ�Ì
ÆZÍÎÈWÄV5

Ψ2
F (x) > 0

ÖpÄ�É«ÍÂÄ�Ì'Ç×Ò=ÖpØ×ÍÎÄ�çËÁ<ÃþÆGÞ�ÈWÓÂÉ�Ø
Ψ2
F (x) > Ψ2

F (0) = 16 ln2 2.

(ΨF )
′
x(x) = 2

∞∑

k=1

1

(2k − 1)!

(
1

22k
ψ(2k)

(
1

2

)
− ψ(2k)(1)

)
x2k−1.

ñ�ÓÎÓ�ÆZÞ�Ò0Ì'È�Ò,�JÌ
ÍÎÒ
Ä?ÆµØ�Èpß2ÆµÞ�Ò0ØZÒ'Ç×ÍÎÒ
Ø·ÖpÇ×Ò0Ä�Ò'çWÖÚÆµÍÕõWÒ�\Ø×Ò'Ò0ÆµÞËÒ�ò�ÈWÍÂÄ?Æ0À�]�ØZÈ
(ΨF )

′
x(x) 6 0

ÖpÄ�É!ÍÂÆ
ÍÂØfÖJÉ�Ò'Ì
ÇZÒ'ÖpØZÍÂÄ�ç"ß(ÊËÄ�Ì
ÆZÍÎÈWÄ¸Á�ÃÅÄUòqÖpÇ×ÆZÍÎÌ
Ê�ÓøÖpÇ

(ΨF )
′
x(x) > (ΨF )

′
x(xmax) = −0.19 · · · .

��ÍÂÄ�Ì'Ò
F (x) > 0

ÖÚÄ�ÉxÍÂÆ0ÍÎØ�Ö!ÉËÒ'Ì
ÇZÒ=ÖÚØZÍÎÄËçJß(Ê�ÄËÌ
ÆµÍÂÈWÄ�ùvÒ�Ì'ÖpÄxÌ'ÈpÄ�Ì'ÓÂÊ�É�ÒTÆµÞqÖ*Æ

F ′′
xx(x) > F (xmax)(Ψ

2
F (0) + (ΨF )

′
x(xmax)) = 6.4 · · · .

ë�Á�Ý0ÞËÒ8É�Ò'Ç×ÍÂõÚÖÚÆZÍÂõWÒ�Èpß
RI

ÍÎØ
I ′′zz(z) = I(z)(Ψ2

I(z) + (ΨI)
′
z(z)).

��ÍÂÄ�Ì
Ò
ΨI(z) 6 0

ÖpÄ�É,ÍÂÆ
ÍÂØxÖ,ÉËÒ'Ì'Ç×Ò=ÖpØ×ÍÎÄ�ç,ß(Ê�Ä�Ì
ÆZÍÎÈWÄ×\Ø×Ò'ÒRÆµÞ�ÒRò�ÈWÍÎÄ�ÆUÏ�]R5

Ψ2
I(z) > 0

ÖpÄ�É�ÍÎÄËÌ'ÇZÒ'ÖpØZÍÂÄ�ç�Á�ÃþÆxÞ�ÈpÓÎÉ�Ø
Ψ2
I(z) 6 Ψ2

I(zmax) = 1.5 · · · · 10−6.

(ΨI)
′
z(z) = 2

∞∑

k=1

1

(2k − 1)!
ψ(2k)(1)

(
1− 1

22k

)
z2k−1.

ñ�ÓÎÓ¸ÆµÞ�Ò«Ì'È�ÒR�JÌ'ÍÎÒ
Ä?ÆZØôÈpß9ÆZÞ�Ò[Ø×Ò'Ç×ÍÎÒ
ØjÖpÇ×Ò«Ä�Ò
ç�ÖÚÆµÍÕõWÒ«Ø×È
(ΨI)

′
z(z) 6 0

ÖÚÄ�É>ÍÂÆfÍÎØ�Ö"É�Ò
Ì'Ç×Ò=ÖpØ×ÍÎÄ�ç
ß(ÊËÄ�Ì
ÆZÍÎÈWÄ¸Á3ÃÅÄUò�ÖpÇ×ÆZÍÎÌ'ÊËÓøÖpÇ

(ΨI)
′
z(z) > (ΨI)

′
z(zmax) = −0.095 · · · .

��ÍÎÄ�Ì
Ò
I(z) > 0

ÖpÄ�ÉxÍÂÆ
ÍÂØ�Ö!É�Ò
Ì'Ç×Ò=ÖpØ×ÍÎÄ�ç!ß(Ê�Ä�ÌíÆµÍÎÈpÄ8ù�Ò�Ì'ÖpÄxÌ'ÈWÄ�Ì
ÓÎÊ�ÉËÒîÆZÞqÖÚÆ

I ′′zz > I(zmax)(Ψ
2
I(0) + (ΨI)

′
z(zmax)) = −0.095 · · · .

Û�ë



èËÁ¥��ÍÎÄ�Ì
Ò
RF < 0

ÖÚÄ�É
RI 6 0,

ÍÂÆ0Þ�ÈWÓÎÉËØ0ÆZÞqÖÚÆ

RFI(x, z) > RF (d1x)x+RI(d2z)z,

ù�ÞËÒ'ÇZÒ
di ∈ (0, 1).

Ý0Þ�Òxò�ÈWÍÂÄ?ÆmÙRÍÎÔJò�ÓÂÍÂÒ
Ø[ÆµÞqÖÚÆ
RF

ÍÎØ!ÖpÄ,ÍÎÄ�Ì
ÇZÒ'ÖpØZÍÂÄ�ç{ß(ÊËÄ�Ì
ÆZÍÎÈWÄ�ÖpÄËÉ,ùvÒ
Þ�Ö�õWÒôÌ
ÈWÔJò�ÊËÆZÒ'É"ÆµÞ�Ò�ò�ÈWØ×ÍÂÆZÍÂõWÒfÔJÍÎÄ�ÍÂÔ[Ê�Ô�\(ÆµÞ�ÖÚÆ·ùvÒôÉ�Ò
Ä�ÈpÆZÒô÷?ï

m
]9õÚÖpÓÎÊËÒ�Èpß¸ÍÂÆZØ·É�Ò'Ç×ÍÂõÚÖÚÆZÍÂõWÒÚÁ

Ý0Þ�ÖpÄ�æ?Ø�ÆZÈ>ÆZÞ�Ò@ò�ÈWÍÎÄ�Æmë8ùvÒ�Þ�Ö�õWÒ
m > |n|, ù�Þ�Ò'Ç×Ò n É�Ò
Ä�ÈpÆµÒ
Ø[ÆµÞ�Ò@Ä�Ò
ç�ÖÚÆZÍÂõWÒ@ÔJÍÎÄËÍÂÔ�Ê�Ôõ*ÖpÓÎÊ�ÒTÈpß<ÆµÞ�ÒîÉ�Ò
ÇZÍÕõÚÖÚÆZÍÂõWÒTÈpß

RI .
W�È�ù©ùvÒ�ÈW÷ËØZÒ'ÇáõWÒ�ÆZÞqÖÚÆ

RF (d1x)x+RI(d2z)z > (RF (0) +mx)x+ (RI(0) + nz)z >

RF (0)x+RI(0)z + (m+ n)x2 > RF (0)x+RI(0)z = Cx.Ý<È>ÈW÷ËÆ§ÖÚÍÎÄ ÆµÞËÍÎØ«Ì§ÞqÖÚÍÎÄAÈpß0ÍÂÄ�Ò
û�Ê�ÖpÓÎÍÕÆµÍÂÒ
ØîùvÒ@Ê�Ø×Ò'ÉAÆµÞ�ÒJßÖpÌ
Æ«ÆZÞqÖÚÆ
m + n > 0

ÖpÄ�É
x > z.Ý0ÞËÒ'Ä

RFI > Cx.

��ÁmT.ÒîÇZÒ
Ì=ÖpÓÂÓ�ÆµÞqÖ*Æ
RLI(y, z) = L(y)I(z)− 1, L(t) = 1/I(t)

ÖpÄ�É

y =
l + 1

g + 1
>
l − 1

g + 1
= z.

T.ÒjùvÖpÄ?Æ5ÆµÈmòËÇZÈ�õWÒôÆµÞqÖÚÆ
L(y)I(z)− 1 > 0

ÈWÇ5Ò
û�ÊËÍÂõÚÖÚÓÎÒ'Ä�ÆµÓÕï
L(y) > 1/I(z).

�vÊ�Æ0ÆZÞqÖpÄ�æ?Ø
ÆZÈ!ÆZÞ�Òîò�ÈWÍÎÄ�ÆfÛ^5ËùvÒîÞqÖ=õWÒ

L(y) > L(z) =
1

I(z)
.

�ËÁ
RI2(z) = (I2)′z(z) = 2I2(z)ΨI(z).

<qÇZÈWÔ|ÆµÞ�Òôò�Ç×È�ÈpßFÈpßFÆZÞ�Òôò�ÈWÍÂÄ?Æ0Ïc5
ΨI(z) 6 0

ÖpÄËÉ�ÍÂÆ�ÍÎØ
ÖmÉ�Ò'Ì
ÇZÒ'ÖpØZÍÂÄ�çJß(ÊËÄ�Ì
ÆZÍÎÈWÄ�ÁC��ÍÎÄ�Ì
Ò

2I2(z) > 0,
ÆZÞ�Ò'ÄUÖpÓÎØ×È

RI2(z) 6 0.

üËÁ
W (x) = (F 2)′x(x) = 2F 2(x)ΨF (x).

ÃÅÄ�ÆµÞ�ÒTò�ÈWÍÎÄ�ÆTÀTùvÒîÞqÖ�õWÒîÈp÷�ØZÒ
Ç×õWÒ'ÉxÆZÞqÖÚÆ
ΨF (x)

ÍÂØ�Ö
ÄËÒ'ç�ÖÚÆZÍÂõWÒmÖÚÄ�ÉRÉËÒ'Ì'Ç×Ò=ÖpØ×ÍÎÄ�ç�ß(Ê�Ä�Ì
ÆZÍÎÈWÄ�Á���ÍÎÄ�Ì
Ò

2F 2(x) > 0,
ÆµÞ�Ò
Ä ÖpÓÎØ×È

W (x)
ÍÎØjÖ�Ä�Ò
ç�ÖÚÆµÍÕõWÒ

ß(ÊËÄ�Ì
ÆZÍÎÈWÄ¸Á
À�
ËÁ

W ′
x(x) = F 2 (4Ψ2

F (x) + 2(ΨF )
′
x(x)) .

��ÍÎÄËÌ'Ò
ΨF (x) < 0

ÖÚÄ�É[ÍÂÆGÍÂØ�Ö�ÉËÒ'Ì
ÇZÒ=ÖÚØZÍÎÄËçôß(Ê�Ä�ÌíÆµÍÎÈpÄ75
Ψ2
F (x)

ÍÎØ�Ö«ò�ÈWØZÍÕÆµÍÂõWÒ�ÖpÄ�É@ÍÎÄ�Ì
ÇZÒ=ÖÚØZÍÎÄËç«ß(Ê�ÄËÌ
ÆµÍÂÈWÄ¸Á9ÃÅÄ"ÆµÞ�ÒôòËÇZÈ�ÈpßFÈpß¸ÆZÞ�Òôò�ÈWÍÂÄ?Æ�Ù«ùvÒôÈW÷�ØZÒ
Ç×õWÒ
É
ÆZÞqÖÚÆ

(ΨF )
′
x(x) 6 0

ÖpÄ�ÉxÍÕÆ�ÍÎØ�Ö!ÉËÒ'Ì
ÇZÒ=ÖÚØZÍÎÄËçJß(Ê�Ä�ÌíÆµÍÂÈWÄ¸ÁC��ÍÎÄËÌ'Ò
2(ΨF )

′
x(xmax) = −0.38 · · ·ÖÚÄ�É

4Ψ2
F (x) > 4Ψ2

F (0) = 64 ln2 2 = 30.74 · · · , ùvÒ�Ì'ÖpÄxÌ'ÈWÄËÌ'ÓÎÊËÉ�ÒTÆµÞqÖÚÆ W ′
x(x) > 0.

ÀpÀWÁ�Ý0ÞËÒ�Òíì�ò�ÓÂÍÎÌ'ÍÕÆ0Òíì�ò�Ç×Ò'Ø×ØZÍÎÈWÄUÈpß
W ′′
xx

ÍÂØ

W ′′
xx =

1

2
F 2(x)

(
16Ψ3

F (x) + 24ΨF (x)(ΨF )
′
x(x) + 4(ΨF )

′′
xx(x)

)
.

ÃÅÄ�ÆµÞ�Ò�ò�Ç×È�ÈpßfÈpß0ÆµÞ�Ò�ò�ÈWÍÎÄ�Æ�À�ùvÒ�Èp÷�ØZÒ
Ç×õWÒ
É�ÆZÞqÖÚÆ
ΨF (x)

ÍÎØ�Ö�Ä�Ò'çWÖÚÆµÍÕõWÒ�ÖpÄ�É�É�Ò
Ì'Ç×Ò=ÖpØ×ÍÎÄ�ç
ß(ÊËÄ�Ì
ÆZÍÎÈWÄ¸ÁD��È

16Ψ3
F (x) 6 16Ψ3

F (0) = −1024 ln3 2 = −341. · · · . Ý0ÞqÖÚÄ�æ?ØjÆµÈ@ÆµÞËÒ�ò�ÇZÈ�ÈÚß
ÛWè



ÈÚßôÆµÞ�Òxò�ÈWÍÂÄ?ÆxÀ�
{ùvÒUæ?Ä�È�ùêÆZÞqÖÚÆ
(ΨF )

′
x(x) 6 0

ÖpÄ�É}ÍÂÆJÍÂØ"ÖRÉ�Ò'Ì
ÇZÒ=ÖÚØZÍÎÄËç.ß(Ê�Ä�ÌíÆµÍÂÈWÄ¸Á�ÃÅÄ
ò�ÖpÇ×ÆµÍÂÌ'ÊËÓøÖpÇ

0 > (ΨF )
′
x(x) > (ΨF )

′
x(xmax) = −0.19 · · · .

T.ÒîÌ=ÖpÄxÌ'ÈpÄ�Ì'ÓÂÊ�É�ÒTÆµÞqÖ*Æ
24ΨF (x)(ΨF )

′
x(x) 6 24(ΨF )

′
x(xmax)ΨF (xmax) = 12. · · · .

ñ�Ø�ß(ÈpÇ5ÆµÞ�ÒîÓÎÖpØ×Æ�Ø×Ê�ÔJÔ@ÖpÄËÉ75�ÍÂÆ0ÍÎØ0ÄËÒ'ç�ÖÚÆZÍÂõWÒÚÁ�ÃÅÄ8ßÖpÌíÆ

(ΨF )
′′
xx(x) = 2

∞∑

k=1

1

(2k − 2)!

(
1

22k
ψ(2k)

(
1

2

)
− ψ(2k)(1)

)
x2k−2.

��ÍÎÄ�Ì
Ò�ÖpÓÎÓ%ÆZÞ�ÒîÌ'È�Ò,�JÌ
ÍÎÒ
Ä?ÆµØfÈÚßGÆµÞËÒîØZÒ'Ç×ÍÎÒ
Ø�ÖpÇ×ÒîÄ�Ò
ç�ÖÚÆZÍÂõWÒ�5ËùvÒîçWÒ
Æ
4(ΨF )

′′
xx(x) 6 4(ΨF )

′′
xx(0) = −12ζ(3) = −14.4 · · · ,

ù�ÞËÒ'ÇZÒ
ζ(·) É�Ò
Ä�ÈpÆZÒ'Ø�ÆµÞËÒ«ö�ÍÎÒ
Ô"ÖpÄ�Ä0�'ÒíÆ§Ömß(Ê�Ä�Ì
ÆZÍÎÈWÄ�Á#TAÒîÌ'ÖpÄxÌ'ÈWÄËÌ'ÓÎÊËÉ�ÒTÆµÞqÖÚÆ

16Ψ3
F (x) + 24ΨF (x)(ΨF )

′
x(x) + 4(ΨF )

′′
xx(x) 6

6 16Ψ3
F (0) + 24ΨF (xmax)(ΨF )

′
x(xmax) + 4(ΨF )

′′
xx(0) = −342.7 · · · .Ý0Þ�ÖÚÆ�ÖpØZØ×Ê�ÇZÒ
Ø

W ′′
xx < 0.

À�Ï�Á�Ý0ÞËÒ�Òíì�ò�ÓÂÍÎÌ'ÍÕÆ0Òíì�ò�Ç×Ò'Ø×ØZÍÎÈWÄUÈpß
W ′′′
xxx

ÍÂØ

W ′′′
xxx =

1

4
F 2(x)

(
64Ψ4

F + 192Ψ2
F (ΨF )

′
x + 48((ΨF )

′
x)

2+

+64ΨF (ΨF )
′′
xx + 8(ΨF )

′′′
xxx) .T.ÒîØ×ÆµÖpÇ×Æ�ÈW÷�ØZÒ
Ç×õ�ÍÎÄËç!ÆµÞqÖÚÆ65qØ×ÍÎÄ�Ì
Ò

ΨF
ÍÂØ�Ö!Ä�Ò
ç�ÖÚÆZÍÂõWÒîÉËÒ'Ì
ÇZÒ=ÖÚØZÍÎÄËçJß(Ê�ÄËÌ
ÆµÍÂÈWÄ75

64Ψ4
F (x) > 64Ψ4

F (0) = 64(4 ln 2)4 = 3782. · · · .

��ÍÎÄ�Ì
Ò
(ΨF )

′
x(x)

ÍÂØFÖ0Ä�ÈÚÆ�ò�ÈWØ×ÍÂÆµÍÕõWÒ3ÖpÄËÉîÉ�Ò'Ì
ÇZÒ=ÖÚØZÍÎÄËç�ß(Ê�ÄËÌ
ÆµÍÂÈWÄE\ò�ÈWÍÂÄ?Æ9À�
�]�5�ÆµÞËÒ'Ä
192Ψ2

F (ΨF )
′
xÒ
Äba×È�ï�Ø�ÆZÞ�ÒîØµÖpÔJÒTò�ÇZÈWò�Ò
Ç×ÆÅïWÁ�ÃÅÄxòqÖpÇ×ÆZÍÎÌ
Ê�ÓøÖÚÇ

192Ψ2
F (ΨF )

′
x > 192Ψ2

F (xmax)(ΨF )
′
x(xmax) = −282. · · · .

<qÇ×ÈWÔ ÆZÞ�Ò�ò�ÇZÒíõ�ÍÎÈWÊ�Ø�Èp÷�ØZÒ
Ç×õÚÖÚÆZÍÎÈpÄ�Ø�ÍÂÆ«ß(ÈWÓÎÓÂÈ�ù�Ø�ÆµÞqÖÚÆ
64ΨF (ΨF )

′′
xx > 0, 48((ΨF )

′
x)

2 > 0ÖÚÄ�É8ÆµÞ�ÒíïxÖÚÇZÒîÍÂÄ�Ì'Ç×Ò=ÖÚØZÍÎÄËçmß(Ê�Ä�Ì
ÆZÍÎÈWÄËØ'Á
ñ�Ø0ß(ÈWÇ5ÆµÞËÒîÓøÖpØáÆ�Ø×Ê�Ô"Ô"ÖpÄ�É�ù�Þ�ÍÎÌ§ÞUÖpò�ò�Ò'ÖpÇZØ�ÍÎÄ�ÆµÞ�ÒîÒXì�ò�ÇZÒ
ØZØZÍÎÈpÄUÈpß

W ′′′
xxx,

ùvÒîÈW÷�Ø×Ò'Ç×õWÒîÆZÞqÖÚÆ

(ΨF )
′′′
xxx = 2

∞∑

k=1

1

(2k − 1)!

(
1

2(2k+2)
ψ(2k+2)

(
1

2

)
− ψ(2k+2)(1)

)
x2k−1.

Û��



ÃþÆ�ÍÎØ�Ö!ÄËÈpÆfò�ÈpØZÍÂÆZÍÂõWÒîÖÚÄ�ÉxÉ�Ò'Ì
ÇZÒ'ÖpØZÍÂÄ�çJß(ÊËÄ�Ì
ÆZÍÎÈWÄ�ÁC��È!ùvÒîÌ=ÖpÄ8ù�Ç×ÍÂÆµÒ
8(ΨF )

′′′
xxx(x) > 8(ΨF )

′′′
xxx(xmax) = −19.9 · · · .

T.ÒîÌ=ÖpÄxÌ
ÈWÄ�Ì
ÓÎÊ�É�Ò
W ′′′
xxx(x) > 0.

<qÊ�ÇáÆµÞ�Ò
ÇZÔJÈWÇZÒjß(Ç×ÈWÔ ÈWÊ�Ç0ÈW÷�Ø×Ò'ÇáõÚÖÚÆµÍÂÈWÄ�Ø�ÍÕÆ0ß(ÈWÓÂÓÎÈ�ù�ØvÆµÞqÖ*Æ

W ′′′
xxx(x) 6

(
16Ψ4

F (xmax) + 24((ΨF )
′
x)

2(xmax)

+16ΨF (xmax)(ΨF )
′′
xx(xmax)) < CWù�ÍÕÆµÞ

CW = 1125.

À=ÛËÁ�ÃþÆ�Þ�ÈpÓÎÉ�ØvÆµÞqÖÚÆ
Y ′
x(x) = W (x) + xW ′

x(x).
<qÇZÈpÔ ÆµÞ�ÒTò%ÈpÍÎÄ�ÆµØ�üA5¸À�
mÖpÄ�ÉRÀWÀTùvÒîæ?Ä�È�ùLÆZÞqÖÚÆ

W (x)
ÍÂØ"Ö Ä�Ò'çWÖÚÆµÍÕõWÒUÍÂÄ�Ì'Ç×Ò=ÖpØ×ÍÎÄ�çRß(Ê�Ä�Ì
ÆZÍÎÈWÄ�ÖÚÄ�É

W ′
x(x)

ÍÂØJò�ÈWØ×ÍÂÆµÍÕõWÒUÖpÄËÉ�É�Ò'Ì
ÇZÒ'ÖpØZÍÂÄ�ç.ß(ÈWÇ
x ∈ [0, xmax].

��ÈJùvÒ«Ì'ÖpÄUù0ÇZÍÂÆZÒ
W (x) 6 W (xmax) = −4.1 · · ·

ÖpÄ�É
W ′

x(x) 6 W ′
x(0) =

64 ln2 2 = 30.7 · · · . Ý0ÞËÒ'Ä Y ′
x(x) 6 W (xmax) + xmaxW

′
x(0) < 0.

À'Ù�Á�ÃþÆ�Þ�ÈWÓÂÉ�Ø5ÆµÞ�ÖÚÆ
Y ′′
xx(x) = 2W ′

x(x) + xW ′′
xx(x).

<qÇ×ÈWÔ ÆZÞ�Òîò�ÈWÍÂÄ?ÆZØTÀ�
^5¸ÀpÀ�ÖpÄ�É À�Ï«ùvÒ�æ?Ä�È�ù
ÆZÞqÖÚÆ

W ′
x(x)

ÍÎØ5Ö[ò�ÈWØZÍÕÆµÍÂõWÒ�É�Ò'Ì
ÇZÒ'ÖpØZÍÂÄ�ç�ß(Ê�Ä�Ì
ÆZÍÎÈWÄ�ÖÚÄ�É
W ′′

xx(x)
ÍÎØvÄ�Ò
ç�ÖÚÆZÍÂõWÒjÖpÄ�É�ÍÂÄ�Ì'Ç×Ò=ÖpØ×ÍÎÄ�ç�Á��È!ùvÒîÌ'ÖpÄ8ù�ÇZÍÕÆµÒ

W ′
x(x) > W ′

x(xmax) = 22. · · · . ÖÚÄ�É W ′′
xx(x) > W ′′

xx(0) = −64 ln3 4−
6ζ(3) = −177. · · · . Ý0Þ�Ò
Ä Y ′

x(x) > 2W ′
x(xmax) + xmaxW

′′
xx(0) > 0.

À�ë�Á�ÃþÆôÞ�ÈWÓÂÉ�ØfÆZÞqÖÚÆ
Y ′′′
xxx(x) = 3W ′′

xx(x) + xW ′′′
xxx(x).

<qÇ×ÈWÔêÆZÞ�Ò[ò�ÈWÍÂÄ?ÆZØ«ÀWÀ�ÖpÄËÉ�À�Ï!ù�Ò�æ?Ä�È�ù
ÆZÞqÖÚÆ

W ′′
xx(x)

ÍÎØ{Ö_Ä�Ò
ç�ÖÚÆZÍÂõWÒ�ÍÎÄ�Ì
ÇZÒ=ÖÚØZÍÂÄ�çhß(Ê�Ä�ÌíÆµÍÎÈpÄ±ÖÚÄ�É
0 < W ′′′

xxx(x) < CW .
Ý0Þ�Ò
Ä

Y ′′′
xxx(x) 6 3W ′′

xx(xmax) + xmaxCW < 0.

� ¼*¨2°3¨�®=¤(¥�¤(¨��±�xw¸�wÂ¿7w¥y�zb{3|�}l} ~��x� �b|�} �x�k� z�� l, x, y, z ��zb{ �N�c� � � T2(l, x, y, z) �=� { � |�} ¨m�l~�� zb} �b�~l� | ~
T2(l, x, y, z) 6

1 + Cl2x

l − 1
,

�N�x� { � C = −4 ln 2.
� ¼*¨¸¨2ª`w Ý0Þ�Ò�Ò'òËÇZÒ'Ø×ØZÍÂÈWÄUÈpß

T2
ÍÎØ0çWÍÕõWÒ'Ä8÷?ï³\áÀpÁÂÀ���]íÁ#T.ÒîÇZÒíù�ÇZÍÕÆµÒîÍÕÆ�ÍÂÄ�ÆµÞ�ÒTß(ÈWÓÂÓÂÈ�ù�ÍÂÄ�ç[ù5Ö=ï

T2 =
1

l − 1

√
l2F 2 (x) I2 (z)− (l2 − 1)L(y)I(z).

T.Ò[Ø×Æ§ÖÚÇ×ÆôØ×ÆµÊËÉËï�ÍÎÄ�ç@ÆZÞ�Ò[Ì=ÖpØ×Ò�Èpß
T2
Ä�ÈÚÆ��
Ò'Ç×È�ÁôÃþß

1 + R̄(x, y, z, l)
ÍÂØfÆµÞ�Òmå>ÖÚÌíâ���ÖpÊËÇZÍÎÄUØZÒ
ÇZÍÎÒ
ØôÈpß

ÆµÞËÒîß(ÊËÄ�Ì
ÆZÍÎÈWÄ8Ê�Ä�ÉËÒ'Ç�ÆZÞ�ÒîØZû?ÊqÖÚÇZÒ�ÇZÈ�ÈÚÆ0ÆµÞ�Ò
ÄxùvÒîÌ=ÖpÄ8ù�Ç×ÍÂÆµÒ

T2 =
1

l − 1

√
1 + R̄(x, y, z, l),

Û��



ù�Þ�Ò
ÇZÒ
R̄(x, y, z, l) = l2(RF 2(c1x)x(1 + RI2(c2z)z) + RI2(c2z)z) − (l2 − 1)RLI(y, z),

ÖpÄ�É
c1, c2 ∈ (0, 1).

Ý0Þ�ÖpÄ�æ?Ø�ÆµÈ�ÆµÞËÒ{ò�ÈWÍÎÄ�ÆµØ'�c5��A5Üü�ÖpÄËÉºÀ�
�ÈÚß«òËÇZÈWò�ÈWØ×ÍÂÆZÍÎÈWÄLÀWÁ Ù�ÁÂÀ�5�ùvÒ{æ?Ä�È�ù ÆµÞqÖ*Æ
RLI(y, z) > 0, RI2(x) 6 0

ÖpÄ�ÉîÆµÞ�ÖÚÆ
RF 2(x)

ÍÎØ�Ö�Ä�Ò
ç�ÖÚÆZÍÂõWÒ�ÍÎÄËÌ'ÇZÒ'ÖpØ×ÍÎÄ�ç0ß(Ê�Ä�ÌíÆµÍÂÈWÄ75*Ø×È
RF 2(c1x) 6

RF 2(x).
T.ÒîÌ=ÖpÄxÌ
ÈWÄ�Ì
ÓÎÊ�É�ÒTÆµÞ�ÖÚÆ�5�ÍÂß�ùvÒ�Ø×Ò
Æ

R(x, z, l) = l2RF 2(x)x(1 +RI2(c2z)z),

R̄(x, y, z, l) 6 l2RF 2(c1x)x(1 +RI2(c2z)z) 6 R(x, z, l),ÆµÞËÒ'Ä
T2 =

1

l − 1

√
1 + R̄(x, y, z, l) 6

1

l − 1

√
1 +R(x, z, l).

T.Ò�æ?Ä�È�ùLÆµÞ�ÖÚÆ
√

1 + f(x) =
√

1 + f(0) +
f ′t(t)

2
√

1 + f(t)
|t=cxx,

ù�Þ�Ò
ÇZÒ
c ∈ (0, 1).

ÃþßGùvÒ�Öpò�ò�ÓÕï@ÆµÞ�ÍÂØ0ÇZÒ'Ø×Ê�ÓÂÆ0ÆµÈmÆµÞ�ÒTß(ÊËÄ�Ì
ÆZÍÎÈWÄ
f(x) = R(x, z, l),

ù�Ò�çWÒíÆ

T2 6

√
1 +R(x, z, l)

l − 1
=

1

l − 1

(
√

1 +R(0, z, l) +
R′
t(t, z, l)

2
√

1 +R(t, z, l)
|t=cxx

)
,

ù�Þ�Ò
ÇZÒ
c ∈ (0, 1).

T.Ò�Èp÷�ØZÒ
Ç×õWÒîÆµÞqÖ*Æ
R(0, z, l) = 0.

Ý0Þ�Ò'Ä

T2 6
1

l − 1

(
1 +

R′
t(t, z, l)

2
√

1 +R(t, z, l)
|t=cxx

)
.

Ý0Þ�Ò�òËÇZÈ�Èpß<ù�ÍÎÓÂÓ�÷�Ò�Ì
ÈWÔJò�ÓÎÒíÆµÒ
ÉUÖ*ß$ÆµÒ'Ç0ÞqÖ=õ�ÍÂÄ�ç!ò�ÇZÈ�õWÒ'É8ÆµÞ�ÒTß(ÈWÓÂÓÎÈ�ù�ÍÂÄ�ç�ÇZÒ
ØZÊ�ÓÕÆ=Á
� ¼*¨2°3¨�®=¤(¥�¤(¨��©�Xw¸Hw�?w$# �j�c� { ~��x�D� |�� ���c��� z ~l�x�k���k� z�� � {`z � z �R�l~�� z � © � 
 � �

R′
t(t, z, l)

2
√

1 +R(t, z, l)
6 Cl2,

�N�x� { � C = −4 ln 2.
� ¼*¨¸¨2ª`w T.ÒîØ×Ò
Æ

H(z, l) = l2(1 +RI2(c2z)z) 6 l2
ÖpÄ�É

Y (t) = RF 2(t)t.
<qÇZÈWÔ ÆZÞ�ÒTÒíì�ò�Ç×Ò'ØZØZÍÂÈWÄ

Èpß
R(t, z, l) = H(z, l)Y (t),

ÍÂÆTß(ÈWÓÎÓÂÈ�ù�ØjÆµÞqÖÚÆ
R′
t(t, z, l) = H(z, l)Y ′

t (t).
<qÊËÇ×ÆµÞ�Ò
ÇZÔJÈWÇZÒ�ùvÒJÌ=ÖpÄ

ù�ÇZÍÕÆµÒ
R′
t(t, z, l)

2
√

1 +R(t, z, l)
=

H(z, l)Y ′
t (t)

2
√

1 +H(z, l)Y (t)
.

T.Ò�æ?Ä�È�ù.ß(ÇZÈpÔ©ò�ÇZÈWò�ÈpØZÍÂÆZÍÎÈWÄ[ÀWÁéÙËÁÂÀ9ÆµÞ�ÖÚÆ
Y (t) 6 0

ÖpÄ�É
Y ′
t (t) < 0,

ÆZÞ�Ò'Ä
R′
t(t, z, l) = H(z, l)Y ′

t (t) >

l2Y ′
t (t),

ÖpÄ�É
− 1

2
√

1 +R(t, z, l)
> − 1

2
√

1 + l2Y (t)
.

ÛWü



T.Ò�Ì'ÖpÄxÌ'ÈpÄ�Ì'ÓÂÊ�É�ÒTÆµÞqÖ*Æ
− R′

t(t, z, l)

2
√

1 +R(t, z, l)
> − l2Y ′

t (t)

2
√

1 + l2Y (t)
.

T.ÒTØZÞ�ÖpÓÎÓ%ØZÞ�È�ù©ÆµÞ�ÖÚÆ5ÆµÞËÒjß(Ê�Ä�ÌíÆµÍÎÈpÄ�ÈWÄ�ÆµÞ�ÒjÓÎÒ
ß$Æ5Ø×ÍÎÉ�ÒjÍÎØvÍÎÄ�Ì
ÇZÒ'ÖpØZÍÂÄ�ç�ù�ÍÕÆµÞ�Ç×Ò'ØZò�Ò
Ì
Æ�ÆZÈ�ÆµÞ�Òjõ*ÖpÇZÍÎÖp÷�ÓÂÒ
t.
Ý0ÞËÒ�É�Ò'Ç×ÍÂõ*ÖÚÆµÍÕõWÒTù�ÍÕÆµÞ8ÇZÒ
ØZò�Ò'ÌíÆ�ÆZÈ!ÆZÞ�ÒTõÚÖpÇ×ÍøÖp÷ËÓÎÒ

t
ÈpßGÆZÞ�ÍÎØ5ß(Ê�ÄËÌ
ÆµÍÂÈWÄ8ÍÎØ

D(t, l) = − l
2

2

Y ′′
tt

√
1 + l2Y − l2

(Y ′t )
2

2
√
1+l2Y

1 + l2Y
.

T.ÒTù5ÖpÄ�Æ�ÆZÈ!Ø×ÆµÊËÉËï�ÆµÞ�ÒTØZÍÎçpÄ8Èpß
D(t, l).

T.ÒîØ×Æ§ÖÚÇ×Æ�ÈW÷�Ø×Ò'Çáõ�ÍÂÄ�ç!ÆZÞqÖÚÆ
1 + l2Y > 1 + R̄ > 0.

��È!ÍÂÆ
ÍÎØ0Ø×Ê^�JÌ'ÍÂÒ'Ä?Æ�ÆµÈ!ò�ÇZÈ�õWÒîÆZÞqÖÚÆ0ÆµÞ�Òîû?ÊqÖÚÄ?ÆµÍÕÆ�ï

E(t, l) = 2Y ′′
tt (1 + l2Y )− l2(Y ′

t )
2

ÍÎØ�ÖÚÓÂù5Ö=ï�Ø0Ä�ÈpÆ�ò�ÈWØZÍÕÆµÍÕõWÒpÁ3ÃþÆfÞËÈWÓÎÉËØ0ÆZÞqÖÚÆ
Y ′
t (t) = RF 2(t) + t(RF 2)′t(t)

ÖpÄ�É
Y ′′
tt (t) = 2(RF 2)′t(t) + t(RF 2)′′tt(t).Ý0Þ�Ò
Ä

Y (0) = 0, Y ′
t (0) = RF 2(0) = 2C

ÖpÄ�É
Y ′′
tt (0) = 2(RF 2)′t(0) = 8ΨF (0)

2 = 8C2.<qÊ�ÇáÆµÞ�Ò
ÇZÔJÈWÇZÒjùvÒîÈW÷�Ø×Ò'ÇáõWÒ�ÆZÞqÖÚÆ
l > 2.

��È
E(0, l) = 16C2 − 4l2C2 6 0

ÖpÄ�É>ÆµÞ�Ò�Ò
û?ÊqÖpÓÎÍÕÆ�ïxÞ�ÈpÓÎÉ�ØôÍÕß
l = 2.

Ý0Þ�ÒmÄËÒíì�ÆîØáÆµÒ
òRÍÎØ�ÆZÈ�ØZÞ�È�ù±ÆµÞqÖ*Æ
E ′
t(t, l) 6 0.

ÃþÆjÍÎØôò�ÈpØZØZÍÂ÷�ÓÎÒ
ÆµÈmúqÄ�É8ÆµÞ�ÒTß(ÈpÓÎÓÂÈ�ù�ÍÂÄËçmÇ×Ò'ÓøÖ*ÆµÍÎÈpÄ

E ′
t(t, l) = Y ′′′

ttt(1 + l2Y )

Ój÷�ØZÒ
Ç×õ�ÍÎÄËç�ÆZÞqÖÚÆ
1 + l2Y > 0

ÖpÄËÉ
Y ′′′
ttt < 0

\Ø×Ò'Ò�ÆµÞËÒmò�ÈpÍÎÄ�Æ�À�ë"Èpß·òËÇZÈWò�ÈWØ×ÍÂÆZÍÎÈWÄAÀpÁéÙ�ÁÕÀS]�5%ùvÒmÌ'ÖpÄ
Ì'ÈpÄ�Ì'ÓÂÊ�É�ÒTÆµÞqÖ*Æ

D(t, l) > 0
\$ÆµÞ�ÒîÒ
û�Ê�ÖpÓÎÍÕÆ�ï@Þ�ÈWÓÂÉ�ÍÎÄ�ç�ÍÂß

t = 0
]XÁiT.ÒîÞqÖ�õpÒ�ØZÞËÈ�ùvÒ
ÉUÆZÞqÖÚÆ

− l2Y ′
t (t)

2
√

1 + l2Y (t)

ÍÎØ�ÖmÄ�ÈWÄxÉ�Ò
Ì'Ç×Ò=ÖpØ×ÍÎÄ�ç!ß(Ê�Ä�ÌíÆµÍÂÈWÄ¸Á3ÃþÆfçpÒ
ÆµØ0ÆµÞËÒ�ÔJÍÂÄ�ÍÂÔ�ÊËÔ ß(ÈWÇ
t = 0

ÖÚÄ�ÉxÍÂÆZØ5õÚÖpÓÎÊËÒîÍÂØ −Cl2. Ý0Þ�Ò'Ä

− R′
t(t, z, l)

2
√

1 +R(t, z, l)
> −Cl2,

ÖpÄ�É8ÆZÞ�Òîò�ÇZÈ�ÈÚß�ÈÚß�ò�Ç×ÈWò�ÈWØZÍÕÆµÍÂÈWÄ{ÀWÁ Ù�ÁéÛ!ÍÂØ0Ì'ÈWÔJò�ÓÂÒ
ÆµÒ
É¸Á

Ù�




Ý<È ÖpÌ§Þ�ÍÎÒíõWÒ�ÆZÞ�Ò�ò�ÇZÈ�ÈpßfÈpßfò�ÇZÈWò�ÈpØZÍÂÆZÍÎÈWÄhÀpÁéÙ�ÁÜÏA53ù�Ò8Ä�Ò
Ò'É,ÆµÈ{ØZÞ�È�ù ÆµÞqÖ*ÆmÆZÞ�Ò�Ø×Æ§Ö*ÆµÒ'ÔJÒ'Ä�Æ!Ì'ÈpÄ?ÆµÍÂÄ�â
Ê�Ò
Ø�ÆµÈ"Þ�ÈWÓÂÉ>ÖpÓÎØ×ÈJß(ÈWÇ�õÚÖÚÓÎÊ�Ò
Ø�Èpß

l, x, y, z
ß(ÈpÇ�ù�Þ�ÍÎÌ§Þ

T2 = 0.
Ý<È@çWÒíÆ�ÆµÞ�ÍÂØ�ÖpÍÎÔðÍÂÆfÍÂØ�Ø×Ê^�JÌ'ÍÂÒ'Ä?Æ�ÆµÈ

ÈW÷�Ø×Ò'ÇáõWÒ0ÆZÞqÖÚÆ�ùvÒ5Ì=ÖÚÄmÒíì�ÆµÒ
Ä�É!ÆZÞ�Ò5ÇZÒ
ØZÊ�ÓÕÆ9ÈW÷ËÆ§ÖÚÍÎÄ�Ò
É�Ê�Ä�É�Ò
Ç9ÆZÞ�Ò5Þ?ï�ò�ÈpÆZÞ�Ò'Ø×ÍÎØ
T2 > 0

ß(ÈWÇ�Ì
ÈWÄ?ÆZÍÎÄ�ÊËÍÂÆÅïWÁ
ñôØ0ß(ÈWÇ5ÆµÞ�ÒTúqÇ×Ø×Æ�Ø×Ê�ÔJÔ@ÖÚÄ�É8ù�ÞËÍÎÌ§Þ>ÖÚò�ò�Ò=ÖpÇ×ØfÍÎÄ�ÆZÞ�Ò�ÒXì�ò�ÇZÒ
ØZØZÍÂÈWÄ>ÈÚß

t2−,
ÆµÞ�ÖÚÆfÍÂØ

T1,
ÆµÞ�ÒTß(ÈWÓÎÓÂÈ�ù�ÍÂÄ�ç

ÇZÒ
ØZÊ�ÓÕÆfÞ�ÈpÓÎÉ�Ø
Á
� ¼*¨2°3¨�®=¤(¥�¤(¨��©�Xw¸Hw¸�w.y�zb{�|�}l} ~l�x� | � � �=�k�R� ª6} � �b|�} �x�k� z�� x, z, �l~�� zb} �b��~l� | ~

T1 >
l

l − 1
(1 + Cx)

�N�x� { � C = −4 ln 2.
� ¼*¨¸¨2ª`w TAÒîÇZÒ
Ì=ÖÚÓÎÓ�ÆµÞ�ÖÚÆ

T1 =
l

l − 1
F (x)I(z) =

l

l − 1
(1 +RFI(x, z)).

Ý0ÞqÖpÄËæ�Ø�ÆµÈ8ÆµÞ�ÒJò�ÈWÍÂÄ?Æ«è8Èpß5ò�Ç×ÈWò�ÈWØ×ÍÂÆµÍÂÈWÄ,ÀWÁ Ù�ÁÕÀJùvÒJÞqÖ=õWÒ
RFI(x, z) > Cx.

Ý0ÞËÒ'Ä.ÆµÞ�ÒJÇZÒ
ØZÊ�ÓÕÆ«ÍÎØ
ÍÎÔJÔJÒ
É�ÍÎÖÚÆZÒpÁ
Ý0Þ�Òîß(ÈpÓÎÓÂÈ�ù�ÍÂÄ�çmÇ×Ò'Ø×Ê�ÓÂÆ�çWÍÂõWÒ
Ø0ÆµÞ�ÒîÒ
Ø×ÆµÍÂÔ"ÖÚÆµÒTÈÚß

t2−.� ¼*¨2°3¨�®=¤(¥�¤(¨��©�Xw¸Hw ÿ w.y�zb{�|�}l} ~l�x� �b|�} �x�k� z�� x, y, z ��zb{ �N�c� � � t2− ∈ R, �l~�� zb} �b�
t2− > 1− Clx,

�N�x� { � C = −4 ln 2.
T.Ò�Ç×Ò'Ì'ÖpÓÎÓ�ÆZÞqÖÚÆ

t2− = T1 − T2.
Ý0ÞqÖpÄËæ�Ø�ÆµÈ!ò�ÇZÈpò�ÈWØZÍÕÆµÍÎÈpÄ�ØjÀWÁéÙËÁÐÏmÖpÄ�É ÀpÁéÙ�Á ÙmùvÒîçWÒ
Æ

t2− >
l

l − 1
(1 + Cx) +

1

l − 1
(−1− Cl2x) =

1 +

(
Cl

l − 1
− Cl2

l − 1

)
x = 1 +

(−Cl
l − 1

(l − 1)

)
x = 1− Clx.

W�È�ù©ùvÒîÆZÊ�ÇZÄxÈWÊ�Ç�ÖÚÆ×ÆµÒ'Ä�ÆµÍÂÈWÄ�ÆZÈ!ÆZÞ�ÒTß(Ê�Ä�Ì
ÆZÍÎÈWÄ
t3.
T.ÒîÇZÒ'Ì'ÖpÓÂÓ�ÆµÞqÖÚÆ

smax =
1
38
.

� ¼*¨2°3¨�®=¤(¥�¤(¨��©�Xw¸Hw&%?w.y�zb{
s ∈ [0, smax]

t23(s) 6 1 +
7

2
s.

Ù�À



� ¼*¨¸¨2ª`w TAÒîÇZÒ
Ì=ÖÚÓÎÓ�ÆµÞ�ÖÚÆ

t23(s) = T (s) =
4

(1− s)2

(
Γ(1 + s)

Γ(1− s)

)3
Γ(1− 2s)

Γ(1 + 2s)

(
Γ(3/2− s/2)

Γ(1/2 + s/2)

)2

.

ÃþÆfÞ�ÈpÓÎÉ�Ø5ÆµÞ�ÖÚÆ
T ′
s(s) =

1

(1− s)
T (s)B(s),

ù�Þ�Ò
ÇZÒ

B(s) = 2 + (1− s) (−2ψ(1− 2s)− 2ψ(1 + 2s) + 3ψ(1− s) + 3ψ(1 + s)−

−ψ
(
3

2
− s

2

)
− ψ

(
1

2
+
s

2

))
.

Ý<ÈJÌ'ÈWÔJò�ÓÂÒ
ÆµÒôÆµÞ�Òîò�Ç×È�ÈpßGù�Ò�Ä�Ò
Ò'ÉxÆµÞËÒîß(ÈpÓÎÓÂÈ�ù�ÍÂÄ�çmÇ×Ò'Ø×Ê�ÓÂÆ'Á
� ¼*¨2°3¨�®=¤(¥�¤(¨��©�Xw¸Hw('Vw����

s ∈ [0, smax] ~��x�R� 1 < B(s) < 3.

� ¼*¨¸¨2ª`w TAÒîÈW÷�Ø×Ò'ÇáõWÒ�ÆZÞqÖÚÆ0ß(ÈWÇ
s ∈ [0, smax]

0 < ψ

(
3

2
− s

2

)
< ψ

(
3

2

)
= 0.036 · · · , 3

2
< −ψ

(
1

2
+
s

2

)
< −ψ

(
1

2

)
< 2.

T.Ò�Ì'ÖpÄxÌ'ÈpÄ�Ì'ÓÂÊ�É�ÒTÆµÞqÖ*Æ

1 < −ψ
(
1

2
+
s

2

)
− ψ

(
3

2
− s

2

)
< 2.

<qÊ�ÇáÆµÞ�Ò
ÇZÔJÈWÇZÒ
ψ(1− s) + ψ(1 + s) = 2

∑

k>0

ψ(2k)(1)

(2k)!
s2k,

ß(ÇZÈpÔ ù�Þ�ÍÎÌ§ÞxÍÂÆ5ß(ÈWÓÎÓÂÈ�ù�ØvÆµÞqÖÚÆ

D(s) = −2ψ(1− 2s)− 2ψ(1 + 2s) + 3ψ(1− s) + 3ψ(1 + s) = 2
∑

k>0

ψ(2k)(1)

(2k)!
s2k(3− 22k+1).

Ãþß
k > 1

ÆZÞ�Ò'Ä
3− 22k+1 < 0

ÖpÄ�É
ψ(2k)(1) < 0

\(ØZÒ'Òîß(ÈpÇZÔ�Ê�ÓÎÖmè�ÁéÙ�ÁÜÏ�Èpß�Y À6[h]vÆZÞ�Ò'Ä
2ψ(1) = −2γEM = D(0) 6 D(s) 6 D(smax) = −1.146 · · · ,

ù�Þ�Ò
ÇZÒ
γEM = 0.577 · · · ÍÎØ5ÆZÞ�Ò�>3Ê�ÓÎÒ
ÇáâáåUÖpØZÌ§Þ�Ò
ÇZÈWÄ�ÍFÌ'ÈpÄ�Ø×Æ§ÖÚÄ?Æ'Á���È

1 < B(s) 6 2 + (1− s)(2 +D(smax)) < 4 +D(smax) < 3.

Ù?Ï



��ÍÂÄ�Ì'Ò
B(s) > 0

ÆµÞ�Ò
Ä
T (s)

ÍÂØ�ÖpÄxÍÂÄ�Ì'Ç×Ò=ÖpØ×ÍÎÄ�çmß(ÊËÄ�Ì
ÆZÍÎÈWÄxÖpÄËÉxù�Ò�Ì'ÖpÄxÉ�Ò'ÉËÊ�Ì'ÒîÆµÞqÖÚÆ

T ′(s) =
1

1− s
T (s)B(s) 6

3

1− smax
T (smax) < 7/2.

Ý0Þ�Ò{å>ÖpÌXâ���ÖpÊ�Ç×ÍÎÄ}ØZÒ'Ç×ÍÎÒ
Ø@ÈpßTÈWÇZÉ�Ò
ÇG�
Ò'Ç×È�Èpß
T (s)

ÍÂØ
1 + T ′

s(cs)s,
ù�Þ�Ò'Ç×Ò

c ∈ (0, 1).
��È�ÍÕÆ@ÍÂØ

ÍÎÔJÔJÒ
É�ÍÎÖÚÆZÒôÆµÈ!Ì'ÈWÄËÌ'ÓÎÊËÉ�ÒTÆµÞqÖÚÆ
T (s) 6 1 +

7

2
s.

Ý0Þ�Ò{ß(ÈWÓÎÓÂÈ�ù�ÍÂÄ�ç�ò�ÇZÈpò�ÈWØZÍÕÆµÍÎÈpÄ_ØZÞËÈ�ù�Ø8ÆZÞqÖÚÆ�ÆµÞËÒRÒ
õWÒ
Ä?ÆµÊ�ÖpÓîØZÈpÓÎÊËÆZÍÎÈWÄËØ
t+(l, g) > t−(l, g)

ÈÚß«ÆZÞ�Ò
Ò'û?ÊqÖ*ÆµÍÎÈpÄ·\áÀpÁÂÀ�ë�]5ÖpÇ×Ò�ÖpÓÕù5Ö�ï�Ø�÷ËÍÎçWçpÒ'Ç5ÆZÞqÖpÄ

t3.� ¼*¨2°3¨�®=¤(¥�¤(¨��h�Xw¸Hw&)7w
t3(

l
g+1

) < t−(l, g)
��zb{

g > 1
| �j� 2 6 l 6 g− 1 �R� � �G~�� | ~ t−(l, g) ∈ R.

� ¼*¨¸¨2ª`w <qÇZÈWÔ ÈWÊ�Ç"ÈW÷�Ø×Ò'ÇáõÚÖÚÆµÍÂÈWÄ�Ø,5�ÍÕÆ"ÍÎØ"Ø×Ê^�JÌ'ÍÂÒ'Ä?Æ@ÆZÈAØZÞ�È�ùdÆµÞqÖ*Æ
t23(s) < t2−(l, g)

Þ�ÈWÓÎÉËØJß(ÈWÇ
g > 38.

Ñ3ÇZÈWò�ÈpØZÍÂÆZÍÎÈWÄËØTÀWÁ Ù�ÁÜë!ÖÚÄ�É ÀWÁ Ù�ÁéèJÖÚØZØZÊËÇZÒîÆµÞ�ÖÚÆ
t2− > 1− Clx,

t23(s) 6 1 +
7

2
s.T.Ò�Ç×Ò'Ì'ÖpÓÎÓ�ÆZÞqÖÚÆ

x = ls
ÖÚÄ�É

2 6 l 6 g − 1.
Ý0Þ�Ò
ÄUÆZÞ�ÒîÇZÒ
ØZÊ�ÓÕÆfÍÎØ0Èp÷?õ�ÍÎÈpÊ�Ø'Á

ò�ó+* úëû + Q6$'-0+-, ö�$'- 2 û + $EO0*,*RQ,2/. &�ü 2 û + þë&�472�ö�ÿ0�Ü&��³1 ö�$Gÿ
� +m+m"G4!4HOnMNü�ö� �+.4

T.Ò�Ø×ÆµÖpÇ×Æ�Ç×Ò'Ì'ÖpÓÎÓÂÍÎÄËçUØZÈWÔJÒ@ÇZÒ
ØZÊ�ÓÕÆµØ[É�Ò'Ø×Ì'Ç×ÍÎ÷�Ò'É�ÍÎÄAò�ÇZÒíõ�ÍÎÈWÊËØ�ØZÒ
Ì
ÆZÍÎÈWÄ�Ø
ÁIT.Ò�É�Ò
Ä�ÈpÆZÒ'É�÷?ï
Gt, t ∈

(0,+∞),
ÖfÉËÒ
ß(ÈWÇ×Ô@ÖÚÆZÍÎÈpÄîÈpßËÆµÞËÒ�Ô"Öpò

G
ÉËÒ
úqÄ�Ò
É�÷?ï%\�ÀWÁÐë�]íÁ<Ý0ÞqÖpÄ�æ?ØGÆZÈfÆµÞËÒ'ÈWÇ×Ò'Ô ÀWÁÜÛ�ÁÐÏ

Nul(Gt) >
3
ÈWÄ�ÓÕï�ÍÂß

t
ÖpØ×ØZÊ�ÔJÒ'ØfØZò�Ò
Ì'ÍÎÖpÓFõ*ÖpÓÎÊ�Ò
Ø'Á·Ãþß

2 6 g 6 37
ÆZÞ�Ò'Ø×Ò�õ*ÖpÓÎÊ�Ò
Ø�ÖpÇ×Ò

t1, t2, t3.
Ãþß
g > 38

ÆµÞ�Ò
ÇZÒ
ÖpÇ×ÒTÖÚÉ�É�ÍÂÆZÍÎÈWÄ�ÖpÓqõÚÖÚÓÎÊ�Ò
Ø'Á3Ý0Þ�Òíï�ÖpÇ×ÒôÆZÞ�Òjò�ÈWØ×ÍÂÆZÍÂõWÒ�ØZÈWÓÂÊËÆµÍÂÈWÄ�Ø�ÈpßFÆZÞ�ÒjÒ'û?Ê�ÖÚÆµÍÂÈWÄf\áÀWÁÕÀ�ë�]XÁNT.ÒjÉ�Ò'Ä�ÈÚÆµÒ
É
ÆµÞËÒ'Ô ÷?ï

t±(l, g),
ù�Þ�Ò'Ç×Ò

2 6 l 6 g − 1,
ÖpÄ�ÉAß(ÈWÇ«É�Ò
úqÄËÍÂÆµÍÂÈWÄ

t+ > t−.
ÃÅÄ�ò�Ç×Ò
õ�ÍÂÈWÊ�Ø�Ø×Ò'ÌíÆµÍÎÈpÄ

ùvÒxÞqÖ=õWÒxò�ÇZÈ�õWÒ'É�ÆZÞqÖÚÆ!ÆµÞËÒxÍÂÄ�Ò'û?ÊqÖpÓÂÍÂÆÅï
t3(s) < t−(l, g)

ÞËÈWÓÎÉËØ'Á²�%Á�W�Ö�ï�ÖÚÆµÖpÄ�Í0Ø×Þ�È�ùvÒ
É�ÍÎÄsY ÛWè�[
ÆµÞ�ÖÚÆ

t3 > t2
ß(ÈWÇ

g > 2.
T.Ò�Ì=ÖpÄ�Ì
ÈWÄ�Ì
ÓÎÊ�É�Ò@ÆZÞqÖÚÆ�Ä�È�ÈWÄ�Ò@Èpß0ÆµÞ�Ò

t±
Ì'ÖpÄ�÷�Ò�Ò'û?ÊqÖpÓ�ÆµÈ

t2.
ñôØ

Ì'ÈpÄ�ØZÒ
û�ÊËÒ'Ä�Ì'Ò
Nul(Gt2)

Ì
ÈWÄ?ÆZÍÎÄ?Ê�Ò'ØôÆµÈ�÷�Ò�Ò'û?ÊqÖÚÓ�ÆµÈ�Ù�ÖpÓÎØ×È@ß(ÈWÇ
g > 38,

÷�Ò'Ì'ÖpÊ�ØZÒ
dimH(Gt2)

ÍÂØ
Ò'û?ÊqÖÚÓFÆµÈ8ÀTß(ÈWÇ�ÖpÓÎÓ

g > 2.

T.Ò�ÇZÒ
Ì=ÖpÓÂÓ�ÆZÞqÖÚÆ
Mg

ÉËÒ'Ä�ÈÚÆµÒ'Ø�ÆµÞ�Ò8àvÈWØ×ÆµÖ*â�ãfÈpä%Ô@ÖpÄ�âáåUÒ
Ò'æ?ØmØ×Ê�Ç×ßÖpÌ
Ò�ÈpßfçWÒ
Ä�Ê�Ø
g.
��ÍÎÄ�Ì
Ò@ÆµÞ�Ò�ÒXì?â

ÆµÒ
Ä�É�Ò
É'B�ÖpÊËØZØ�Ô"Öpò"Èpß
Mg

ÍÎØ·ÒXìËÖpÌ
ÆZÓÂï
Gt2 ,

ÖpÄ�ÉJÆ§Öpæ?ÍÎÄËç«ÍÎÄ�ÆµÈ«ÖpÌ'Ì
ÈWÊ�Ä�Æ�ÆµÞ�Ò�Ç×Ò'ØZÊËÓÂÆ�ÈpßH�%ÁAW�Ö�ï�ÖÚÆµÖpÄ�Í
Öp÷�ÈWÊ�Æ�ÆZÞ�ÒRàvÈWØ×ÆµÖ�ØZÊ�ÇáßÖpÌ'ÒZ\(ÆZÞ�Ò'ÈWÇ×Ò'Ô ÀWÁÜÏ�ÁÕÀS]JØ×Þ�È�ù�Ò'ÉVÍÎÄÐY Û��S[ôù�Ò{ÞqÖ=õWÒ{òËÇZÈ�õWÒ
É_ÆµÞËÒ>ß(ÈWÓÎÓÂÈ�ù�ÍÂÄ�ç
ÇZÒ
ØZÊ�ÓÕÆ=Á

Ù�Û



v ¬��?¨2¼*��¯ �Xw ÿ w�xw µ7�x�3�x� }l} ��� |c� � z�� ~l�x��1 |c�kz�ª � z �x� {o| ~ zb{Ez�� Mg � | �L��� � �R�^�R� z �r�9«6� |�} ~ z 4��zb{�|�}l}
g > 1.J�Ø×ÍÎÄ�ç�ÆµÞ�ÒvÉ�Ò
úqÄËÍÂÆµÍÂÈWÄ[Èpß2Ä�ÈpÄmÉ�Ò
çWÒ'ÄËÒ'ÇµÖÚÌ
ï�çpÍÂõWÒ'Ä�ÍÂÄ0Y Ù�À,[¬5ÚùvÒ5Ì=ÖpÄmÖpÓÎØ×ÈôÇZÒ'òËÞ�ÇµÖpØ×Ò5ÆZÞ�ÍÎØGÇZÒ'Ø×Ê�ÓÂÆ9çpÍÂõ�ÍÎÄËç

ÆµÞËÒîß(ÈpÓÎÓÂÈ�ù�ÍÂÄ�çmØáÆ§ÖÚÆZÒ'ÔJÒ'Ä�Æ=Á
²«¨2¼*¨�££�Ë¼�¦L�xw ÿ wÂ¿7w µ7�x���R� {l�,|c� � Mg �=��� z �f�c� � �R�±� {9| ~�� ��zb{�|�}l} g > 1.W�È�ù�ùvÒ·ÆZÊ�ÇZÄ«ÈWÊ�ÇGÖ*ÆZÆµÒ
Ä?ÆZÍÎÈWÄîÆµÈ�ÆµÞ�Ò·ÇZÒ'Ø×Ê�ÓÂÆZØGÇ×Ò'ÓÎÖÚÆµÍÕõWÒ3ÆµÈfÆZÞ�Ò�ÍÂÄ�É�ÒXì�ÈpßËÆµÞ�Ò·Ô"Öpò

Gt.
TAÒ·ÇZÒ'Ì'ÖpÓÂÓ�ÆZÞqÖÚÆ

Σg
É�Ò
Ä�ÈpÆZÒ'Ø�ÆµÞËÒîÌ'ÈWÔJòqÖpÌíÆµÍÂú�Ì=ÖÚÆZÍÎÈWÄ�Èpß

Mg.
�%ÁXW�Ö�ï�ÖÚÆµÖpÄ�Í¸ò�ÇZÈ�õWÒ'ÉUÍÂÄ³YéÛWèb[¸ÆµÞ�ÒTß(ÈWÓÂÓÎÈ�ù�ÍÂÄ�ç�ÇZÒ
ØZÊ�ÓÕÆ=Á

v ¬��?¨2¼*��¯ �xw ÿ w�7wN¦ �R~ G : Σg → S2 ª �C~l�x�i� zb}=zb�Gzb{ �x�c� �#�E| �%�c�����V�9� ª � � © � �2 � ��� 2 6 g 6 37,~l�x�R�
Ind(Gt) =





2g + 3 if t 6 t1, t2 6 t < t3, t > t3,
2g + 4 if t1 < t < t2,
2g + 2 if t = t3.<qÈWÇ

t = t1, t2, t3
ù�Ò«ÞqÖ�õWÒ

Nul(Gt) > 3,
ÆµÞqÖ*Æ�ÍÂØ�ÆZÞ�Ò«æpÒ
ÇZÄ�Ò
Ó<Èpß

LGt
Ì
ÈWÄ?ÆµÖpÍÂÄ�Ø�ÖÚÆfÓÎÒ'ÖpØ×ÆfÈWÄ�Ò�Ä�ÈpÄ

ÓÎÍÂÄ�Ò=ÖÚÇ�Ò'ÓÎÒ
ÔJÒ'Ä?Æ'Á�Ý0Þ�Ò[Ò'ÍÂçWÒ'Ä�õÚÖpÓÂÊ�Ò[ÖpØ×ØZÈ�Ì
ÍøÖÚÆZÒ'ÉUÆµÈ"ÆZÞ�ÍÎØ�ß(Ê�Ä�Ì
ÆZÍÎÈWÄUÍÎØ)�'Ò
ÇZÈ�ÁfÝ0Þ�Ò[òËÇZÈ�Èpß3ÈÚß9ÆµÞ�Ò
ÈWÇZÒ
Ô
ÀWÁÜë�ÁéÛ�ÍÎØ5÷�ÖpØZÒ
ÉxÈWÄ�ÆµÞ�ÒîÖÚÄqÖpÓÕï�Ø×ÍÎØvÈpß�ÆµÞ�ÒT÷�Ò
ÞqÖ�õ�ÍÂÈWÊ�Ç5Èpß�ÆµÞ�Ò
ØZÒîÄ?Ê�ÓÂÓ�Ò'ÍÂçWÒ'Ä�õÚÖpÓÂÊ�Ò'Ø5Ê�Ä�ÉËÒ'Ç�Ö�õ*ÖpÇZÍÎÖÚÆµÍÂÈWÄ
Èpß0ÆµÞËÒ@õÚÖpÓÂÊ�Ò@Èpß

t.
�FÒ
Æ�  Ø�ØZÊ�ò�ò�ÈpØZÒ�ÆµÞqÖ*Æ

t 6= t1, t2, t3
÷�ÊËÆmÇ×Ò'Ô"ÖpÍÎÄËÍÎÄËçUÍÎÄ�Ö>Ä�Ò
ÍÎçpÞ�÷�ÈWÊ�Ç×Þ�È�È�É�Èpß

ÈWÄ�Ò@ÈÚß0ÆµÞ�Ò
ØZÒ@õÚÖÚÓÎÊ�Ò
Ø'ÁI<qÈWÇ«ÒíìËÖpÔJò�ÓÂÒ"ù�Ò�Ì§Þ�È�ÈWØZÒ
t1.

Ý5Þ�Ò'Ä�ÆµÞ�Ò@Ò
ÍÎçWÒ
Ä?õÚÖÚÓÎÊ�Ò
E
ÆZÞqÖÚÆ[÷�Ò
ß(ÈWÇ×Ò@ÆZÞ�Ò

õÚÖÚÇZÍøÖ*ÆµÍÎÈpÄ.ù5ÖpØmÖpØZØ×È�Ì
ÍøÖ*ÆµÒ'É�ÆµÈ{Ö�Ä�ÈWÄ�ÓÎÍÂÄ�Ò'ÖpÇ«Ò'ÓÎÒ
ÔJÒ'Ä?Æ�Èpß
N(Gt1),

ÍÂØ�Ä�ÈÚÆmÔ"ÈpÇZÒ@Ò'û?ÊqÖpÓ�ÆµÈq�
Ò'Ç×È�Á
Ý<È8Ì'ÈpÔ"òËÊËÆµÒ[ÆµÞ�Ò�ÍÎÄ�É�ÒXì±5FÍÂÆôùvÖpØTÄ�Ò'Ì
Ò'Ø×ØµÖpÇ×ï�ÆµÈ�Ê�ÄËÉ�Ò'Ç×Ø×Æ§ÖÚÄ�ÉRù�Þ�ÍÎÌ§ÞRÍÂØôÆµÞËÒmØZÍÂçWÄRÖpØ×ØZÊ�ÔJÒ'ÉR÷?ï

E,ÇZÒ
ØZò�Ò
Ì
ÆµÍÕõWÒ'ÓÕï@ß(ÈWÇ
t > t1

ÖpÄ�É
t < t1.

��ÍÎÔJÍÂÓÎÖÚÇ�Ì
ÈWÄ�Ø×ÍÎÉ�Ò
ÇµÖÚÆZÍÎÈWÄËØ0ÖÚÇZÒTÖÚò�ò�ÓÎÍÂÌ=Öp÷ËÓÎÒ�ÆµÈ[ÆµÞ�ÒjÒ'ÍÂçWÒ
Ä?õÚÖpÓÂÊ�Ò
Ø
ÖpØ×ØZÈ�Ì'ÍÎÖÚÆµÒ
É8ù�ÍÂÆZÞ

t2
ÖpÄ�É

t3.
��Ò
Ò%Y ÛWè�[¸ß(ÈWÇ5ÆZÞ�ÒîÉ�Ò
ÆµÖpÍÎÓÂØ'Á

Ãþß
g > 38,

ùvÒ0ÞqÖ=õWÒNa×Ê�ØáÆ�ò�ÇZÈ�õWÒ'É!ÆZÞqÖÚÆ9ÆµÞËÒ0ÈpÆµÞ�Ò
Ç9õÚÖpÓÂÊ�Ò
Ø9ß(ÈWÇ�ù�Þ�ÍÎÌ§Þ
Nul(Gt) > 3

ÖpÇZÒ5÷�ÍÎçpçWÒ'ÇGÆµÞqÖÚÄ
t3.

Ý0ÞËÒJò�Ç×Ò'Ø×Ò'Ä�Ì
Ò"Èpß·ÆµÞËÒ'ØZÒJÖpÉ�É�ÍÕÆµÍÂÈWÄqÖpÓ�õÚÖpÓÂÊ�Ò'Ø
t±
É�È�Ò'ØîÄ�ÈÚÆîÍÎÄ^��Ê�Ò'Ä�Ì
Ò!ÆZÞ�Òmõ*ÖpÓÎÊËÒmÈpß

Ind(Gt)
ÍÂß

t 6 t3.
Ã�ÄJÈÚÆµÞ�Ò
Ç3ÆµÒ
ÇZÔJØ9ÆµÞ�Ò
ÈWÇZÒ
ÔðÀWÁÐë�ÁÜÛTÌ
ÈWÄ?ÆZÍÎÄ?Ê�Ò'Ø3ÆZÈ�Þ�ÈpÓÎÉmß(ÈpÇ

g > 38
ÍÕß�ù�ÒfÌ
ÈWÄ�ØZÍÂÉ�Ò'Ç

0 < t 6 t3.ÝGÖpæ?ÍÎÄ�çîÍÂÄ?ÆZÈ�ÖÚÌ'Ì
ÈWÊ�Ä?Æ·ÖpÓÎØ×ÈTÆZÞ�Ò�Ç×Ò'ØZÊËÓÂÆ�Èpß7�%Á�W�Ö�ï�ÖÚÆµÖpÄ�ÍqÖp÷�ÈWÊ�Æ3ÆµÞ�ÒfàvÈWØ×ÆµÖîØZÊ�ÇáßÖpÌ'Ò�\
g = 1

]9Ø×Þ�È�ùvÒ'É
ÍÎÄ³Y Û��S[¬5ËùvÒîÌ=ÖpÄxçWÍÕõWÒTÆZÞ�ÒTß(ÈWÓÂÓÎÈ�ù�ÍÂÄ�ç�Ø×ÆµÖÚÆµÒ
Ô"Ò
Ä?Æ
v ¬��?¨2¼*��¯ �xw ÿ w¸Hw.y�zb{�|�}l} g > 1 ~l�X���l�j�c�o� z�� ~��x�%÷ | ���k� �E| � z�� Mg �=���9«6� |�} ~ z 2g + 3.

ò�ó43 �6575q+.$'-'Q8,
Ý0Þ�ÍÂØ�ØZÒ
Ì
ÆµÍÂÈWÄxÌ'ÈpÄ?Æ§ÖÚÍÎÄ�Ø0ØZÈpÔ"ÒîÖpÉ�É�ÍÕÆµÍÂÈWÄqÖpÓ%É�ÒíÆ§ÖpÍÂÓÎØ5Èpß<ÆµÞ�ÒîÌ'ÈpÔ"òËÊËÆ§ÖÚÆZÍÎÈWÄËØ0Ô"ÖpÉ�ÒT÷�ï��%ÁXWôÖ=ï�ÖÚÆµÖpÄ�Í½Á
9;:=<�:>9 ?A@�BC@EDGFIH�DKJ;LNMPOQ@ERTSUJ;LVL�WXOQFCY�Z\[GZNR]FIH�RTS
ã�Ò
ÇZÒmùvÒJÍÂÄ?ÆZÇZÈ�É�Ê�Ì
Ò!Ø×ÈWÔJÒ!É�ÒíúqÄ�ÍÕÆµÍÎÈpÄ�ØîÖpÄ�É Ì
ÈWÄ�Ì
Ò'òËÆZØ«Èpß·ÆµÞ�ÒJÖÚÓÎçWÒ
÷�ÇµÖpÍÂÌ�çWÒ
ÈWÔJÒ
ÆZÇ×ïWÁE��Ò
Ò!ß(ÈWÇTÒXì?â
ÖpÔJò�ÓÎÒ3Y Ù�[�Á

ÙWÙ



�FÒ
Æ
Σg

÷%Ò«ÖJÌ
ÈWÔJòqÖpÌíÆôö�ÍÎÒ
Ô@ÖÚÄ�Ä8ØZÊ�Ç×ßÖÚÌ'Ò«ÈÚß9çWÒ
Ä�Ê�Ø
g.
ñ±É�ÍÂõ�ÍÂØZÈWÇ0ÈWÄ

Σg
ÍÂØfÖ!úqÄ�ÍÕÆµÒTß(ÈWÇZÔ"ÖpÓ¸Ø×Ê�Ô

ÈpßGÍÎÄ�ÆµÒ'çpÒ'Ç0Ô�Ê�ÓÂÆZÍÂò�ÓÂÒ
Ø0ÈÚß�ò�ÈWÍÂÄ?ÆµØ0Èpß
Σg,

D =
∑

x∈Σg

nxx, nx ∈ Z, nx = 0
ß(ÈWÇ�ÖpÓÂÔ"ÈpØ×Æ�ÖpÓÂÓ

x.

Ý0Þ�ÒôØ×Ò
Æ5ÈÚß¸ÆµÞËÒôÉ�ÍÕõ�ÍÎØZÈpÇZØ·ÈWÄ
Σg

ÍÂØ�ÉËÒ'Ä�ÈpÆZÒ'É�÷�ï@ó�ÍÂõ
(Σg).

Ý0Þ�ÒôÉ�Ò'çpÇZÒ'Ò�Èpß�Ö«ÉËÍÂõ�ÍÎØ×ÈWÇ·ÍÂØ·ÆZÞ�Ò�ÍÎÄ?ÆZÒ'çWÒ
Ç
É�Ò
ç

(D) =
∑
nx.

�FÒ
Æ C(Σg)
÷�Ò«ÆµÞ�Ò«úqÒ'ÓÂÉ�Èpß3ÆµÞ�Ò[Ô"Ò
ÇZÈWÔJÈWÇ×ò�Þ�ÍÂÌîß(Ê�Ä�Ì
ÆZÍÎÈWÄËØôÈWÄ

Σg
ÖpÄËÉ{ÓÂÒ
Æ C(Σg)

∗ ÷�Ò�ÍÕÆµØôÔ�Ê�ÓÕÆµÍ âò�ÓÂÍÎÌ=Ö*ÆµÍÕõWÒjçWÇ×ÈWÊ�òxÈpßGÄ�ÈWÄ^�'Ò'Ç×È"Ò
ÓÎÒ
Ô"Ò
Ä?ÆZØ'ÁC>9õWÒ
Ç×ï
f ∈ C(Σg)

∗ ÞqÖpØfÖmÉ�ÍÂõ�ÍÎØ×ÈWÇ

div(f) =
∑

νx(f)x,

ù�Þ�Ò
ÇZÒ
νx(f)

É�Ò
Ä�ÈpÆZÒ'Ø�ÆµÞËÒ�ÈpÇZÉ�Ò
Ç�Èpß
f
ÖÚÆ
x.

�FÒ
Æ
ω
÷�Ò«Ö!Ä�ÈpÄF�'Ò
ÇZÈ"ÔJÒ'Ç×ÈWÔJÈWÇZò�ÞËÍÎÌjÉ�ÍÕä�Ò
ÇZÒ
Ä?ÆµÍÎÖpÓ

n
âþß(ÈpÇZÔ ÈWÄ

Σg.
Ý0Þ�Ò'Ä

ω
ÞqÖpØfÖ!ÓÎÈ�Ì=ÖÚÓ¸ÇZÒ
ò�ÇZÒ
ØZÒ
Ä�â

Æ§Ö*ÆµÍÎÈpÄ
ωx = fx(z)(dz)

n Öp÷�ÈWÊËÆ0Ò=ÖpÌ§Þxò�ÈpÍÎÄ�Æ x Èpß Σg,
ù�Þ�Ò
ÇZÒ

z
ÍÎØvÆµÞËÒTÓÎÈ�Ì=ÖÚÓ�Ì
È�ÈWÇZÉËÍÎÄqÖÚÆZÒTÖp÷�ÈWÊ�Æ

xÖpÄ�É
fx(z) ∈ C(Σg)

∗.
��È!ùvÒ�Ì'ÖpÄUÉËÒ
úqÄ�Ò�ÍÎÄxÖ!Ä�ÖÚÆµÊ�ÇZÖpÓ¸ùvÖ�ï

νx(ω) = ν0(fx)
ÖpÄ�ÉUÖpÓÂØZÈJÖpØZØ×È�Ì'ÍÎÖÚÆµÒ

Ö!ÉËÍÂõ�ÍÎØ×ÈWÇ5ù0ÍÂÆµÞxÖ!ÉËÍÂä%Ò'ÇZÒ
Ä?ÆZÍøÖpÓ%ß(ÈWÇ×Ô_U
É�ÍÕõ

(ω) =
∑

νx(ω)x.

ñºÌ=ÖpÄËÈWÄ�ÍÂÌ=ÖpÓ¸É�ÍÂõ�ÍÂØZÈWÇ0ÈpÄ
Σg

ÍÂØfÖ!ÉËÍÂõ�ÍÎØ×ÈWÇ0ÈpßGÆZÞ�Òîß(ÈpÇZÔ É�ÍÂõ
(ω)

ù�Þ�Ò
ÇZÒ
ω
ÍÂØfÖ!Ä�ÈpÄF�'Ò
ÇZÈ"ÔJÒ'Ç×ÈWÔ"ÈpÇáâ

ò�Þ�ÍÂÌîÉËÍÂä%Ò'Ç×Ò'Ä?ÆZÍøÖpÓ%ß(ÈpÇZÔxÁ
�FÒ
Æ

D ∈ div(Σg).
T.ÒjÉ�Ò
Ä�ÈpÆZÒj÷?ï

H0,n(D)
ÆµÞ�Ò�õWÒ'ÌíÆµÈWÇ5Ø×òqÖpÌ
ÒTÈÚßFÆµÞ�ÒôÔJÒ'ÇZÈpÔ"ÈWÇ×ò�Þ�ÍÂÌfÉ�ÍÕä�Ò
ÇZÒ'Ä�ÆµÍÎÖpÓ

n
â½ß(ÈWÇZÔJØ

ω
ØZÊ�Ì§ÞxÆµÞqÖÚÆ

div(ω) +D > 0.ÃÅÄ�ÈpÆZÞ�Ò'Ç�ÆµÒ
ÇZÔJØ65·ÍÂß
D = div(η),

ù�ÍÕÆµÞ
η
ÉËÍÂä%Ò'ÇZÒ
Ä?ÆZÍøÖpÓ·ß(ÈWÇZÔ ù�ÍÂÆµÞ,ÓÂÈ�Ì=ÖpÓvÇ×Ò'ò�Ç×Ò'ØZÒ
Ä?ÆµÖÚÆµÍÂÈWÄ

ηx =
gx(z)(dz)

n,
ÆZÞ�Ò'ÄUÆµÞËÒ«Ò'ÓÂÒ'ÔJÒ'Ä�ÆµØfÈpß

H0,n(D)
ÖpÇZÒîÆµÞËÒ«É�ÍÂä%Ò'Ç×Ò'Ä�ÆµÍøÖÚÓ¸ß(ÈWÇZÔJØ

ω
ÞqÖ�õ�ÍÂÄ�ç@ÖJÓÎÈ�Ì=ÖÚÓ�Ç×Ò'ò�â

ÇZÒ
ØZÒ
Ä?Æ§Ö*ÆµÍÎÈpÄ
ωx = fx(z)(dz)

n ù�ÍÕÆµÞ fx ∈ C(Σg)
õÚÖpÄËÍÎØZÞËÍÎÄ�ç«ÆZÈ�Þ�ÍÎçpÞ@Ò'Ä�ÈWÊËçWÞ�ÈWÇ×É�Ò'Ç�ÆZÈ�Ô"ÖpæpÒ�ÆZÞ�Ò

ò�Ç×È�É�Ê�Ì
Æ
f · g Þ�ÈpÓÎÈWÔJÈWÇ×ò�Þ�ÍÂÌÚÁNT.Ò�Ø×Ò
Æ dimH0,n(D) = `(D).

T.Ò«ÖÚÇZÒîÇ×Ò=ÖpÉ�ï�ÆµÈ!Ø×Æ§ÖÚÆZÒTÆµÞ�ÒTß(ÈpÓÎÓÂÈ�ù�ÍÂÄËçmÇ×Ò'ØZÊËÓÂÆ=Á
v ¬��?¨2¼*��¯ �Xw&%7w�_^4`�¤(��¯A���G�¸³+`@¨F¾Ú¬baSw)¦ �R~ Σg

ª � |q�kzb� � |c� ~-cm�¬� �E| �x�f�R� {l�,|c� � z���� �R�x��� g.¦ �R~ kΣg ª � |'�9| � z �x� �9|�} ��� � �=� zb{�z � Σ. µ7�x�R� ��zb{�| �x�G��� � �=� zb{ D ∈ Div(Σg),

`(D) = deg(D)− g + 1 + `(kΣg −D).

Ý0Þ�Ò�Ä�Òíì�ÆmÇZÒ'Ø×Ê�ÓÂÆ�çWÍÕõWÒ'Ø�ÍÂÄËß(ÈWÇ×Ô@Ö*ÆµÍÕÈWÄAÖp÷�ÈWÊËÆ[ÆZÞ�Ò�Ì=ÖpÄËÈWÄ�ÍÂÌ=ÖpÓ�ÉËÍÂõ�ÍÎØ×ÈWÇ[ÖpÄ�É,Ö>ØZÍÂÔ"òËÓÎÒ'ÇîõWÒ'Ç×ØZÍÂÈWÄ�Èpß
ö�ÍÎÒ'Ô"ÖpÄËÄ�â�ö�È�Ì§Þ�ÆµÞ�Ò
ÈWÇZÒ
Ôðß(ÈpÇ0É�ÍÂõ�ÍÎØ×ÈWÇZØ0ÈÚß�ÓÎÖpÇZçWÒjÒ
Ä�ÈWÊ�çWÞxÈWÇ×É�Ò'Ç
Á

Ù?ë



²«¨2¼*¨�££�Ë¼�¦L�xwd%7wÂ¿7w)¦ �R~ Σg, g,D, kΣg
| � |�ªRzb� �6�

• deg(kΣg) = 2g − 2,

• �l�
deg(D) > 2g − 2 ~��x�R� `(kΣg −D) = 0. e�«6�A� �b|�} �R�x~ } � `(D) = deg(D)− g + 1.

9;:=<�:gf hiZNRjMVRk[GRlH0Sm@ELNJb[G@EFnLoF;pqJsrtJ;D�@EDuF;pqMV@�vwRlH�R]Lx[G@EJ;y�p8F;H�SmD{z|@�[GZ6L�}NyEy
H�R]D�@EMN}VR~Jb[u[�ZVR�H�JxSm@��NYkJb[G@EFnLP��F;@ELx[�D

Ý0Þ�Ò�ÇZÖpÔJÍÂúqÌ'ÖÚÆµÍÂÈpÄ�ò�ÈWÍÂÄ?ÆZØ�\ÈWÇ0÷�ÇµÖÚÄ�Ì§ÞUò�ÈWÍÂÄ?ÆZØk]vÈpß
γ(w) = w

ÖpÇZÒTÆZÞ�Ò��'Ò
ÇZÈ�Ò
Ø�ÈÚß
dw

dz
=
g + 2

g + 1

zg−1(z2 − A2)

wg
=
g + 2

g + 1

zg−1(z2 − A2)

(zg(z2 − 1))
g

g+1

,

ù�ÍÂÆZÞ
A =

√
g
g+2

,
ù�Þ�Ò
ÇZÒ

g
É�Ò
Ä�ÈpÆµÒ
Ø�ÆZÞ�Ò3çWÒ'Ä?Ê�Ø65�ÆµÞ�Ò3ò�ÈWÓÎÒ9Èpß

γ
ÖpÄ�ÉTÆµÞËÒ�ÈWÇ×ÍÎçWÍÂÄjÈpß C2.

Ý0ÞqÖÚÆ�ÍÎØ
Q0 =

(0, 0), P∞ = (∞,∞), Pm = (A,Bm)
ÖpÄ�É

Sm = (−A,Cm)
ß(ÈWÇ

m = 0, . . . , g,
ù�Þ�Ò
ÇZÒ

Bm, CmÉ�Ò
Ä�ÈpÆµÒ�5�ÇZÒ
ØZò�Ò'ÌíÆµÍÕõWÒ'ÓÂï�5%ÆµÞ�Ò
m
âþÆµÞ>Ì
ÈWÔ"òËÓÎÒXìxõÚÖpÓÂÊ�Ò«Èpß

g+1
√
Ag(A2 − 1)

ÖpÄ�É
g+1
√

(−A)g(A2 − 1).T.Ò�Þ�Ö�õWÒîØZÒ
Æ
P± = (±1, 0). T.Ò�Ç×Ò'Ì'ÖpÓÎÓ�ÆZÞqÖÚÆ
Ĥ(G) =

{
σ ∈ H0(2kΣg +R(G)) |Resri

σ

dw
= 0, i = 1, . . . , µ

}
,

\áÀWÁÜÏ�ÀS]
ù�Þ�Ò
ÇZÒ

kΣg
ÍÎØ«ÖUÌ'ÖpÄ�ÈpÄ�ÍÎÌ'ÖpÓ�É�ÍÂõ�ÍÂØZÈWÇîÈpß

Σg
ÖpÄËÉ

R(G) =
∑µ

1 ri
ÍÎØîÆµÞËÒ@ÇZÖpÔJÍÂúqÌ'ÖÚÆµÍÂÈpÄ É�ÍÕõ�ÍÂØZÈWÇîÈpß

G.
ÃÅÄ�ÈpÊ�Ç�Ì=ÖpØ×Ò�ÍÂÆ�ÍÂØ�çWÍÂõWÒ
Ä�÷�ï

R(G) = Q0 + P∞ +
∑g

m=0(Pm + Sm).
<qÊËÇ×ÆµÞËÒ'ÇZÔJÈWÇ×Ò«ÍÂÆ�Þ�ÈWÓÂÉ�Ø

Ĥ(G) = Ĥ(Gt).

ñôØjß(ÈWÇôÆµÞËÒ!Ì'ÖpÄ�ÈWÄËÍÎÌ=ÖÚÓ�É�ÍÂõ�ÍÎØ×ÈWÇ
kΣg ,

ù�Ò!Ì'ÈpÄ�ØZÍÂÉ�Ò'Ç
kΣg = (g − 1)P+ + (g − 1)P−.

T.Ò!Èp÷�ØZÒ
Ç×õWÒ
ÆµÞ�ÖÚÆ

deg(kΣg) = 2g − 2
ÓÂÍÎæpÒjØ×Æ§ÖÚÆZÒ'Éx÷?ï�Ì
ÈWÇZÈpÓÎÓøÖÚÇ×ïUÀWÁéèËÁÜÏ�Á

Ý<ÈhØáÆµÊ�ÉËï�ÆZÞ�ÒAØ×òqÖpÌ
Ò
Ĥ(Gt)

ùvÒAÄ�Ò'Ò
É Ê�ÄËÉ�Ò'Ç×Ø×Æ§ÖÚÄ�É ù�Þ�ÍÂÌXÞ ÖpÇZÒ ÆZÞ�ÒAÒ
ÓÎÒ'ÔJÒ'Ä�ÆµØUÈpß�ÆZÞ�ÒAØ×òqÖpÌ
Ò
H0(2kΣg+R(G)).

ÝGÖpæ?ÍÎÄ�çfÍÎÄ�ÆµÈ�ÖpÌ
Ì'ÈpÊ�Ä?Æ<ÆµÞ�Ò·É�ÒíúqÄ�ÍÂÆZÍÎÈWÄËØ�Èpß
kΣg

ÖpÄ�É
R(G),

ÆZÞ�Ò'Ä
2kΣg+R(G) =

2(g − 1)P+ + 2(g − 1)P− +Q0 + P∞ +
∑g

m=0 Pm +
∑g

m=0 Sm.
�vÒíÆ�ù�Ò'Ò
ÄUÆZÞ�ÒTû�Ê�ÖpÉ�ÇµÖ*ÆµÍÎÌjÉ�ÍÕßøâ

ß(Ò'Ç×Ò'Ä�ÆµÍøÖÚÓÎØ
σ
ÆZÞqÖÚÆ[ÖpÇ×ÒJÍÎÄ

H0(2kΣg + R(G)),
ù�Ò"Ì'ÈWÄ�Ø×ÍÎÉ�Ò
Ç«ÈpÄ�Ò'Ø«Þ�Ö�õ�ÍÎÄ�çxÈWÄ�ÒJÈpßvÆZÞ�ÒJß(ÈpÓÎÓÂÈ�ù�ÍÂÄËç

ß(ÈWÇ×Ô"Ø,U
zkwj

(
dz

w

)2

,
\áÀWÁÜÏWÏ�]

zkwj
1

z ± A

(
dz

w

)2

.
\áÀWÁÜÏpÛ�]

ÃÅÄJßÖÚÌ
Æ�ß(ÇZÈpÔ ÆZÞ�ÒfÉËÒ
úqÄ�ÍÕÆµÍÂÈWÄ!Èpß
H0,

ÍÂÆ3ß(ÈWÓÂÓÂÈ�ù�Ø9ÆZÞqÖÚÆ�ÆZÞ�Òfû?ÊqÖÚÉ�ÇµÖÚÆZÍÎÌ0É�ÍÂä%Ò'Ç×Ò'Ä�ÆµÍøÖÚÓÎØ�ÆµÈ�Ì
ÈWÄ�Ø×ÍÎÉ�Ò
Ç·Ì'ÖpÄ
ÞqÖ=õWÒ5Öfò�ÈWÓÂÒ·Èpß�ÈWÇZÉËÒ'Ç

0
\ÉËÍÂä%Ò'ÇZÒ
Ä?ÆZÍøÖpÓÂØ�ÈÚß�ÆÅï�ò�ÒD\�ÀWÁÐÏpÏ�]9]¸ÈWÇ<Èpß�ÈWÇZÉËÒ'Ç

1
\(É�ÍÂä%Ò'Ç×Ò'Ä?ÆZÍøÖpÓÂØ�ÈÚß�ÆÅï�ò�ÒD\�ÀWÁÐÏÚÛ�]9]

ÖÚÆ
Pm

ÖpÄ�É
Sm

ß(ÈWÇ
k = 0, . . . , g.

TAÒ!ù�ÍÎÓÂÓ3É�ÒíÆµÒ
ÇZÔJÍÎÄ�Ò!ØZÒ'ò�ÖpÇµÖÚÆZÒ'ÓÕïRù0Þ�ÍÎÌ§Þ�ÖpÇ×Ò!ÆµÞ�ÒJÉ�ÍÂä%Ò'Ç×Ò'Ä?ÆZÍøÖpÓ
Ù�è



ß(ÈWÇ×Ô"Ø�Èpß�ÆÅï�ò�Òn\�ÀWÁÐÏpÏ�]�ÖÚÄ�Ér\�ÀWÁÐÏÚÛ�]0÷�Ò
ÓÎÈpÄ�çWÍÎÄËç!ÆµÈ
H0(2kΣg + R(G))

Á5Ý<È@Ø×Ò'ÓÎÒ
Ì
Æ�ÆZÞ�Ò«É�ÍÕä�Ò
ÇZÒ
Ä?ÆZÍøÖpÓ
ß(ÈWÇ×Ô"Ø5ÈpßGÆÅï�ò�ÒG\áÀpÁÐÏpÛ�]vÍÂÆ0ÍÎØ0Ì'ÈpÄ?õWÒ
Ä�ÍÎÒ
Ä?ÆfÆZÈJÍÂÄ?ÆZÇZÈ�É�Ê�Ì
Ò�ÖpÄxÖpÊ�ì�ÍÎÓÂÍÎÖpÇvÉ�ÍÂõ�ÍÂØZÈWÇ
Á

D = Q0 + (g + 2)P∞ + 2(g − 1)P+ + 2(g − 1)P−.

ñ0Ì
ÆµÊ�ÖpÓÎÓÕï ÆZÈ{É�Ò
ÆZÒ'ÇZÔJÍÎÄËÒ@ÆµÞ�Ò�É�ÍÂä%Ò'Ç×Ò'Ä�ÆµÍÎÖpÓ·ß(ÈWÇ×Ô"Ø[Èpß�ÆÅï�ò�Òp\�ÀWÁÜÏpÛ�]îù�Þ�ÍÎÌ§Þ,÷�Ò
ÓÎÈWÄËç�ÆµÈ
H0(2kΣg +

R(G))
ÍÎØ�Ò
û?Ê�ÍÂõ*ÖpÓÎÒ
Ä?Æ�ÆµÈ@ÓÎÈ�Èpæ�ß(ÈWÇfÆZÞ�Ò[É�ÍÕä�Ò
ÇZÒ'Ä�ÆµÍÎÖpÓFß(ÈWÇ×Ô"ØfÈpß9ÆÅï�ò�Ò0\áÀWÁÜÏWÏ�]0ù�Þ�ÍÂÌXÞ�ÖpÇZÒ«ÍÎÄ

H0(D).T.Ò�ÈW÷ËØZÒ'ÇáõWÒ�ÆµÞ�ÖÚÆôÆµÞËÒ�Ò
ÓÎÒ
Ô"Ò
Ä?ÆµØôÈÚß3ÆµÞ�Ò«õWÒ'ÌíÆµÈWÇjØ×òqÖpÌ
Ò
H0(D)

ÖÚß$ÆZÒ'Ç�ÆZÞ�Ò[ÔmÊËÓÂÆµÍÂòËÓÂÍÂÌ'ÖÚÆµÍÕÈWÄU÷�ïUÆZÞ�Ò
ßÖpÌíÆµÈWÇ

z ±A ÖpÇ×ÒTÒ
ÓÎÒ
Ô"Ò
Ä?ÆµØ5Èpß
H0(2kΣg +R(G)).

ÃþÆ0ÍÎØ5ÄËÒ'Ì'Ò
ØZØµÖÚÇ×ï�ÆZÈmÇZÒ'Ô"ÖpÇ×æJÆµÞqÖ*Æ0ÆZÈmÈW÷ËÆ§ÖÚÍÎÄ�Ö
÷qÖpØ×ÍÎØ�Èpß

H0(2kΣg+R(G)),
ùvÒ�ù�ÍÂÓÎÓWÄËÈpÆ�Æ§ÖpæpÒ�ÍÎÄ�ÆµÈfÖpÌ'Ì
ÈWÊ�Ä�Æ<ÆµÞ�Ò�É�ÍÂä%Ò'Ç×Ò'Ä?ÆZÍøÖÚÓÎØ¸Èpß

H0(2kΣg+R(G))ÆµÞ�ÖÚÆ�Ì'ÖpÄ�÷�Ò@Ì'ÈWÄËØ×ÆµÇ×Ê�Ì
ÆZÒ'É�ß(ÇZÈWÔ ÖÚÄ�Ò'ÓÂÒ'ÔJÒ'Ä�Æ[Èpß
H0(D)

ÖpØ[É�Ò
ØZÌ'Ç×ÍÎ÷�Ò
É�ÖÚ÷�È�õWÒÚÁqÓjÆZÞ�Ò'Çáù�ÍÎØ×Ò@ÆZÞ�Ò
Ä�ÊËÔ�÷%Ò
Ç3Èpß2ÆµÞ�Ò5ß(ÈpÊ�Ä�É�Ò
ÉJÉ�ÍÕä�Ò
ÇZÒ'Ä�ÆµÍÎÖpÓ�ß(ÈWÇZÔJØ�ùvÈpÊ�ÓÎÉmÒíì�Ì
Ò'Ò'ÉJÆµÞËÒ�ÉËÍÎÔJÒ'Ä�Ø×ÍÎÈWÄ�Èpß

H0(2kΣg+R(G)),ÆµÞ�ÖÚÆ�ùvÒ�Ì'ÖpÄ"Ì'ÈWÔJò�ÊËÆZÒ�ÖpØ3ß(ÈWÓÎÓÂÈ�ù�Ø'Á�TAÒfÈW÷ËØZÒ'ÇáõWÒ�ÆZÞqÖÚÆ
deg(2kΣg +R(G)) = 6g.

Ý0Þ�Ò'Ä"ÆZÞqÖpÄ�æ?Ø·ÆZÈ
Ì'ÈpÇZÈWÓÂÓøÖÚÇ×ïîÈpß�ö�ÍÎÒ
Ô"ÖpÄ�Ä�âÅöfÈ?ÌXÞ�ÆµÞ�Ò
ÈWÇZÒ
Ô ÀWÁéèËÁÜÏfùvÒ5Ì
ÈWÄ�Ì'ÓÂÊ�É�Ò�ÆµÞqÖÚÆ

dimH0(2kΣg+R(G)) = 5g+1.��ÈîÆZÞ�Ò�÷qÖpØ×ÍÎØ9ùvÒ�ÖÚÇZÒ�ÓÂÈ�ÈWæ?ÍÎÄËçjß(ÈWÇ3Ì
ÈWÊ�Ä?ÆZØ
5g+1

Ò'ÓÂÒ'ÔJÒ'Ä?ÆZØ'Á#<qÇZÈWÔ±ÆµÞ�Ò�ÈW÷�Ø×Ò'ÇáõÚÖÚÆµÍÂÈWÄ�Ø�Ô"ÖpÉ�Ò�ÖÚ÷�È�õWÒ
ùvÒmÌ'ÖpÄ{É�Ò'É�ÊËÌ'ÒmÆZÞqÖÚÆîÖÚÔ"ÈWÄËç@ÆµÞ�Ò[ß(ÈWÇ×Ô"ØôÈÚß�Æ�ï�ò�Ò�\áÀpÁÐÏpÏ�]R5%ùvÒ�ù0ÍÎÓÎÓ<Ì
ÈWÄ�ØZÍÂÉ�Ò'ÇjÈWÄËÒ'Øjù�Þ�ÍÂÌXÞ{ØµÖ*ÆµÍÎØáß$ï
ÆµÞËÒîß(ÈpÓÎÓÂÈ�ù�ÍÂÄ�çmÌ
ÈWÄ�É�ÍÕÆµÍÂÈWÄ�Ø





k(g + 1) + jg > −1,
j > −2(g − 1),
−k(g + 1)− j(g + 2) > −1.

Ý0Þ�Ò
ØZÒxÇZÒ
ÓøÖÚÆZÍÎÈWÄËØmÖpØ×ØZÊ�Ç×Ò8ÆZÞqÖÚÆJÖ{É�ÍÕä�Ò
ÇZÒ
Ä?ÆµÍÎÖpÓ�ß(ÈpÇZÔ
ω
ÈpßfÆÅï�ò�Ò

zkwj
(
dz
w

)2
,
ØµÖÚÆZÍÎØáúqÒ'Ø

div(ω) +
2kΣg + R(G) > 0.

Ý0Þ�Ò'Ø×Ò@É�ÍÂä%Ò'Ç×Ò'Ä�ÆµÍøÖÚÓÎØTÌ=ÖÚÄA÷�Ò"Ì
ÓøÖpØ×ØZÍÂú�Ò'É.ÍÎÄRÆµÞËÇZÒ'ÒJßÖÚÔ"ÍÂÓÂÍÕÒ'Ø
Án>�ÖpÌ§Þ.ßÖpÔJÍÎÓ ï�ÍÎØ
Ì§ÞqÖpÇµÖÚÌ
ÆZÒ'ÇZÍ��'Ò
ÉU÷?ï�ò�ÖpÇ×ÆZÍÎÌ
Ê�ÓøÖpÇ�õÚÖpÓÂÊ�Ò'Ø�ÈÚß

l
ÖpÄ�É

k.
Ý0ÞqÖÚÆfÍÂØ

ÀWÁ
j = −g + 1, . . . , 0, 1

ÖpÄ�É
k = −j,

Ï�Á
j = 2− 2g, . . . ,−g ÖÚÄ�É k = −j,

ÛËÁ
j = 2− 2g, . . . ,−g ÖÚÄ�É k = −j − 1.

ñôØ0ß(ÈWÇ5ÆZÞ�ÒTß(ÈWÇZÔJØ0Èpß<ÆÅï�ò�Ò%\áÀWÁÜÏpÛ�]·ùvÒ�Ø×ÞqÖpÓÂÓ¸Ì'ÈWÄ�Ø×ÍÎÉ�Ò
Ç�ÈWÄ�ÓÕï@ÆµÞËÒ�ÈpÄ�Ò'Ø0ù�Þ�ÍÎÌ§ÞxØµÖÚÆZÍÎØáß$ï




k(g + 1) + jg > −1,
j > −2(g − 1),
−k(g + 1)− j(g + 2) > −(g + 2).

Ý0Þ�Ò
ØZÒ·ÇZÒ'ÓÎÖÚÆµÍÂÈWÄ�Ø¸ÖpØZØ×Ê�ÇZÒ3ÆµÞqÖ*Æ<Ö0É�ÍÂä%Ò'Ç×Ò'Ä�ÆµÍøÖÚÓÚß(ÈWÇZÔ©Èpß�ÆÅï�ò%Ò
zkwj 1

z±A
(
dz
w

)2
,
ØµÖÚÆZÍÎØ×ú�Ò'Ø

div(ω)+D >

0.
T.ÒîÈW÷ËÆ§ÖÚÍÎÄ�ÆZÞqÖÚÆ

j = −g + 1, . . . , 0, 1
ÖÚÄ�É

k = −j + 1.

��ÍÂÄ�Ì'Ò�ùvÒ0ÖpÇZÒvÓÂÈ�ÈWæ?ÍÎÄ�çfß(ÈWÇ9Öô÷qÖÚØZÍÎØ�Èpß�Ö�õWÒ
Ì
ÆµÈpÇ3Ø×òqÖpÌ
Ò5ùvÒ5Ì=ÖÚÄmÇZÒ
ò�ÓøÖÚÌ'ÒvÒ=ÖpÌ§ÞmÌ'ÈWÊ�òËÓÎÒvÈpß2É�ÍÕä�Ò
ÇZÒ'Ä�ÆµÍÎÖpÓÎØ
f

z−A
(
dz
w

)2
, f
z+A

(
dz
w

)2 ÷?ï8ÖpÄUÖÚò�ò�ÇZÈpò�ÇZÍÎÖÚÆµÒjÓÎÍÂÄ�Ò=ÖÚÇ5Ì'ÈWÔ�÷�ÍÂÄqÖÚÆZÍÎÈpÄ¸Á;TAÒîÈW÷ËØZÒ'ÇáõWÒ�ÆZÞqÖÚÆ
1

z − A
± 1

z + A
=

{
η1 =

z
z2−A2

η2 =
1

z2−A2 .

Ù��



��ÈmÍÎÄ@ÆµÞ�Òôß(ÈWÓÎÓÂÈ�ù�ÍÂÄ�ç«ùvÒjù�ÍÂÓÎÓ2ùvÈWÇZæJù�ÍÂÆZÞ�ÆµÞ�Òôß(ÈWÇZÔJØ
fη1

(
dz
w

)2 ÖpÄ�É
fη2

(
dz
w

)2
,
ù�Þ�Ò
ÇZÒ

f = zkwjÖpØ�É�Ò
ØZÌ
ÇZÍÂ÷%Ò
É>Öp÷�È�õWÒÚÁ
Ý0Þ�Ò

5g + 1
û?ÊqÖpÉ�ÇZÖÚÆµÍÂÌ!É�ÍÕä�Ò
ÇZÒ'Ä�ÆµÍÎÖpÓÂØjùvÒJÞqÖ=õWÒ!ß(ÈWÊ�ÄËÉ ß(ÈWÇ×Ô"ØîÖ8÷qÖpØ×ÍÎØîÈpß

Ĥ(Gt).
Ý0Þ�ÒJÓøÖpØáÆ�ØáÆµÒ
ò

ÍÎØ�ÆµÈ�ÉËÍÂõ�ÍÎÉËÒ�Ò'ÖpÌ§ÞRÒ'ÓÎÒ
Ô"Ò
Ä?ÆZØjÈpß�ÆµÞ�ÍÂØj÷qÖÚØZÍÎØj÷�ï
dw.

ñfß$ÆµÒ'ÇjØZÍÂÔJò�ÓÎÒ[ÖpÓÂçWÒ'÷ËÇµÖpÍÂÌ[Ô"ÖpÄ�ÍÂò�Ê�ÓÎÖ*ÆµÍÂÈpÄ�Ø65�ùvÒ
ÈW÷ËÆµÖpÍÎÄ�ÆµÞ�ÒTß(ÈpÓÎÓÂÈ�ù�ÍÂÄËç

5g + 1
É�ÍÂä%Ò'Ç×Ò'Ä�ÆµÍÎÖpÓ

1
â½ß(ÈWÇZÔJØ6U

wk

zk−1
dz

(z2−A2)2
for k = −1, 0, . . . , g − 1,

wk

zk
dz

(z2−A2)2
for k = −1, 0, . . . , g − 1,

wk

zk+1
dz

(z2−A2)
for k = −1, 0, . . . , g − 1,

zk

wk+1
dz

(z2−A2)
for k = 1, . . . , g − 1,

zk−1

wk+1
dz

(z2−A2)
for k = 1, . . . , g − 1.

\áÀWÁÜÏÚÙ�]

W�È�ù�ÍÂÆ3ÍÎØ3Ä�Ò
Ì'Ò
ØZØµÖpÇáï!ÆZÈ�Ø×Ò'ÓÎÒ
Ì
Æ�ÆZÞ�Ò
1
â½ß(ÈWÇZÔJØ9ÞqÖ=õ�ÍÂÄ�çîÇZÒ
ØZÍÂÉ�Ê�Ò�Ò'û?ÊqÖpÓ�ÆµÈ��
Ò'ÇZÈ«Ö*Æ�ÆZÞ�Ò�ò�ÈWÍÂÄ?ÆµØ

Q0, PmÖpÄ�É
Sm

ù�ÍÂÆµÞ
m = 0, . . . , g.

Ý0Þ�ÖpÄ�æ?Ø�ÆµÈ�ÆZÞ�Ò�òËÇZÈWò�Ò
Ç×ÆµÍÂÒ'Ø·Èpß¸Øáï�ÔJÔJÒ
ÆµÇáï!Èpß�ÆZÞ�Ò�Ø×Ê�Ç×ßÖpÌ
Ò�ÍÂÆ·ÍÂØ·ØZÊA�!â
Ì'ÍÂÒ'Ä�Æ0ÆµÈ�õWÒ'Ç×ÍÂß$ï@ÆZÞ�ÒTÄ�Ê�ÓÂÓ�ÇZÒ'Ø×ÍÎÉ�ÊËÒîÌ
ÈWÄ�É�ÍÕÆµÍÎÈpÄ8Ö*Æ0ÆµÞËÒîò�ÈWÍÂÄ?ÆZØ

Q0, P1 = (A, e
2πi
g+1 g+1

√
Ag(A2 − 1)).ÃÅÄ�ßÖÚÌ
Æ8ß(Ç×ÈWÔ ÆµÞ�ÒRÌ'È�ÈWÇ×É�ÍÎÄ�ÖÚÆµÒ
Ø8Èpß«ÆZÞ�Ò ò�ÈpÍÎÄ?ÆZØ

Pm
ÖpÄ�É

Sm,
ùvÒ Ì'ÖpÄ©ÉËÒ'É�Ê�Ì
Ò ÆµÞ�ÖÚÆ8ß(ÈWÇ�Ò=ÖÚÌXÞ

Q ∈ {Pm, Sm, k = 0, . . . , g} ÆµÞ�Ò
ÇZÒ�ÒXìËÍÂØ×ÆZØ n ∈ {0, . . . , 2g + 1} Ø×Ê�Ì§ÞUÆµÞ�ÖÚÆ Q = λn(P1),
ù�Þ�Ò'Ç×Ò

λ
ÍÂØ�ÆZÞ�Ò@Ì
ÈWÄËß(ÈWÇ×Ô@ÖÚÓ�É�ÍÕä�Ò
ÈWÔJÈWÇZò�ÞËÍÎØ×ÔNÉËÒ'ØZÌ
ÇZÍÂ÷�Ò'É�ÍÎÄ.ÓÎÒ'ÔJÔ"ÖRÀWÁéÛËÁÕÀWÁ_��ÈUùvÒ@Ì'ÖpÄ�ØáÆ§ÖÚÆZÒ"ÆµÞ�ÖÚÆ«ÆZÞ�Ò

ÇZÒ
ØZÍÂÉ�Ê�ÒîÈpß9ÖÚÄUÖpÇ×÷�ÍÂÆZÇµÖpÇ×ï"ß(ÈpÇZÔ
ω
ÖÚÆ0ÆµÞËÒ�ò�ÈpÍÎÄ�Æ

Q
ÍÂØ0ÇZÒ'ÓÎÖÚÆµÒ
É8ÆZÈ!ÆZÞ�ÒîÇZÒ
ØZÍÎÉËÊ�Ò�ÖÚÆ

P1
÷?ï

ResQω = ResP1(λ
n−1)∗ω.

ñôòËò�ÓÂï�ÍÎÄËç�ÆZÞ�ÍÎØ·Ç×Ò'Ø×Ê�ÓÂÆ·ÆµÈ�ÆµÞËÒ�É�ÍÕä�Ò
ÇZÒ'Ä�ÆµÍÎÖpÓ�ß(ÈWÇ×Ô"Ø�Èpß�ÆµÞ�ÒfÓÎÍÎØáÆ�\�ÀWÁÐÏ*Ù�]�ÖÚÄ�É@Ê�Ø×ÍÎÄ�ç�ÆZÞ�ÒfÆµÞËÒ�É�Ò
ú�Ä�ÍÂÆZÍÎÈWÄ\áÀpÁéÙ�]0Èpß
λ,
ÍÕÆ�ÍÂØ�Ò=ÖÚØ×ïxÆZÈ@ÈW÷ËÆµÖpÍÎÄxÆZÞqÖÚÆ

ResQω
ÍÎØfÒ'û?ÊqÖÚÓ<ÆµÈ

ResP1ω
ÆZÍÎÔJÒ'Ø�Ö"ò�È�ùvÒ'Ç�Èpß ±ρ. ��È@ÍÕß

ResP1ω = 0
ÆµÞ�Ò
Ä

ResQω = 0.

Ý0ÞqÖpÄËæ�ØvÆµÈ�ÖpÓÎçpÒ'÷�ÇZÖpÍÎÌ�Ô@ÖpÄËÍÎò�Ê�ÓÎÖ*ÆµÍÕÈWÄ�Ø·ÍÂÄ�ØZò�ÍÂÇZÒ
É�÷�ïJÆµÞ�ÒôØZÍÂÔ"ò�ÓÂÒ'Ç�Ì=ÖpØ×Ò'Øvù�Þ�Ò'Ç×Ò
g = 2, 3,

ÍÂÆ�ÍÎØ�ò�ÈWØáâ
ØZÍÂ÷�ÓÎÒfÆµÈ�úqÄËÉ

3g
ÓÎÍÂÄ�Ò=ÖÚÇvÍÂÄ�É�Ò
ò�Ò'Ä�É�Ò
Ä?Æ�É�ÍÕä�Ò
ÇZÒ'Ä�ÆµÍÎÖpÓ2ß(ÈWÇZÔJØvØµÖÚÆZÍÎØáß$ï�ÍÂÄ�ç[ÆZÞ�ÒTÄ?Ê�ÓÎÓ%Ç×Ò'ØZÍÂÉ�Ê�ÒjÌ'ÈWÄËÉ�ÍÂÆZÍÎÈWÄ¸Á

Ý0Þ�Òíï8Ì'ÈWÄËØ×ÆµÍÕÆµÊËÆZÒTÆµÞ�ÒTùvÖpÄ?ÆZÒ'ÉU÷qÖÚØZÍÎØ
Á

ω
(1)
k =

zk−1

wk
dz

w
for k = 1, . . . , g − 1,

ω
(2)
k =

zk−1((k − 2)z2 − kA2)

wk(z2 − A2)2
dz for k = 0, . . . , g,

ω
(3)
k =

zk−1((k − 2)z2 − kA2)

wk+1(z2 − A2)2
dz for k = 0, . . . , g − 1.

Ù��



9;:=<�:�� hiZNR�R]�-}NJb[G@EFnLVD|R]��}N@�B�J;yER]L-[|[GF�[�ZVR�YkF;LNMV@�[G@EF;L�F;p$Rk��@ED"[�R]LVYkR�F;p�J
rNH�J;LNY�ZNR]M�Sm@ELV@4SmJ;y�DG}�H�p8J;YkR;:

�FÒ
Æ
ω1
ÖÚÄ�É

ω2
Æ�ù�È�ÔJÒ'Ç×ÈWÔJÈWÇZòËÞ�ÍÎÌ�É�ÍÕä�Ò
ÇZÒ
Ä?ÆZÍøÖpÓ�ß(ÈWÇZÔJØ·ÈWÄ

Σg.
T.Òfù�ÇZÍÂÆZÒ

ω1 ∼ ω2
ÍÂß�ÆZÞ�Ò'Ç×ÒôÒíì�ÍÎØáÆµØ

Ö!ÔJÒ
ÇZÈWÔJÈWÇZòËÞ�ÍÎÌ�ß(Ê�Ä�ÌíÆµÍÎÈpÄ
f
ÈWÄ

Σg
ØZÊ�Ì§ÞxÆµÞqÖ*Æ

ω2 = ω1 + df.
ÃþÆfÍÎØ0ò�ÈWØ×ØZÍÂ÷�ÓÎÒjÆµÈ!ò�Ç×È�õWÒTÆµÞqÖÚÆ6U

ω
(2)
k ∼ −k(g + 2)

2(g + 1)

zk−1

wk
dz for k = 0, . . . , g,

ω
(3)
k ∼ −(g + 2)(g + k + 2)

2(g + 1)

zk−1

wk+1
dz for k = 0, . . . , g − 1.

J�Ø×ÍÎÄ�çmÆµÞËÒ'ØZÒ�Ç×Ò'ÓÎÖÚÆµÍÂÈWÄ�ØvùvÒîçWÒ
Æ6U
∫

β̃

ω
(1)
k = −2i sin (k + 1)π

g + 1
Kk,

∫

β̃

ω
(2)
k = −(g + 2)k

2(g + 1)
2i sin

kπ

g + 1
Ik,

∫

β̃

ω
(3)
k =

(g + 2)(g + 2− k)

2(g + 1)
2i sin

(k + 1)π

g + 1
Kk,

∫

β̃

γω
(1)
k = 2i sin

kπ

g + 1
Ik,

∫

β̃

γω
(2)
k =

(g + 2)(g + 2− k)

2(g + 1)
2i sin

(k − 1)π

g + 1
Jk,

∫

β̃

γω
(3)
k = −(g + 2)k

2(g + 1)
2i sin

kπ

g + 1
Ik,

∫

β̃

γ2ω
(1)
k = 2i sin

(k − 1)π

g + 1
Jk,

∫

β̃

γ2ω
(2)
k =

(g + 2)(2g + 4− k)

2(g + 1)
2i sin

(k − 2)π

g + 1
Lk,

∫

β̃

γ2ω
(3)
k =

(g + 2)(g + 2− k)

2(g + 1)
2i sin

(k − 1)π

g + 1
Jk.

T.ÒfÇ×Ò'Ì'ÖpÓÎÓËÆZÞqÖÚÆ3ùvÒfÔ�Ê�ØáÆ·ÍÂÔ"ò�ÈpØZÒ5ÆZÞqÖÚÆ
ω =

∑g−1
0 c

(1)
k ω

(1)
k +

∑g
0 c

(2)
k ω

(2)
k +

∑g−1
0 c

(3)
k ω

(3)
k ,

ù�Þ�Ò'Ç×Ò
c
(i)
k ∈ C, ØZÖÚÆµÍÂØ×úqÒ
Ø ∫

α

ω = t2
∫

α

γ2(w)ω, Re

∫

α

γ(w)ω = 0

ß(ÈWÇ
α = λl◦β̃ ß(ÈWÇ l = 0, . . . , 2g−1.

WfÈ�ù�ÍÕÆ<ÍÂØ�Ì'ÈpÄ?õ�ÍÎÒ
Ä?Æ<ÆZÈ�ÍÂÄ?ÆZÇZÈ�É�Ê�Ì
Ò�ØZÈWÔJÒ·ÖpÉ�É�ÍÕÆµÍÎÈpÄqÖpÓpÄ�ÈÚÆ§ÖÚÆZÍÎÈWÄ¸Á
�FÒ
Æ

L =

[
Rθ 0
0 1

] \áÀWÁÜÏWë�]
ù�Þ�Ò
ÇZÒ Rθ

ÍÎØ5ÆµÞËÒîÇZÈpÆµÖÚÆµÍÂÈWÄ�ÍÎÄ�ÆZÞ�Òîò�ÓøÖÚÄ�ÒT÷?ï
θ = gπ/(g + 1).ÃþßGùvÒîÉ�Ò'ÄËÈpÆµÒ

Φ(ω) = (1− γ2, i(1 + γ2), 2γ)ω,
ÆZÞ�Ò'ÄxÍÂÆ0ÍÎØ0ò�ÈWØZØ×ÍÎ÷�ÓÂÒjÆµÈ!ò�ÇZÈ�õWÒ

∫

λl◦β̃
Φ(ω) =

∫

β̃

λ∗Φ(ω).

Ù�ü



��ÍÂÄ�Ì'Ò"ùvÒ@ù5ÖpÄ�Æ�ÆµÈ{ÖpòËò�ÓÂïRÆµÞ�ÍÂØ[ÓøÖpØáÆ�Ç×Ò'ÓÎÖÚÆµÍÂÈWÄ.ÆZÈ>ÆµÞ�Ò�ÉËÍÂä%Ò'ÇZÒ
Ä?ÆZÍøÖpÓ3ß(ÈWÇZÔ
ω,
ÍÕÆ[ÍÎØ[Ì
ÈWÄ?õWÒ
Ä�ÍÎÒ
Ä?Æ�ÆµÈ

ÇZÒ
Ô@ÖÚÇZæ"ÆZÞqÖÚÆ�U
λ∗Φ(ω

(1)
k ) = (−1)kρ−kLΦ(ω(1)

k ),

λ∗Φ(ω
(2)
k ) = (−1)kρ−k+1LΦ(ω(2)

k ),

λ∗Φ(ω
(3)
k ) = (−1)kρ−kLΦ(ω(3)

k ),
ù�Þ�Ò
ÇZÒ

ρ = ei
gπ
g+1 .

Ý0Þ�Ò'ÄxÆZÞ�ÒîÒ'û?ÊqÖÚÆZÍÎÈWÄËØ

Re

∫

λl◦β̃
(1− t2γ2, i(1 + t2γ2))ω = 0, for l = 0, . . . , 2g − 1,

ÖpÇ×ÒîÒ'û?Ê�ÍÕõÚÖpÓÂÒ'Ä�Æ�ÆµÈ^U

Im

[
g−1∑

k=0

{(−1)kρ−k}lfk +
g∑

k=1

{(−1)kρ−(k−1)}lpk
]
=

t2Im

[
g−1∑

k=0,k 6=1

{(−1)kρ−k}lhk +
g∑

k=0,k 6=2

{(−1)kρ−(k−1)}lqk
]

Re

[
g−1∑

k=0

{(−1)kρ−k}lfk +
g∑

k=1

{(−1)kρ−(k−1)}lpk
]
=

−t2Re
[

g−1∑

k=0,k 6=1

{(−1)kρ−k}lhk +
g∑

k=0,k 6=2

{(−1)kρ−(k−1)}lqk
]
,

l = 0, . . . , 2g−1.
Ý0Þ�Ò
ØZÒ�ÓÎÖpØ×Æ�Ò'û?ÊqÖÚÆZÍÎÈWÄ�Ø9Ì'ÖpÄm÷�Ò�ÖÚÇZÇµÖpÄËçWÒ'ÉmÖpØ9ÍÎÄ[ÆµÞËÒ0Øáï�Ø×ÆµÒ
Ô"Ø)\áÀpÁÂÀ�
�]GÖpÄ�É�\áÀpÁÂÀpÀS]íÁ

Ý0Þ�Ò�Ò
û?ÊqÖÚÆµÍÂÈWÄ�Ø
Re

∫

λl◦β̃
2tγω = 0, for l = 0, . . . , 2g − 1,

ÖpÇ×ÒîÒ'û?Ê�ÍÕõÚÖpÓÂÒ'Ä�Æ�ÆµÈ^U

Im

[
g−1∑

k=1

{(−1)kρ−k}ldk +
g∑

k=0,k 6=1

{(−1)kρ−(k−1)}lek
]
= 0,

l = 0, . . . , 2g−1.
Ý0Þ�Ò
ØZÒ�ÓÎÖpØ×Æ�Ò'û?ÊqÖÚÆZÍÎÈWÄ�Ø9Ì'ÖpÄm÷�Ò�ÖÚÇZÇµÖpÄËçWÒ'ÉmÖpØ9ÍÎÄ[ÆµÞËÒ0Øáï�Ø×ÆµÒ
Ô"Ø)\áÀpÁÂÀ�Ï�]GÖpÄ�É�\áÀpÁÂÀ=Û�]íÁ

ë�
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æF�

H2 × R

ôLó6ò K $L2?M;&%-'O' P2HQR&�$
ÃÅÄ�ÆZÞ�Ò@ÓøÖpØáÆ«ïWÒ=ÖpÇ×Ø[ÆµÞ�Ò@Ø×ÆZÊ�ÉËïAÈpß5ÆµÞ�Ò@Ô"ÍÂÄ�ÍÂÔ"ÖÚÓ�Ø×Ê�Ç×ßÖÚÌ'Ò'Ø�ÍÂÄAÆZÞ�Ò�òËÇZÈ�É�Ê�ÌíÆmØ×òqÖpÌ
Ò'Ø

M × R ù�ÍÕÆµÞ
M = H2,S2 ÞqÖÚØ�÷�Ò'Ò
ÄA÷%Ò
Ì'ÈpÔ"ÍÂÄ�çxÔJÈWÇ×ÒJÖpÄ�É Ô"ÈWÇ×ÒJÖpÌíÆµÍÕõWÒpÁ"Ý0Þ�ÒJÉ�Ò
õWÒ
ÓÎÈWòËÔ"Ò
Ä?Æ«ÈÚßvÆZÞ�Ò!ÆµÞËÒ'ÈWÇáïÈpßGÆµÞ�Ò�ÔJÍÎÄ�ÍÂÔJÖpÓ�ØZÊËÇ×ßÖpÌ
Ò'Ø�ÍÎÄ8ÆZÞ�Ò'Ø×Ò«ØZòqÖÚÌ'Ò'Ø�Ø×ÆµÖpÇ×ÆZÒ'Éxù�ÍÂÆµÞpY ÙWÙ�[�÷?ïxã�Á�ö�ÈWØZÒ
Ä�÷�Ò
ÇZç�ÖpÄËÉUÌ'ÈWÄ�ÆµÍÂÄ�Ê�Ò
É
ù�ÍÂÆZÞpYéÛpÛ�[<ÖpÄ�ÉpYéÛWÏb[�÷?ïnTºÁ�ã�Á%åUÒ
Ò'æ?ØjÖÚÄ�É>ã�Á�ö�ÈWØZÒ
Ä�÷�Ò
ÇZç�Á�ÃÅÄ·YéÛWüb[��ôÁXW�Ò
ÓÎÓÎÍ¸ÖpÄ�É>ã�Á�ö�ÈWØ×Ò'Ä?÷�Ò'ÇZç
ØZÞËÈ�ùvÒ
É�ÆµÞËÒôÒXìËÍÂØ×ÆZÒ'Ä�Ì
ÒjÍÎÄ H2×R Èpß�Ö«Ç×ÍÎÌ§Þ"ßÖÚÔ"ÍÂÓÕïmÈÚßFÒíìËÖpÔJò�ÓÂÒ'Ø�ÍÂÄ�Ì'ÓÂÊ�É�ÍÂÄ�ç�Þ�Ò'ÓÂÍÎÌ
ÈWÍÎÉËØ65?Ì=Ö*ÆµÒ'ÄËÈWÍÎÉËØ
ÖpÄ�ÉV5?ØZÈpÓÂõ�ÍÎÄ�çîÑ3ÓøÖ*ÆµÒ=ÖÚÊ!ò�ÇZÈW÷ËÓÎÒ'ÔJØ65WÈpß%Þ�ÍÎçpÞ�Ò'Ç9ÆZÈWò�ÈWÓÂÈWçWÍÂÌ=ÖÚÓ�Æ�ï�ò�Ò�ÒíìËÖpÔJò�ÓÎÒ
Ø�ÍÂÄ�ØZò�ÍÂÇZÒ
É!÷?ï�ÆZÞ�Ò0ÆµÞËÒ'ÈWÇáï
Èpß0Ô"ÍÂÄ�ÍÂÔ"ÖÚÓ�Ø×Ê�Ç×ßÖÚÌ'Ò'Ø�ÍÂÄ R3.

ÃÅÄ¡Y À�
�[��3Á�ã�ÖpÊ�Ø×ù�ÍÂÇ×ÆZÞ�Ì'ÈWÄ�ØáÆµÇZÊËÌ
ÆµÒ
É�ÖpÄ�É�Ì
ÓøÖÚØZØZÍÕúqÒ'ÉAÆZÞ�Ò@Ô"ÍÂÄ�ÍÂÔ"ÖÚÓ
ØZÊËÇ×ßÖpÌ
Ò'Ø�ß(ÈWÓÎÍÎÖ*ÆµÒ'ÉR÷�ïRÞ�ÈWÇZÍ��'ÈWÄ�Æ§ÖpÓ9Ì'ÈpÄ�Ø×ÆµÖpÄ?Æ«Ì'Ê�ÇáõÚÖÚÆZÊ�ÇZÒ"Ì
Ê�Ç×õWÒ
Ø[ÍÎÄ

M × R 5<ù�Þ�Ò
ÇZÒ M ÍÎØ H2,R2ÈWÇ S2.
ÓôÆZÞ�Ò'ÇfÒíìËÖpÔJò�ÓÎÒ
Ø�Èpß9ÔJÍÎÄËÍÎÔJÖpÓ¸Ø×Ê�Ç×ßÖÚÌ'Ò'Ø�Èpß9çWÒ'Ä?Ê�Ø

0
ÍÂÄxÆµÞ�Ò
ØZÒ[òËÇZÈ�É�Ê�ÌíÆôÔ@ÖÚÄ�ÍÂß(ÈpÓÂÉ�ØfÖÚÇZÒ�É�Òíâ

ØZÌ
ÇZÍÂ÷�Ò'Éx÷?ï8öîÁj�ËÖL>�ÖpÇZòUÖpÄËÉe>0ÁqÝ<ÈWÊË÷�ÍøÖpÄ�ÖmÍÎÄ³Y ÙWè�[�Á
àôÁ�àvÈpØ×Æ§Ö�ÍÎÄ°YéÏA59Ûb[0ÖpÄ�É,ó[Á3ãfÈpä�Ô"ÖpÄ�ÖpÄ�É¤TºÁéã«Á�åUÒ
Ò'æ?Ø!ÍÎÄ°Y À=Ù�[¬5.YÕÀ�ëS[0ÖpÄ�É°YÕÀ=è�[5É�Ò
ØZÌ
ÇZÍÎ÷�Ò
É�ÍÂÄ
R3 Ö"ÔJÍÎÄ�ÍÂÔ"ÖÚÓFØ×Ê�Ç×ßÖpÌ
Ò[Èpß3çWÒ
Ä�Ê�Ø k > 1,

úqÄËÍÂÆµÒîÆµÈpÆµÖpÓ�Ì'Ê�ÇáõÚÖÚÆµÊËÇZÒ«ù�ÍÂÆZÞUÆ�ù�È�Ò
Ä�É�ØTÖÚØ×ï�Ô"ò�ÆµÈpÆZÍÎÌîÆµÈ
ÆµÞËÒîÆÅùvÈJÒ
Ä�É�ØfÈpß�Ö!Ì=Ö*ÆµÒ'ÄËÈWÍÎÉxÖpÄ�ÉUÖ!ÔJÍÎÉËÉ�ÓÎÒôÒ'Ä�ÉUÖpØ×ï�ÔJòËÆµÈpÆZÍÎÌjÆZÈ"Ömò�ÓøÖpÄËÒpÁ#T.Ò�Ø×ÞqÖpÓÎÓ¸É�Ò
Ä�ÈpÆZÒîÆµÞËÒ
àvÈWØáÆ§Ö*âÅã�Èpä%Ô"ÖpÄ�âáåxÒ'Ò'æ?Ø�ØZÊËÇ×ßÖpÌ
Ò�ÈpßGçWÒ'Ä?Ê�Ø

k > 1
÷?ï

Mk.

Ý0Þ�Ò�ÖpÍÂÔ ÈÚß<ÆµÞ�ÍÂØ5ù�ÈWÇZæ@ÍÎØvÆµÈmØZÞ�È�ùLÆZÞ�ÒTÒíì�ÍÎØáÆµÒ'ÄËÌ'Ò�ÍÂÄ�ÆZÞ�ÒTØZòqÖpÌ
Ò H2 ×R Èpß�Ö�ßÖÚÔ"ÍÂÓÕïJÈpßGØZÊËÇ×ßÖpÌ
Ò'Ø
ÍÎÄËØZò�ÍÂÇZÒ'É�ÆZÈ

Mk.
T.ÒîØZÞqÖÚÓÎÓ¸ò�Ç×È�õWÒTÆµÞ�ÒTß(ÈWÓÂÓÂÈ�ù�ÍÂÄ�ç�ÇZÒ
ØZÊ�ÓÕÆ

v ¬��?¨2¼*��¯ ¿7w��xw�xw�yHzb{�|�}h}
k > 1 ~l�x� { �I�o���=�R~l�0�l� H2 × R |³� �l�x� �E|�} �R� {l�,|A� � z��L� �R�x��� k,���x�l~���~ z ~ |�} �o��~ { �l�^�R� ��� � {��b| ~�� { ���i�l~l�'~�� { �k��� zb{ �d� z �x~ |�} �R�j�b�6�¥~�� zn�9| ~��R� z ��� |�} ~��k�x�3�R�j�b� | �j� |� ����� } ��� }| � |�{ �R�X���T.Ò.ØZÞ�ÖpÓÎÓTÈW÷�ØZÒ
Ç×õWÒ.ÆZÞqÖÚÆUÍÕÆxÍÎØxÔJÈWÇ×Ò Ì
ÈWÄ?õpÒ'Ä�ÍÂÒ'Ä?ÆUÆZÈ}Ì'ÈWÄ�ØáÆµÇZÊËÌ
Æ�Ö�Ô"ÍÂÄ�ÍÂÔ"ÖÚÓjØZÊËÇ×ßÖpÌ
ÒAÒ
Äba×È�ï�ÍÂÄ�ç

ÆµÞËÒRØµÖÚÔ"Ò{ò�Ç×ÈWò�Ò'ÇáÆµÍÂÒ'Ø�Ô"Ò
Ä?ÆZÍÎÈWÄ�Ò
ÉVÍÂÄ_ÆZÞ�ÒRØáÆ§ÖÚÆZÒ'ÔJÒ'Ä�ÆxÈpßîÆµÞ�Ò
ÈWÇZÒ
Ô ÍÎÄhÆµÞ�Ò{ÇZÍÂÒ'Ô"ÖpÄ�Ä�ÍÎÖpÄhÔ"ÖpÄ�Í â
ë�À



ß(ÈWÓÂÉ
(D2 × R, ghyp)

ù�ÞËÒ'ÇZÒ
ghyp =

dx2
1+dx

2
2

(1−x2
1−x2

2)
2 + dx23.

ÃþÆTÍÎØjÊËØZÊqÖpÓÂÓÂïUÉËÒ'Ä�ÈpÆZÒ'ÉR÷?ï M2(−4) × R,ÆµÈ!ò�ÈWÍÂÄ?Æ0ÈWÊËÆ0ÆµÞqÖ*Æ�ÆZÞ�ÒîØZÒ
Ì
ÆµÍÂÈWÄqÖÚÓFÌ
Ê�Ç×õÚÖ*ÆµÊ�Ç×Ò�Èpß D2 × {0} Ò'ÄËÉ�È�ù�Ò'ÉUù�ÍÕÆµÞ�ÆµÞËÒîÔ"ÒíÆµÇZÍÂÌ dx2
1+dx

2
2

(1−x2
1−x2

2)
2Ò'û?ÊqÖÚÓÎØ −4. T.Ò�ÈW÷�ØZÒ
Ç×õWÒ�ÆµÞqÖ*Æ H2 = M2(−1). ÓjÄ�Ì
Ò�Ì'ÈpÄ�Ø×ÆZÇZÊ�ÌíÆµÒ'É�ÆµÞ�ÍÂØ�Ø×Ê�Ç×ßÖÚÌ'Ò�ÍÕÆ�ÍÂØ�Ò'ÖpØáïAÆµÈÈW÷ËÆµÖpÍÎÄ�÷?ï8ÖmÉ�ÍÂä%Ò
ÈWÔ"ÈpÇZò�Þ�ÍÂØZÔ�ÆµÞ�ÒTù5ÖÚÄ?ÆµÒ
ÉUÔJÍÎÄ�ÍÂÔJÖpÓ%ØZÊ�ÇáßÖpÌ'ÒîÍÎÄ H2 × R.

Ý0Þ�Ò!Ô"ÖpÍÎÄ�ÇZÒ
ØZÊ�ÓÕÆîÍÎØjò�ÇZÈ�õWÒ'É ÷?ï{Ö�çWÓÂÊ�ÍÎÄËç�ò�ÇZÈ�Ì
Ò'É�Ê�Ç×Òe\(ØZÒ'Òmß(ÈWÇjÒíìËÖpÔJò�ÓÂÒ'Y ÀWÀ,[l]ôÊ�Ø×ÊqÖpÓÂÓÂï�ÖpÉËÈWòËÆµÒ
É
ÆµÈ8Ì
ÈWÄ�ØáÆµÇZÊ�ÌíÆ«ÍÂÄ R3 Ä�Òíù|ÒíìËÖpÔJò�ÓÂÒ'ØTØ×Æ§ÖÚÇ×ÆµÍÂÄ�ç�ß(ÇZÈpÔ æ?Ä�È�ù�Ä Ô"ÍÂÄ�ÍÂÔ"ÖÚÓGØZÊËÇ×ßÖpÌ
Ò'Ø'Á�TAÒ!Ì
ÈWÄ�Ø×ÍÎÉ�Ò
Ç�Ö
ØZÌ'ÖpÓÎÒ
É"õWÒ'Ç×ØZÍÎÈpÄ@Èpß�Ö�Ì'ÈWÔJòqÖpÌíÆ�òqÖpÇ×Æ�ÈpßFÖ�àvÈpØ×Æ§Ö�â�ã�ÈÚä�Ô"ÖpÄ�â�åUÒ'Ò
æ�Ø·ÆÅï�ò�ÒôØZÊËÇ×ßÖpÌ
Ò�5�ØZÊ�Ì§Þ@ÆµÞqÖÚÆ�ÍÕÆ�Ì'ÖpÄ
÷�ÒmÌ'ÈWÄ�Æ§ÖpÍÂÄ�Ò
ÉRÍÎÄRÖ�Ì
ï�ÓÂÍÎÄ�É�Ç×ÍÎÌ'ÖpÓGÄ�Ò
ÍÎçWÞ?÷�ÈWÊ�Ç×Þ�È�È�ÉRÈÚß {0, 0} × R ⊂ M2(−4) × R Èpß·ØZÊ^�JÌ
ÍÎÒ
Ä?ÆµÓÕï
ØZÔ"ÖpÓÂÓ�ÇµÖpÉ�ÍÂÊ�Ø'Á3ñ0Ì
ÆµÊ�ÖpÓÎÓÕï@ÍÂÆ�  Ø0ò�ÈWØZØ×ÍÎ÷�ÓÂÒTÆZÈJò�Ç×È�õWÒTÆµÞqÖÚÆ65qÍÂÄ�ÆµÞ�ÒîØµÖÚÔ"ÒTØZÒ
Æ65qÆZÞ�ÒîÔ"Ò'ÖpÄxÌ
Ê�Ç×õ*ÖÚÆµÊ�Ç×Ò�Èpß
ØZÊËÌXÞ�ÖxØ×Ê�Ç×ßÖÚÌ'ÒJù�ÍÂÆZÞ.ÇZÒ'Ø×ò�Ò'ÌíÆ[ÆµÞ�ÒJÔ"ÒíÆµÇZÍÂÌ

ghyp,
Ê�ò.ÆµÈ>ÖÚÄAÍÂÄËúqÄ�ÍÕÆµÒ
ØZÍÎÔ"ÖÚÓ�ÆµÒ
ÇZÔ�5GÒ
û?ÊqÖpÓÎØîÆµÞ�ÒJÒ'Ê�â

Ì'ÓÂÍÎÉ�Ò'ÖpÄ8ÈpÄ�ÒpÁiT.Ò�çpÓÎÊ�ÒjÆZÞ�ÒîØZÊ�ÇáßÖpÌ'ÒîÉ�Ò'Ø×Ì'ÇZÍÂ÷�Ò'É>Öp÷�È�õWÒ«ÖÚÓÎÈWÄ�çmÍÕÆµØ5ÆµÞËÇZÒ'Òî÷�ÈWÊ�Ä�É�ÖpÇ×ï�Ì
Ê�Ç×õWÒ
ØfÆµÈmÆ�ù�È
ÔJÍÎÄ�ÍÂÔJÖpÓ�çpÇµÖpòËÞ�ØîÆZÞqÖÚÆ«ÖÚÇZÒ!ÇZÒ
ØZò�Ò'ÌíÆµÍÕõWÒ'ÓÕï ÖpØ×ï�ÔJòËÆµÈÚÆµÍÎÌ�ÆZÈUÖpÄ Ê�ò�ò�Ò
Ç�ÞqÖpÓÕß�Ì=ÖÚÆZÒ'Ä�ÈWÍÂÉ.ÖpÄ�É.Ö8ÓÂÈ�ùvÒ
Ç
ÞqÖpÓÕß�Ì=ÖÚÆZÒ'Ä�ÈWÍÂÉ�É�ÒíúqÄ�Ò'ÉxÍÂÄ M2(−4)×R ÖpÄ�É�ÆµÈ!Ö�Ô"ÍÂÄ�ÍÂÔ"ÖÚÓ�çWÇZÖpò�Þ8Öp÷�ÈWÊ�Æ M2(−4)× {0} ù�Þ�ÍÂÌXÞçWÈ�Ò
ØTÆµÈ'�
Ò'Ç×ÈxÍÎÄRÖ8ÄËÒ'ÍÎçpÞ�÷�ÈWÊ�Ç×Þ�È�È�ÉRÈpß

∂∞M2(−4) × {0}. Ý0Þ�Ò!Òíì�ÍÎØáÆµÒ'ÄËÌ'ÒJÈpß·ÆµÞËÒ'ØZÒ!ØZÊ�ÇáßÖpÌ'Ò
Ø�ÍÎØò�Ç×È�õWÒ
ÄUÍÎÄ8Ø×Ò'Ì
ÆZÍÎÈWÄËØôÏ�ÁÜëmÖpÄ�É>Ï�Á���Á

ôLó`ô õ MN+m*RQ61 Q,$�öDMNQ6+.4
ÃÅÄ8ÆZÞ�ÍÎØvùvÈWÇ×æ"ùvÒîØZÞ�ÖpÓÎÓ�Ì'ÈpÄ�ØZÍÂÉ�Ò'Ç5ÆµÞ�ÒTÊ�Ä�ÍÕÆ0É�ÍÎØ×æ@ÔJÈ�É�Ò'Ó%ß(ÈWÇ H2.

�FÒ
Æ
(x1, x2)

É�Ò
Ä�ÈpÆZÒTÆµÞ�ÒTÌ
È�ÈpÇZÉ�Í â
ÄqÖÚÆZÒ'Ø�ÍÎÄ�ÆµÞ�ÒîÊ�ÄËÍÂÆ�É�ÍÂØZæ D2 ÖÚÄ�É x3 ÆZÞ�ÒîÌ'È�ÈpÇZÉ�ÍÂÄqÖÚÆµÒjÍÎÄ R. Ý0Þ�Ò'ÄxÆZÞ�ÒîØZòqÖÚÌ'Ò D2 × R ÍÎØ0Ò
Ä�É�È�ùvÒ'É
ù�ÍÂÆZÞ8ÆZÞ�ÒîÔJÒ
ÆµÇ×ÍÎÌ

gH2×R =
4(dx21 + dx22)

(1− x21 − x22)
2 + dx23.

ñôØ3ÔJÒ'Ä�ÆµÍÎÈpÄ�Ò'ÉmÍÂÄmÆZÞ�Ò0ÍÎÄ�ÆµÇ×È�É�Ê�Ì
ÆZÍÎÈWÄV5WÈpÄ�Ò0Èpß�ÆZÞ�Ò0ØZÊ�ÇáßÖpÌ'Ò
Ø·ÍÂÄ?õWÈpÓÂõWÒ
É!ÍÂÄ�ÆµÞ�Ò0çWÓÂÊ�ÍÎÄ�çôò�ÇZÈ�Ì
Ò'É�ÊËÇZÒ�ÍÎØ3Ö
Ì'ÈpÔ"òqÖÚÌ
Æ5òqÖpÇáÆ0Èpß<Ö�ØZÌ'ÖpÓÎÒ
É�õWÒ'ÇZØ×ÍÎÈWÄ�ÈpßFÆµÞ�ÒîàvÈWØáÆ§Ö*âÅã�Èpä%Ô"ÖpÄ�âáåxÒ'Ò'æ?Ø5ØZÊ�ÇáßÖpÌ'ÒÚÁ�Ý0ÞqÖÚÆ0ÍÂØ0Ö[Ô"ÍÂÄ�ÍÂÔ"ÖÚÓ
ØZÊËÇ×ßÖpÌ
Ò�ÍÎÄ R3 Ò'Ä�É�È�ùvÒ
ÉUù�ÍÂÆµÞ�ÆµÞ�ÒîÒ'Ê�Ì
ÓÎÍÂÉ�Ò=ÖÚÄxÔ"ÒíÆµÇZÍÂÌ g0 Á·Ý<È"Ø×ÍÎÔJò�ÓÂÍÕß$ï�ÖÚØfÔ�Ê�Ì§ÞUÖpØ�ò�ÈWØZØ×ÍÎ÷�ÓÂÒTÆµÞËÒò�Ç×È�Èpß�Èpß�Ô@ÖÚÍÎÄ�ÆµÞ�Ò
ÈWÇZÒ
Ô_5qÍÕÆfÍÂØ�Ì'ÈpÄ?õWÒ
Ä�ÍÎÒ
Ä?ÆfÆµÈJÌ'ÈpÄ�ØZÍÂÉ�Ò'ÇfÖJÇ×ÍÎÒ
Ô@ÖpÄËÄ�ÍøÖÚÄ8Ô"ÖpÄËÍÂß(ÈWÓÕÉ8Ò
Ä�É�È�ùvÒ'ÉUù�ÍÕÆµÞ
Ö!ÔJÒíÆµÇZÍÂÌTÔJÈWÇ×ÒTØZÍÂÔ"ÍÂÓÎÖÚÇ�ÆµÈ

g0
ÆµÞ�ÖpÄ8ÆµÞËÒ�ØáÆ§ÖpÄËÉqÖpÇZÉxÔJÒ
ÆZÇZÍÎÌjÈpß H2 × R. Ý0Þ�Ò�÷�Ò
Ø×Æ�Ì§Þ�ÈWÍÂÌ'ÒîÍÂØ

ghyp =
dx21 + dx22

(1− x21 − x22)
2
+ dx23,

÷�Ò'Ì'ÖpÊ�Ø×Ò
ghyp → g0

ÍÕß
(x1, x2)→ (0, 0).

Ý0ÞËÍÎØ5ÍÎØvÆZÞ�ÒTÇ×Ò=ÖpØ×ÈWÄ�ù�Þ�ÍÂÌXÞ�ÍÎÄ�É�ÊËÌ'Ò
Ø�ÊËØ5ÆµÈmçWÍÕõWÒTÖ�ò�ÇZÈ�ÈÚß
ÈpßqÆµÞ�Ò
ÈWÇ×Ò'Ô|Ï�ÁÕÀWÁÕÀvùvÈWÇ×æ�ÍÂÄ�çjÍÎÄ[ÆZÞ�Ò5Ç×ÍÎÒ'Ô"ÖpÄ�ÄËÍøÖÚÄ[Ô"ÖpÄ�ÍÕß(ÈWÓÂÉ M2(−4)×R. W�È�ù�ù�Ò0Ø×Ê�ò�ò�ÈWØ×Ò�ÞqÖ=õ�ÍÎÄ�çØZÞËÈ�ù�Ä>ÆZÞ�Ò«ÒXìËÍÂØ×ÆZÒ'Ä�Ì
Ò�ÈÚß3Ö"ÔJÍÎÄËÍÎÔJÖpÓ�ØZÊ�Ç×ßÖÚÌ'Ò«ÍÎÄ8ÆµÞ�ÍÂØfÇZÍÂÒ'Ô"ÖpÄ�Ä�ÍÎÖpÄ8Ô"ÖpÄ�ÍÂß(ÈpÓÂÉ¸ÁCT.Ò«Ä�Ò
Ò'É>ÆZÈ"ØZÞ�È�ù
Þ�È�ù ÍÂÆ�ÍÎØ�ò�ÈWØ×ØZÍÎ÷ËÓÎÒTÆµÈ"Èp÷ËÆ§ÖpÍÂÄUÖJÔJÍÂÄ�ÍÂÔ"ÖpÓ�Ø×Ê�Ç×ßÖpÌ
Ò«ÍÎÄ H2 × R. �FÒíÆ ḡ ÷�ÒîÆµÞ�Ò�ÔJÒ
ÆµÇ×ÍÎÌTÉ�Ò
ú�Ä�Ò'É�ÈpÄ
D2 × R ÷?ï

ḡ = 4ghyp =
4(dx21 + dx22)

(1− x21 − x22)
2
+ 4dx23.

ëWÏ



T.Ò�Ì
ÈWÄ�Ø×ÍÎÉ�Ò
Ç0ÆµÞ�ÒîÔ"Öpò
f : (D2 × R, gH2×R)→ (D2 × R, ḡ) É�Ò
úqÄËÒ'ÉU÷?ï

(x1, x2, x3)→
(
x1, x2,

x3
2

)
.

\�Ï�ÁÂÀ�]
ÃþÆ�ÍÎØfÒ'ÖpØ×ï8ÆµÈ"Ø×Ò'Ò«ÆZÞqÖÚÆ�ÍÕÆ�ÍÂØ�ÖpÄUÍÎØ×ÈWÔJÒ
ÆµÇ×ÍÎÌTÒ'Ô�÷�Ò
É�É�ÍÎÄËç�Á5Ý0ÞqÖÚÆôÍÂØ�ÆµÞËÒ«ò�Ê�ÓÂÓÕâÅ÷�ÖpÌ§æ�Èpß�ÆµÞ�Ò�Ô"ÒíÆµÇ×ÍÎÌ

ḡ÷?ï
f
Ò
û?ÊqÖpÓÎØ

gH2×R.
��È«ÍÂß

Σ
ÍÂØ�Ö«ÔJÍÂÄ�ÍÂÔ"ÖÚÓqØ×Ê�Ç×ßÖÚÌ'Ò�ÍÎÄ

(D2×R, ḡ), ÆZÞ�Ò'Ä"ÆµÞËÒ�ÍÎÔ"ÖpçWÒ0Èpß Σ ÷�ï
f−1ÍÎØ�ÖmÔ"ÍÂÄ�ÍÂÔ"ÖÚÓ%ØZÊ�ÇáßÖpÌ'ÒîÍÎÄ H2 × R.

W�È�ù ù�Ò"ÆµÊ�Ç×Ä�ÈpÊ�Ç[ÖÚÆ×ÆµÒ
Ä?ÆµÍÂÈWÄ ÆµÈxÆµÞ�Ò"Ç×ÍÎÒ'Ô"ÖpÄ�ÄËÍøÖÚÄ Ô@ÖÚÄ�ÍÂß(ÈpÓÂÉ M2(−4) × R, Ô"Ò
Ä?ÆµÍÂÈWÄ�Ò
É.ÍÎÄ ÆµÞ�ÒÍÎÄ�ÆµÇ×È�É�Ê�Ì
ÆZÍÎÈWÄ�ÁTÃÅÄ�ÆµÞ�Ò[ß(ÈWÓÂÓÎÈ�ù�ÍÂÄ�çJùvÒmØZÞ�ÖpÓÎÓ�ÖpÉ�ÈpòËÆjÆZÞ�ÒmØ×ÍÎÔJò�ÓÎÍ úqÒ
É�Ä�ÈpÆµÖÚÆµÍÂÈWÄ M2 × R. TAÒ�ÇZÒ
Ì=ÖpÓÂÓÆµÞ�ÖÚÆôÆZÞ�Ò�ÔJÒ
ÆZÇZÍÂÌ
ḡ
ÞqÖÚØj÷�Ò
Ò'Ä{É�Ò
úqÄËÒ'É ÖpØ

4ghyp,
÷�Ò'ÍÎÄËç

ghyp
ÆZÞ�Ò[Ô"ÒíÆµÇZÍÂÌ«Èpß M2 × R. ñôØôÌ'ÈWÄ�Ø×Òíâû?Ê�Ò'ÄËÌ'Ò�ÆZÞ�Ò[ÔJÒ=ÖpÄ>Ì
Ê�Ç×õÚÖ*ÆµÊ�Ç×Ò�Èpß�Ö"ØZÊ�Ç×ßÖÚÌ'Ò

Σ
ÍÂÄ M2 × R Ò'û?ÊqÖÚÓÎØ�ÆZÞ�Ò[Ô"Ò'ÖpÄ>Ì'ÊËÇ×õÚÖÚÆZÊ�ÇZÒ[Èpß

Σ
ÍÂÄ

(D2 ×R, ḡ) Ô�Ê�ÓÕÆµÍÂò�ÓÕÍÂÒ
É�÷?ï 4.
��È!ÍÂßGÖmØZÊ�ÇáßÖpÌ'ÒîÍÂØ0ÔJÍÎÄ�ÍÂÔJÖpÓ%ÍÂÄ M2 ×R, ÖÚÓÎØ×È!ÍÕÆ�ÍÂØ0ÔJÍÎÄ�ÍÂÔJÖpÓ�ù�ÍÕÆµÞÇZÒ
ØZò�Ò
Ì
ÆfÆµÈ!ÆZÞ�ÒîÔJÒ
ÆµÇ×ÍÎÌ

ḡ.

T.Ò8Ì'ÖpÄ,Ì'ÈWÄËÌ'ÓÎÊËÉ�Ò�ÆZÞqÖÚÆmÍÂß
Σ
ÍÎØmÖ{ÔJÍÂÄ�ÍÂÔ"ÖpÓ·Ø×Ê�Ç×ßÖpÌ
Ò8ÍÂÄ M2 × R, ÆZÞ�Ò'Ä f−1(Σ)

ÍÂØmÖ{ÔJÍÎÄ�ÍÂÔ"ÖÚÓ
ØZÊËÇ×ßÖpÌ
Ò�ÍÎÄ H2 × R.
`���¯A��¼�» ¿7wÂ¿7w��xw µ z � {kzb� �.~��x� zb{ � � � � © � © �����k� |�}l} �V�k�9� �kz �^�R���c� { ��� |c� �k� z��?� �c� � ~�� z �^�.�l� �b|�{ � §| �x~7�c�j�c� { ~l�x� |c� ~�� z �^� z�� ~l�x���=� zb� �R~ { �¬�k� z�� R3 �N�c� � � } �R~7�l� �b|�{ � | �x~V~l�x�Dø z ��~ | §g� z � �E| � §g� �k� ¯ ��R� {��,|c� � � ~��x� {`z ~ | ~�� z � |�ªRz �c~.~l�x� � � { ~�� �9|�}C�kz�zb{ ���l� | ~�� | ���=� x3, ~l�x� { ���.� � ~�� z �p�i�l~�� { �k���x� � ~m~l�x�� zb{ �d� z �x~ |�} � }d| �V� x3 = 0

| �j�L~��x� � �R~�� �9|�} � }d| �V� x2 = 0
 �Eµ7�x�k��� |�{ ���=� zb� �R~ { �¬�k� z�� M2×R | ���� }l} �)® z ������� }h}N�kz �x~��l�x�x�����R�l� � ~��x�D� |�� � }d| � � � |�� � | ����� |�{ ���l� R3.

ôLóoù � Q6$0Q61 ö�*Z/�M#ö�5 û 4!Q,$
M2 × R

T.ÒôÉ�Ò
Ä�ÈpÆZÒô÷?ï
Hu

ÆZÞ�ÒôÔJÒ=ÖÚÄ@Ì'Ê�ÇáõÚÖÚÆZÊ�ÇZÒôÈpß¸ÆZÞ�ÒôçpÇµÖpò�Þ@ÈÚß¸ÆµÞ�Òfß(Ê�Ä�Ì
ÆZÍÎÈpÄ
u
È�õWÒ
Ç5Ö«É�ÈpÔ@ÖpÍÂÄJÍÎÄ D2.ÃþÆµØ�ÒXìËòËÇZÒ'Ø×ØZÍÎÈWÄUÍÂØ

2Hu = Fdiv

(
∇u√

1 + F |∇u|2

)
,

\�Ï�ÁÐÏ�]
ù�Þ�Ò
ÇZÒ

F = (1− x21 − x22)
2
= (1− r2)

2 ÖpÄ�É
div

É�Ò
Ä�ÈpÆZÒ'ØôÆµÞ�Ò[É�ÍÕõWÒ'Ç×çWÒ'ÄËÌ'Ò�ÍÎÄ R2.
<qÈWÇfÆZÞ�Ò[É�Òíâ

Æ§ÖÚÍÎÓÂØ5ÈpßGÆZÞ�ÒîÌ'ÈpÔ"ò�Ê�Æ§ÖÚÆZÍÎÈWÄ�Ø×Ò'Ò�ØZÊË÷�ØZÒ
Ì
ÆµÍÂÈWÄ�Ï�ÁÕÀ�Ï�ÁéÛËÁ
�FÒ
Æ

Σu
÷�ÒfÆµÞ�Ò�çWÇµÖpòËÞ@Èpß¸ÆµÞËÒ�ß(Ê�ÄËÌ
ÆµÍÂÈWÄ

u.
ÃÅÄ@ÆZÞ�ÍÎØ·ØZÒ
Ì
ÆµÍÂÈWÄ"ùvÒ�ù5ÖÚÄ?Æ�ÆµÈ[Èp÷ËÆ§ÖpÍÂÄJÆµÞ�Ò�Òíì�ò�Ç×Ò'Ø×ØZÍÎÈWÄ�Èpß

ÆµÞËÒmÔJÒ'ÖpÄ{Ì
Ê�Ç×õ*ÖÚÆµÊ�Ç×ÒmÈpß3ÆµÞ�Ò�ØZÊËÇ×ßÖpÌ
Ò
Σu+v

ÆµÞqÖÚÆjÍÎØ�ÆZÞ�Ò�çWÇµÖÚò�Þ{Èpß3ÆµÞ�Ò[ß(ÊËÄ�Ì
ÆZÍÎÈWÄ
v
È�õWÒ'Ç

Σu
ÖpÄËÉ

Ì'ÓÂÈWØZÒ«ÆµÈ�ÍÕÆ=Á�T.ÒmØZÞ�ÖpÓÎÓGØZÞËÈ�ù¡Þ�È�ù±ÍÂÆôß(ÈpÓÎÓÂÈ�ù�Øfß(ÇZÈWÔ \�Ï�ÁÜÏ�]fÆZÞqÖÚÆôÆµÞ�Ò�ÓÎÍÂÄ�Ò=ÖpÇ×Í��'Ò
É�Ô"Ò'ÖpÄ�Ì'Ê�ÇáõÚÖÚÆµÊËÇZÒ�5
ÆµÞ�ÖÚÆ�ù�Ò�É�Ò
Ä�ÈpÆZÒîù�ÍÂÆZÞ

Lu,
ÍÂØ0çWÍÂõWÒ
ÄxÓÎÈ�Ì'ÖpÓÂÓÕï"÷?ïjU

Luv := Fdiv

(
∇v√

1 + F |∇u|2
− F∇u ∇u · ∇v√

(1 + F |∇u|2)3

)
.

\�Ï�ÁÜÛ�]
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<qÊ�ÇáÆµÞ�Ò
ÇZÔJÈWÇZÒ"ùvÒ�ØZÞqÖpÓÂÓ�çWÍÂõWÒ"ÆµÞËÒ�ÒXìËòËÇZÒ'Ø×ØZÍÎÈpÄ�ÈÚß
Hu+v,

ÆZÞ�Ò�Ô"Ò'ÖpÄ�Ì
Ê�Ç×õ*ÖÚÆµÊËÇZÒ�Èpß�ÆZÞ�Ò�çWÇµÖÚò�Þ�Èpß
ÆµÞËÒTß(Ê�Ä�ÌíÆµÍÂÈWÄ

u+ v,
ÍÂÄ�ÆZÒ'Ç×Ô"Ø0ÈÚß<ÆµÞ�ÒTÔ"Ò'ÖpÄ8Ì
Ê�Ç×õÚÖ*ÆµÊ�Ç×Ò�ÈÚß

Σu,
ÆµÞ�ÖÚÆ�ÍÂØ

Hu.
ÃÅÄ8ÆZÞ�ÒTß(ÈpÓÎÓÂÈ�ù�ÍÂÄ�ç[ùvÒ

ØZÞ�ÖpÓÎÓ·Ç×Ò'Ø×ÆZÇZÍÂÌ
Æ[ÈWÊ�Ç[ÖÚÆZÆZÒ'Ä�ÆµÍÎÈpÄ.ÆµÈUÆ�ù�È�Ì=ÖÚØZÒ'Ø,U!ÆµÞ�Ò@ò�ÓÎÖpÄ�ÒI\(ÍÎÄAØ×Ò'Ì
ÆZÍÎÈWÄ,Ï�ÁÐë�]R5GÆµÞqÖ*Æ�ÍÂØ
u = 0,

ÖÚÄ�É\ÍÂÄ8Ø×Ò'Ì
ÆZÍÎÈWÄUÏ�Á���]5Ö!ò�ÖpÇ×Æ�ÈpßGÌ=Ö*ÆµÒ'ÄËÈWÍÎÉ8É�ÒíúqÄ�Ò
É>ÈpÄ8ÆµÞ�ÒTÉ�ÈWÔ"ÖpÍÎÄ {(r, θ) ∈ M2 | r ∈ [rε, 1]},
ù�Þ�Ò
ÇZÒ

rε = ε/2.

ã�Ò
ÇZÒTùvÒ�Ø×ÞqÖpÓÂÓ¸ØZÞ�È�ùLÆµÞqÖÚÆ6U
2Hu+v = 2Hu + Luv + FQu(

√
F∇v,

√
F∇2v),

\�Ï�Á Ù�]
ù�Þ�Ò
ÇZÒ

Qu
ÞqÖÚØf÷�ÈpÊ�Ä�É�Ò
ÉUÌ'È�Ò,�JÌ
ÍÎÒ
Ä?ÆµØfÍÕß

r ∈ [rε, 1]
ù�Þ�ÍÂÌ§ÞUØZÖÚÆµÍÂØ×úqÒ
Ø

Qu(0, 0) = ∇Qu(0, 0) = 0.

Ý<ÈJØZÞ�È�ùLÆµÞ�ÍÂØ65ËùvÒîØ×Æ§ÖÚÇ×Æ�ÈW÷�ØZÒ
Ç×õ�ÍÎÄËçJÆZÞqÖÚÆ6U
1√

1 + F |∇(u+ v)|2
=

1√
1 + F |∇u|2

− F
∇u · ∇v√

(1 + F |∇u|2)3
+Qu,1(v).

\�Ï�ÁÜë�]

Qu,1(v)
ÞqÖpØ0ÆµÞËÒTß(ÈWÓÎÓÂÈ�ù�ÍÂÄ�çmÒXì�ò�ÇZÒ
ØZØZÍÎÈpÄ

−F |∇v|2
(1 + F |∇(u+ t̄v)|2)3/2

+
3F 2 (∇u · ∇v + t̄|∇v|2)2

(1 + F |∇(u+ t̄v)|2)5/2
,

\�Ï�ÁÜè�]
ù�ÍÂÆZÞ

t̄ ∈ (0, 1),
ÖpÄ�É�ÍÕÆ�ØµÖÚÆZÍÎØ×ú�Ò'Ø

Qu,1(0) = ∇Qu,1(0) = 0.
ÝGÈ�òËÇZÈ�õWÒ3\�Ï�ÁÐë�]�ÍÂÆ�  Ø�ØZÊA�"Ì
ÍÎÒ
Ä?ÆvÆµÈ[ØZÒíÆ

f(t) =
1√

1 + F |∇(u+ tv)|2
ÖpÄ�É�ÆµÈ ù0ÇZÍÂÆZÒxÉ�È�ù�Ä}ÆµÞ�ÒxÝ�Ö=ï�ÓÎÈWÇ, éØJØZÒ
ÇZÍÂÒ'Ø"ÈpßjÈpÇZÉ�Ò
Ç"ÈpÄ�ÒUÈÚßôÆµÞ�ÍÂØ!ß(Ê�Ä�ÌíÆµÍÎÈpÄ�ÖpÄ�É�ÆµÈ.ÒíõÚÖpÓÂÊqÖÚÆZÒxÍÂÆ
ÍÎÄ
t = 1

ÁUÝ0Þ�ÖÚÆ�ÍÎØ
f(1) = f(0) + f ′(0) + 1

2
f ′′(t̄),

ù�ÍÂÆZÞ
t̄ ∈ (0, 1).

T.Ò@ÍÎÄ�Ø×Ò'ÇáÆ'\�Ï�ÁÜë�]îÍÎÄ ÆµÞ�Ò
Òíì�ò�Ç×Ò'Ø×ØZÍÎÈWÄxÆZÞqÖÚÆ�É�Ò
ú�Ä�Ò'Ø

2Hu+v
ÆµÈ!çWÒíÆ

Fdiv

(
∇(u+ v)√
1 + F |∇u|2

− F∇(u+ v)
∇u · ∇v√

(1 + F |∇u|2)3
+∇(u+ v)Qu,1(v)

)
=

2Hu + Fdiv

(
∇v√

1 + F |∇u|2
− F∇u ∇u · ∇v√

(1 + F |∇u|2)3

)
+ FQu(

√
F∇v,

√
F∇2v).

��ÍÂÄ�Ì'ÒTù�Ò«ÖpØ×ØZÊ�ÔJÒTÆµÞqÖ*Æ
Σu

ÍÎØ�Ö!ÔJÍÎÄËÍÎÔJÖpÓ%Ø×Ê�Ç×ßÖpÌ
Ò�5�ùvÒ�Ø×ÞqÖpÓÂÓ¸Ì'ÈWÄËØZÍÎÉËÒ'Ç
Hu = 0.
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`���¯A��¼�»�¿7w�7w�Xw µ7�x� � �l�x� �E|�} �R� {l�,|c� �k���l�p~��x� �,|�� � } �¬�k�������`� |�}h}��kz �^�R~ { � � ~.�l�f��� � ~�� z �^� � � �| �j� � � � ¨?� |�� �7���x�l~��.~ z ~ |�} �o��~ { �l�^�R� ��� � {��b| ~�� { �6�Lµ7�x�k��� � �l�x� �E|�} ��� {l�,|c� �k� |�{ � ��{o| �x��� |�ªRz �A~H~l�x�� zb�E| �l� {(r, θ) ∈ M2 | r ∈ [rε, 1]}
z��P� �c� � ~�� z �^� z��L�R}d| �k� C2,α. µ7�x��~ z ~ |�} �o��~ { �l�^�R� �E� � {��b| ~�� { �z�� ~��x� ��{o| �x� S z��E|�� �c� � ~�� z � u �c�����V�9� z � M2, �=�L~��x�L�l�x~�� ��{o|�}Pz�� ~l�x�0�o��~ { �l�^�R� �n� � {��b| ~�� { �k¨~l� | ~P�=� ∫

S

KextdA =

∫

S

II

I
dA,

\�Ï�Á���]
�N�x� { � I ¨ II �c�R� z ~��E~l�x�n�c�R~�� {R� �l� | �x~l� z�� ~l�x�)� { �R~ | �j� z�� ~l�x�L��� �kz �j�I��� ��� { �R�x~�� |�}F��zb{�� � � ~� zb} �£~�� | ~ II = b11b22 − b212, I = g11g22 − g212, dA =

√
I.
y�zb{ ~l�x�¤�o�,� { �k�k�R� z �^� z�� ~l�x��kz ��� � �¬�R�x~�� z�� ~l�x��� { �R~ | �j� z�� ~l�x�n��� �kz �j�p��� ��� { �R�x~�� |�}X��z�{�� ���k�G�R� ª ��� � ~�� z � � � © � � � ����� � �~l�x�R� { �o�,� { �k�k�R� z �^� { ��� }d|c� �9���l� \�Ï�Á���] �l~;�=� �R} � |�{ ~l� | ~l¨;~ |b¯ �l� � �l�x~ z�|c�k�kz �A�x~H~�� | ~ u �=� | C2,α �R}d| �k�� �c� � ~�� z �^¨ ∫

S
KextdA �=� ªRz �c�j�c�9���!µ7�c�=� z�ª ��� {R�b| ~�� z � |�}l}=z �N�'���_~ z �R~ | ~��_~l� | ~�~��c�=�3� {`z �x� { ~��� zb} �b� |�} � zm��zb{ ~��x�D�R� {l�,|c� � z�ª ~ | �l�V�9� ª � |3��} �c�l� � � {`z�� �9��� { ���l�_��� � ~�� z � � � ©�© � � � �,|c� ~C~��x��~ z ~ |�}�o��~ { �l�^�R� �¥� � {R�b| ~�� { � z�� ~��c�=� }d| �R~7�R� {l�,|c� ���9«6� |�} ��~��x���R� �Ìz�� ~��x�m~ z ~ |�} �o��~ { �l�^�R� ��� � {��b| ~�� { � z�� ~l�x��R� {��,|c� �k� ��} �x�9��~ z9� �R~l�x� { ��~�� | ~V�=� |��kzb� � |c� ~��j�¬� � � z���| ø z ��~ | §g� z � �E| � §g� �k� ¯ ��~��k�X���R� {��,|c� � | �j�~l� { �k� � �l�x� �E|�}X��{o| �x��� |�ªRz �A~P~l�x��� z��E| �l�q�c�k� �R{ � ª �9� |�ª,zb� �6����� �9| ����� z�� ~��x� �kzb� � |c� ~��V�k�k�k¨i~l�x��kz �x~ { � ª �c~�� z �e~ z ~l�x��~ z ~ |�}N� � {��b| ~�� { � z�� ~l�x���j�¬� � � z�� ~��x�Eø z �R~ | §g� z � �E| � §�� �k� ¯ ��~����x���o� |�� � } ��=� ªRz �c�j�c�9���3µ7�x�R�G~l�x� { �k�R� } ~ ��zb}h}=z �N�m� �3� �9��� | ~�� } ��¨H~ |�¯ �l� � �l�x~ z�|c�k�kz �A�x~H~l�x� z�ª ��� {��b| ~�� z � �E| �c�|�ªRzb� � �kz � � � { �x�l� � ~l�x� ��{o| �x� z�� C2,α �R}d| �k� � �c� � ~�� z �^� |�ªRz �c~ M2.

ôLó�� úëû + 1 ö�5�5'Q6$0/ 50MN&�5f+�M�2HQ,+.4ä&�ü²2 û +��pö�5'*6ö� �+ &�5q+�M#öD2H&�M
W�È�ùêù�Ò>ÇZÒ
Ø×ÆµÇ×ÍÎÌ
Æ"ÈWÊ�Ç"ÖÚÆZÆZÒ'Ä?ÆZÍÎÈWÄ�ÆZÈ.ÆZÞ�Ò>Ì'ÖpØZÒ>ÈÚßjÆµÞËÒ>ÔJÍÎÄ�ÍÂÔJÖpÓ5ØZÊ�ÇáßÖpÌ'Ò
Ø@Ì'ÓÎÈpØZÒxÆµÈ M2 × {0},ÆµÞ�ÖÚÆ«ÍÎØîÆZÞ�Ò"çWÇZÖpò�Þ.ÈpßvÆµÞ�Ò!ß(Ê�Ä�Ì
ÆZÍÎÈWÄ

u = 0.
ÃÅÄ.ÆµÞ�ÍÂØ�Ì=ÖpØ×Ò"ù�Ò@Èp÷ËÆ§ÖpÍÂÄ ÍÎÔJÔJÒ'É�ÍÎÖ*ÆµÒ
ÓÕï�ß(Ç×ÈWÔ \�Ï�ÁéÛ�]

ÆµÞ�ÖÚÆ
Lu=0 = F∆0,

ù�Þ�Ò
ÇZÒ
∆0

É�Ò
Ä�ÈpÆµÒ
Ø�ÆZÞ�Ò���Öpò�ÓÎÖpÌ'ÍÎÖpÄ�ÍÎÄ�ÆµÞËÒP�2ÖÚÆ�ÔJÒ
ÆZÇZÍÂÌ
g0
Èpß�ÆZÞ�ÒvÊ�ÄËÍÂÆGÉ�ÍÎØ×æ D2.

ÃÅÄ,ÆZÞ�ÍÎØ�ØZÒ
Ì
ÆµÍÂÈWÄ�ùvÒ8ØZÞ�ÖpÓÎÓvØ×ÆZÊ�ÉËï�ÆZÞ�Ò8Ô"Öpò�òËÍÎÄ�ç�ò�ÇZÈpò�Ò'Ç×ÆZÍÎÒ
Ø!ÈÚß
∆0.

ÃÅÄ,ÆZÞ�Ò�ß(ÈpÓÎÓÂÈ�ù�ÍÂÄ�ç>ùvÒ8Ø×ÞqÖpÓÂÓ
Ê�Ø×Ò@ÆZÞ�Ò@ò�ÈWÓÎÖpÇ�Ì
È�ÈWÇZÉ�ÍÂÄqÖÚÆZÒ'Ø

(r, θ).
ÃÅÄ�òqÖpÇáÆµÍÎÌ
Ê�ÓøÖÚÇîÈWÊ�Ç[ÖpÍÂÔNÍÎØîÆµÈ>ØZÈpÓÂõWÒ"ÍÎÄ�ÖÚÄ�ÊËÄ�ÍÎû?Ê�Ò"ùvÖ�ïRÆµÞ�Ò

ò�Ç×ÈW÷�ÓÎÒ
Ô_U
{

∆0w = f
ÍÎÄ
S1 × [r0, 1]

w|r=r0 = ϕù�ÍÂÆZÞ
r0 ∈ (0, 1)

5qÌ
ÈWÄ�Ø×ÍÎÉ�Ò
ÇZÍÎÄËç"ÖmÌ'ÈpÄ?õWÒ'ÄËÍÎÒ'Ä�Æ�Ä�ÈpÇZÔJÒ'É8ß(ÊËÄ�Ì
ÆZÍÎÈWÄ�Ø0ØZòqÖÚÌ'Òîß(ÈWÇ
w, f

ÖÚÄ�É
ϕ
5�ØZÈ!ÆµÞqÖ*Æ

ÆµÞËÒ�ÄËÈWÇZÔ Èpß
w
ÍÎØ0÷�ÈWÊ�ÄËÉ�Ò'ÉU÷�ï�ÆµÞ�ÒîÈWÄ�ÒîÈÚß

f
Á

W�È�ù©ùvÒ�Ø×ÞqÖpÓÎÓ¸ÉËÒ
úqÄËÒ�ÆZÞ�ÒîØZòqÖÚÌ'Ò�Èpß<ß(Ê�Ä�ÌíÆµÍÎÈpÄ�Ø0ù�Ò�ØZÞqÖÚÓÎÓ�ùvÈpÇZæ@ù�ÍÕÆµÞ¸Á
� �"�9�<¤(¥�¤(¨��h¿7w¸Hw�Xw ÷�� � �R� ` ∈ N ¨ α ∈ (0, 1) ¨ | �j�%~l�x� �R}=z ���9�%�l�x~�� {��b|�} I ⊂ [0, 1] ¨������c�����V�

C`,α(S1 × I)

ëWë



~ zGª ��~l�x�D��� |c� � z��#� �A� � ~�� z �^� w := w(θ, r) �l� C`,αloc (S1 × I)
��zb{ �N�c� � �'~l�x��� zb{��

‖w‖C`,α(S1×I)

�=�7���x�l~�� | �j���N�c� � � |�{ �m�l� �b|�{ � | �x~?�i�l~l� { �k���x� � ~?~ z �R� �3� �R~ { ���i�l~�� { �k���x� � ~?~ z ~��x� x2 = 0 � }| �±�k¨�i�l~l� { �k���x� � ~P~ z ~l�x� {`z ~ | ~�� z � z���| � | � ��} � 2π
k+1

|�ªRz �c~P~��x� � � { ~�� �9|�} x3 | ���=�k¨C���l~l� { �k���x� � ~P~ z ~l�x��kzb� � z �R�l~�� z � z���|L{`z ~ | ~�� z � z���| � ��} � π
k+1

|�ªRz �c~#~��x� x3 § | ���=� | �j�3~l�x�¥�R� �3� �R~ { �3�i�l~l� { �k���x� � ~#~ z~l�x� x3 = 0 � }d| �V�6�T.Ò0ÇZÒ'Ì'ÖpÓÂÓ�ÆµÞqÖ*Æ�ÈpÄ�Ò0Èpß2ÆµÞËÒ0ØZÊ�ÇáßÖpÌ'Ò
Ø�ÍÎÄ�õWÈWÓÂõWÒ
ÉmÍÎÄ�ÆZÞ�Ò0çWÓÎÊËÍÎÄ�çôò�ÇZÈ�Ì
Ò'ÉËÊ�ÇZÒ0ù�Ò�Ø×ÞqÖpÓÎÓ�ß(ÈWÓÎÓÂÈ�ù�ÆµÈTò�Ç×È�õWÒ
ÆµÞËÒ0Ô"ÖpÍÂÄ«ÆµÞ�Ò
ÈWÇZÒ
Ô_5pÍÎØ9ÖjØ×Ê�Ç×ßÖpÌ
Ò0É�Ò
ÇZÍÕõWÒ'É!÷�ï«ÆµÞ�Ò�àvÈpØ×Æ§Ö�â�ã�ÈÚä�Ô"ÖpÄ�â�åUÒ'Ò
æ�Ø9Ø×Ê�Ç×ßÖpÌ
ÒpÁ9Ý0ÞËÍÎØ9ØZÊËÇ×ßÖpÌ
Ò�5
ÖpØ�Òíì�ò�ÓÎÖpÍÎÄËÒ'ÉxÍÎÄ8ØZÊË÷�ØZÒ
Ì
ÆµÍÂÈWÄ�Ï�ÁÜü�ÁÂÀîÒ'Äba×È�ï�Ø�Ô"ÖpÄ?ï�ò�Ç×ÈWò�Ò'ÇáÆµÍÂÒ'Ø�Èpß�Ø×ï�ÔJÔ"ÒíÆµÇ×ï@ÆµÞqÖÚÆ0ùvÒîù5ÖpÄ�ÆfÆZÈJ÷�Ò
ÍÎÄËÞ�Ò'Ç×ÍÂÆµÒ
É{÷�ï>ÆZÞ�ÒmØ×Ê�Ç×ßÖpÌ
ÒmÈW÷ËÆ§ÖÚÍÎÄ�Ò
É{÷?ïUÆµÞ�Ò�çWÓÎÊËÍÎÄ�ç@ò�Ç×È�Ì'Ò
É�Ê�ÇZÒÚÁ[Ý0Þ�ÍÂØTÍÂØôÆZÞ�ÒmÇZÒ'ÖpØZÈpÄ{ß(ÈWÇôù�ÞËÍÎÌ§Þ
ùvÒîÞqÖ�õWÒîÌ§Þ�ÈWØZÒ
ÄUÆZÞ�ÒTß(Ê�Ä�ÌíÆµÍÎÈpÄxØ×òqÖpÌ
Ò�É�Ò'Ø×Ì'Ç×ÍÎ÷�Ò'É>Öp÷�È�õWÒpÁ
� ¼*¨2°3¨�®=¤(¥�¤(¨���¿?w¸HwÂ¿?w ÷�� � �R� r0 ∈ (0, 1) ¨�~��x� { �3�o���=�R~l� | � z �x� {o| ~ zb{

Gr0 : C0,α(S1 × [r0, 1]) −→ C2,α(S1 × [r0, 1])
f 7−→ w := Gr0(f)

� | ~��=� � ���l� � ~l�x� ��zb}l}=z �i�l� � �R~ | ~�� � �R�x~l�
� �  ∆0w = f

z � S1 × [r0, 1] ¨
� �l�  w = 0

z � S1 × {r0}
| �j� S1 × {1} ¨

� �l�l�  ||w||C2,α(S1×[r0,1]) 6 c ||f ||C0,α(S1×[r0,1]),
��zb{ � zb� � ��z �^�R~ | �x~ c > 0 �N�c� � �L� z �k�m� z ~��A���x�R�j�z � r0 �Ý0Þ�Ò�òËÇZÈ�ÈpßGÈpß<ÆµÞ�ÍÂØ�Ç×Ò'Ø×Ê�ÓÂÆ�ÍÎØ0Ì'ÈpÄ?Æ§ÖÚÍÎÄ�Ò
ÉxÍÎÄ8Ø×Ê�÷�Ø×Ò'Ì
ÆZÍÎÈpÄ�Ï�ÁÂÀ�Ï�ÁÐÏ�Á

ôLó+* � ü�ö�1 QR*2. &�ü¡1 Q6$0Q,1 ö�*Z4HOnM;ü�ö� �+.4ä P*,&�4?+ 2H&
M2 × {0}

ÃÅÄVÆµÞËÍÎØ�ØZÒ
Ì
ÆµÍÂÈWÄVùvÒRØZÞ�ÖpÓÎÓjØ×Þ�È�ù ÆµÞ�ÒRÒXìËÍÂØ×ÆZÒ'Ä�Ì
Ò.ÈÚß[ÔJÍÎÄ�ÍÂÔJÖpÓ�çWÇZÖpò�Þ�Ø�È�õWÒ'Ç D2 − Brε ,
ÞqÖ�õ�ÍÂÄ�ç

ò�Ç×Ò'ØZÌ
ÇZÍÂ÷�Ò'ÉR÷�ÈWÊ�ÄËÉqÖpÇ×ï�ÖpÄËÉ�ù�Þ�ÍÎÌ§ÞRÖpÇZÒ�ÖpØ×ï�ÔJòËÆµÈpÆZÍÎÌ«ÆZÈ�ÍÕÆ=Á�TAÒ�Ç×Ò'Ì=ÖÚÓÎÓ<ÆµÞ�ÖÚÆ
rε = ε/2.

T.Ò�ØZÞqÖpÓÂÓ
ÇZÒíß(ÈWÇZÔ�Ê�ÓÎÖÚÆZÒ�ÆZÞ�ÒTòËÇZÈW÷�ÓÂÒ'Ô�ÆµÈ�Ê�ØZÒ���Ì§Þ0�pÊ�ÉËÒ'Ç5úËì�Ò'Éxò�ÈpÍÎÄ?ÆvÆZÞ�Ò'ÈpÇZÒ'ÔxÁ#T.ÒTæ?Ä�È�ù ÖÚÓÎÇZÒ'ÖpÉËïJÆµÞ�ÖÚÆ5ÆµÞËÒ
çWÇZÖpò�Þ�ÈpßjÖ{ß(Ê�Ä�ÌíÆµÍÂÈWÄ

v,
ÉËÒ'Ä�ÈpÆZÒ'É�ù�ÍÂÆZÞ

Σv,
ÍÂØ!Ô"ÍÂÄ�ÍÂÔ"ÖÚÓ�53ÍÂßôÖpÄ�É�ÈWÄ�ÓÕï�ÍÕßfÆµÞ�Ò�ß(Ê�Ä�Ì
ÆZÍÎÈpÄ

v
ÍÂØJÖ

ØZÈpÓÎÊËÆZÍÎÈWÄ�Èpß
F
(
∆0 v +Q0

(√
F∇v,

√
F∇2v

))
= 0.

\�Ï�Áº��]
Ý0Þ�ÍÂØvÒ
û�Ê�ÖÚÆµÍÂÈWÄ@ÍÎØ�Ö[Ø×ÍÎÔJò�ÓÎÍ úqÒ'É!õWÒ'ÇZØ×ÍÎÈWÄq\ØZÍÂÄ�Ì
Ò

u = 0
]·ÈÚßP\�Ï�Á Ù�]íÁ�Ý0Þ�ÒjÈpò�Ò'ÇµÖ*ÆµÈWÇ

Q0
ÞqÖpØv÷�ÈpÊ�Ä�É�Ò
É

Ì'È�ÒR�JÌ'ÍÂÒ'Ä?ÆZØ�ß(ÈWÇ
r ∈ [rε, 1].

ÃþÆµØ�Òíì�ò�Ç×Ò'ØZØ×ÍÎÈWÄUÍÎØ
div (∇v Q0,1)

ù�Þ�Ò
ÇZÒ
Qu,1

ÍÂØ�çpÍÂõWÒ
Äx÷?ïp\½Ï�Áéè�]XÁ

ëpè



W�È�ù ÓÎÒ
Æ6 éØTÌ'ÈpÄ�ØZÍÂÉ�Ò'Ç�Ö�ß(Ê�Ä�ÌíÆµÍÎÈpÄ
ϕ ∈ C2,α(S1)

ù�Þ�ÍÂÌ§Þ.ÍÂØTÒ
õWÒ
Ä.ù�ÍÕÆµÞRÇZÒ
ØZò�Ò'ÌíÆ«ÆZÈ
θ
5�Ì'ÈWÓÂÓÎÍÂÄËÒ=ÖpÇ�ÆµÈ

cos(j(k + 1)θ),
\(ß(ÈpÇ

k > 1
úËì�Ò
ÉX]5ù�ÍÂÆZÞ

j > 1
ÖpÄËÉxÈ�É�ÉUÖpÄ�ÉxØ×Ê�ÌXÞxÆZÞqÖÚÆ

‖ϕ‖C2,α 6 κε2.
\�Ï�ÁÜü�]

T.Ò�ÉËÒ
úqÄËÒ
wϕ(·, ·) := Hrε,ϕ(·, ·),ù�Þ�Ò
ÇZÒ H ÍÂØmÆµÞ�ÒxÈpò�Ò'ÇµÖ*ÆµÈWÇ!ÈÚßjÞqÖÚÇZÔJÈWÄ�ÍÎÌ�Òíì�ÆµÒ
Ä�ØZÍÂÈWÄ�ÍÂÄ?ÆZÇZÈ�É�Ê�Ì
Ò'É}ÍÂÄ�ò�Ç×ÈWò�ÈWØZÍÕÆµÍÂÈWÄ}Ï�ÁÕÀ�Ï�ÁÂÀWÁ�Ý0Þ�Ò

òqÖpÇáÆµÍÂÌ'Ê�ÓÎÖpÇ·Ì§Þ�ÈWÍÂÌ'ÒôÈpß
ϕ
ÖÚØZØZÊËÇZÒ'ØvÆµÞqÖÚÆvÍÂÆZØvÞqÖÚÇZÔJÈWÄ�ÍÂÌ�ÒXì�ÆµÒ'ÄËØZÍÎÈpÄ8÷�Ò
ÓÎÈpÄ�çWØ�ÆZÈ[ÆµÞ�Ò�ß(Ê�Ä�ÌíÆµÍÂÈWÄqÖpÓ�Ø×òqÖpÌ
Ò

ÈpßGÉ�Ò
ú�Ä�ÍÂÆZÍÎÈWÄxÏ�ÁéÙËÁÂÀWÁ
ÃÅÄAÈWÇ×É�Ò'ÇîÆµÈUØZÈWÓÕõWÒJÆZÞ�Ò"Ò'û?ÊqÖ*ÆµÍÂÈWÄ¡\�Ï�Áº��]R5�ùvÒ@ÓÂÈ�ÈWæ>ß(ÈWÇ

v
ÈpßvÆµÞËÒJß(ÈWÇZÔ

v = wϕ + w
ù�Þ�Ò'Ç×Ò

w ∈
C2,α(S1 × [rε, 1])

ÖpÄ�É
v = ϕ

ÈWÄ
S1 × {rε}.

JfØZÍÂÄ�ç�ò�ÇZÈpò�ÈWØZÍÕÆµÍÎÈpÄRÏ�Á Ù�ÁÜÏA5�ù�Ò!Ì'ÖpÄRÇ×Ò'ò�ÞËÇµÖpØZÒ�ÆµÞËÍÎØ
ò�Ç×ÈW÷�ÓÎÒ
ÔðÖpØfÖ�úËì�Ò'ÉUò�ÈWÍÎÄ�Æ�ò�Ç×ÈW÷�ÓÂÒ'Ô

w = S(ϕ,w)
\�Ï�ÁÂÀ�
�]

ù�Þ�Ò
ÇZÒîÆµÞ�ÒîÄËÈWÄ�ÓÎÍÂÄ�Ò=ÖÚÇ5Ô@ÖÚò�ò�ÍÎÄËç
S
ù�Þ�ÍÎÌ§ÞxÉ�Ò'ò�Ò
Ä�É�Ø�ÈpÄ

ε
ÖpÄ�É

ϕ
ÍÎØ0É�ÒíúqÄ�Ò
É>÷?ï

S(ϕ,w) := −Grε (Q0 (wϕ + w)) ,

ù�Þ�Ò
ÇZÒ"ÆµÞËÒ"ÈWò�Ò'ÇZÖÚÆµÈWÇ
G
ÍÂØ�É�Ò
úqÄËÒ'É�ÍÎÄ.òËÇZÈWò�ÈWØ×ÍÂÆµÍÂÈWÄAÏ�ÁéÙ�ÁÜÏ�Á�ÝGÈUò�ÇZÈ�õWÒ"ÆZÞ�Ò"Òíì�ÍÂØ×ÆµÒ
Ä�Ì'Ò@Èpß0Öxú�ìËÒ
É

ò�ÈWÍÂÄ?Ævß(ÈWÇ�\½Ï�ÁÕÀ�
�]�ùvÒTÄ�Ò'Ò
ÉxÆZÞ�Òjß(ÈWÓÂÓÎÈ�ù�ÍÂÄ�ç[ÇZÒ
ØZÊ�ÓÕÆ0ÆZÞqÖÚÆ0Ø×ÆµÖÚÆµÒ
Ø0ÆµÞ�ÖÚÆ
S
ÍÎØ0Ö�Ì'ÈWÄ�ÆµÇµÖÚÌ
ÆµÍÂÈWÄ�Ô"Öpò�òËÍÎÄ�çFU

� ��¯A¯A�.¿?w ÿ w�xw µ7�x� { ���o���=�R~i� zb� � �kz �^�R~ | �x~�� cκ > 0
| �j� εκ > 0 ¨i�R� � ��~l� | ~

‖S(ϕ, 0)‖C2,α 6 cκε
4 \½Ï�ÁÕÀWÀS]

| �j�b¨ ��zb{�|�}l} ε ∈ (0, εκ)

‖S(ϕ, v2)− S(ϕ, v1)‖C2,α 6
1

2
‖v2 − v1‖C2,α

‖S(ϕ2, v)− S(ϕ1, v)‖C2,α 6 cε2 ‖ϕ2 − ϕ1‖C2,α(S1)��zb{_|�}l}
v1, v2 ∈ C2,α(S1 × [rε, 1]) �R� � �£~l� | ~ ‖vi‖C2,α 6 2cκε

4 | �j� ��zb{_|�}l})ªRz �c�j� |�{ �·� | ~ |
ϕ, ϕ1, ϕ2 ∈ C2,α(S1) � | ~��=� � ���l� � \½Ï�Áéü�] �
� ¼*¨¸¨2ª`w TAÒîæ?Ä�È�ùLß(ÇZÈWÔ ò�Ç×ÈWò�ÈWØZÍÕÆµÍÂÈWÄxÏ�Á Ù�ÁÜÏ[ÆµÞqÖÚÆ ‖Grε(f)‖C2,α 6 c‖f‖C0,α ,

ÆZÞ�Ò'Ä

‖S(ϕ, 0)‖C2,α 6 c‖Q0 (wϕ) ‖C0,α ,

÷�Ò'Ì'ÖpÊ�Ø×Ò
wϕ

ÍÂØfÖÚÄxÞqÖpÇ×Ô"ÈpÄ�ÍÎÌôß(Ê�ÄËÌ
ÆµÍÂÈWÄ¸Á
Ý<ÈJúqÄ�É>ÖÚÄUÒ
Ø×ÆµÍÂÔ@Ö*ÆµÒTÈpßGÆµÞ�ÒîÄ�ÈWÇZÔêÖÚ÷�È�õWÒîùvÒ�Ç×Ò'Ì=ÖÚÓÎÓ¸ÆZÞqÖÚÆ ‖ϕ‖2,α 6 κε2

ÖpÄ�É8ÆµÞqÖÚÄ�æ?ØfÆµÈJòËÇZÈWò�ÈÚâ
ØZÍÕÆµÍÂÈWÄxÏ�ÁÕÀ�Ï�ÁÕÀTùvÒ�Èp÷ËÆ§ÖpÍÂÄ

‖wϕ‖C2,α 6 c‖ϕ‖C2,α 6 cκε
2.

ë��



Ý0Þ�Ò
Ä
‖Q0 (wϕ) ‖C0,α 6 c‖w‖22,α 6 c‖ϕ‖2C2,α(S1) 6 cκε

4.Ý0Þ�Ò
ÄUù�Ò�Ì'ÖpÄxÌ'ÈWÄ�Ì
ÓÎÊ�ÉËÒ
‖S(ϕ, 0)‖C2,α 6 cκε

4.ñôØ0ß(ÈWÇ5ÆZÞ�ÒîØZÒ
Ì'ÈWÄ�ÉUÒ'ØáÆµÍÂÔ@ÖÚÆZÒ�5�ùvÒ�Èp÷�ØZÒ
Ç×õWÒîÆµÞqÖÚÆ
‖S(ϕ, v2)− S(ϕ, v1)‖C2,α 6 c‖Q0 (wϕ + v2)−Q0 (wϕ + v1) ‖C0,α .

Ý0ÞqÖpÄËæ�Ø�ÆµÈmÆµÞËÒ�Ì
ÈWÄ�Ø×ÍÎÉ�Ò
ÇµÖÚÆZÍÎÈWÄ�Ø0Ô"ÖpÉ�ÒîÖÚ÷%È�õWÒîÍÂÆ5ß(ÈWÓÎÓÂÈ�ù�Ø5ÆZÞqÖÚÆ

||Q0 (wϕ + v2)−Q0 (wϕ + v1)||C0,α 6 c||v2 − v1||C2,α‖wϕ‖C2,α 6

6 cκε
2||v2 − v1||C2,α .Ý0Þ�Ò
Ä

‖S(ϕ, v2)− S(ϕ, v1)‖C2,α 6 cκε
2||v2 − v1||C2,α .Ý<ÈJØZÞ�È�ùLÆµÞ�ÒTÆZÞ�ÍÎÇ×É8Ò'Ø×ÆZÍÎÔ"ÖÚÆµÒôùvÒîò�ÇZÈ�Ì'Ò
Ò'É>ÖpØfÖÚ÷�È�õWÒ�U

‖S(ϕ2, v)− S(ϕ1, v)‖C2,α 6 c‖Q0 (wϕ2 + v)−Q0 (wϕ1 + v) ‖C0,α

6 c||wϕ2 − wϕ1||C2,α‖v‖C2,α 6 cε2||ϕ2 − ϕ1||C2,α(S1).

v ¬��?¨2¼*��¯ ¿?w ÿ wÂ¿7w�¦ �R~ ª � B := {w ∈ C2,α(S1 × [rε, 1)) | ||w||C2,α 6 2cκε
4}. µ7�x�R�·~l�x�3� z � §} �l�V� |�{D�E| ���j�l� � S �c�����V�9� |�ªRzb� ��� | � | �c�x��«6�X�i���A�9��� z �l�x~ v �l� B.

� ¼*¨¸¨2ª`w Ý0Þ�Ò�ò�Ç×Ò
õ�ÍÎÈWÊËØfÓÂÒ'ÔJÔ@Ö[ØZÞ�È�ù�ØfÆZÞqÖÚÆ65qÍÕß
ε
ÍÎØ0ÌXÞ�ÈpØZÒ'ÄUØZÔ"ÖpÓÂÓ¸Ò
Ä�ÈWÊ�çpÞ75qÆZÞ�ÒîÄ�ÈWÄ�ÓÂÍÎÄ�Ò'ÖpÇ5Ô@ÖÚò�â

ò�ÍÂÄ�ç
S
ÍÎØfÖJÌ'ÈWÄ�ÆµÇµÖÚÌ
ÆZÍÎÈWÄxÔ@ÖÚò�ò�ÍÎÄËç!ß(ÇZÈpÔðÆZÞ�Ò«÷qÖpÓÂÓH��Èpß9ÇµÖpÉ�ÍÂÊ�Ø

2cκε
4 ÍÎÄ C2,α(S1 × [rε, 1])

ÍÂÄ?ÆµÈ
ÍÂÆZØZÒ
ÓÂß�Á�Ý0Þ�ÍÂØfõ*ÖpÓÎÊËÒîß(ÈWÓÎÓÂÈ�ù�Ø0ß(Ç×ÈWÔðÆZÞ�Ò�Ò'Ø×ÆZÍÎÔ"ÖÚÆµÒîÈÚß�ÆµÞ�Ò�Ä�ÈWÇ×ÔêÈpß

S(0).
àvÈpÄ�ØZÒ
û�ÊËÒ'Ä?ÆµÓÕïxÆZÞqÖpÄ�æ?ØfÆµÈ��Ì§Þ0�pÊËÉ�Ò'Ç�úËì�Ò
É>ò�ÈpÍÎÄ?Æ5ÆµÞ�Ò
ÈWÇZÒ
Ô_5

S
ÞqÖÚØ�ÖÚÄxÊ�Ä�ÍÂû�ÊËÒTúËì�Ò'ÉUò�ÈWÍÎÄ�Æ

w
ÍÂÄ�ÆµÞ�ÍÂØ0÷qÖpÓÎÓ�Á

T.Ò!ÞqÖ=õWÒ!ò�ÇZÈ�õWÒ'ÉRÆµÞ�ÒmÒíì�ÍÂØ×ÆµÒ
Ä�Ì'ÒJÈÚßvÖ�Ô"ÍÂÄ�ÍÂÔ"ÖÚÓGØZÊËÇ×ßÖpÌ
Ò�5�É�Ò'Ä�ÈÚÆµÒ'ÉRù�ÍÂÆZÞ
Sm(ϕ),

ù�Þ�ÍÎÌ§Þ ÍÂØTÌ
ÓÎÈWØ×Ò
ÆµÈ M2 × {0}, ÖpÄËÉUÌ'ÓÂÈWØZÒTÆµÈJÍÕÆµØ�÷�ÈpÊ�Ä�ÉqÖÚÇ×ï8ÍÂØ0ÆµÞ�ÒTõWÒ'Ç×ÆZÍÎÌ'ÖpÓFçWÇµÖÚò�ÞxÈ�õWÒ
Ç�ÆµÞ�Ò«ÖÚÄ�Ä�Ê�ÓÂÊ�Ø B2rε − BrεÈpß�Ömß(Ê�ÄËÌ
ÆµÍÂÈWÄ�ù�Þ�ÍÎÌ§ÞxÌ=ÖÚÄU÷�ÒîÒXìËò�ÖpÄ�É�Ò
É�ÖpØ

Ūm(r, θ) = Hrε,ϕ(r, θ) + V̄m(r, θ),
ù�ÍÂÆZÞ ||V̄m||C2,α 6 cε2.

Ý0Þ�Ò�ß(Ê�Ä�Ì
ÆZÍÎÈWÄ
V̄m

ÉËÒ'ò�Ò'ÄËÉ�ØjÄ�ÈWÄUÓÎÍÂÄ�Ò=ÖpÇ×ÓÕï�ÈpÄ
ε, ϕ.

<qÊ�ÇáÆµÞ�Ò
ÇZÔJÈWÇZÒ«ÖÚØ�ÍÂÆfÍÎØfÒ'ÖpØ×ï8ÆZÈ@ò�Ç×È�Èpß�ÆµÞqÖÚÄ�æ?Ø
ÆµÈmÆµÞËÒîÆZÞ�ÍÎÇ×É8Ò'ØáÆµÍÎÔ"ÖÚÆZÒTÈpßGÓÎÒ
Ô"Ô"ÖmÏ�ÁÜë�ÁÂÀ�5�ÍÂÆ0ØµÖÚÆZÍÎØ×ú�Ò'Ø

‖V̄m(ε, ϕ)(rε·, ·)− V̄m(ε, ϕ
′)(rε·, ·)‖C2,α(B̄2−B1) 6 cε‖ϕ− ϕ′‖C2,α(S1).

\½Ï�ÁÕÀ�Ï�]

ë��



ôLó43 úëû +  �ö�2H+.$0&�Q6- Q6$
M2 × R

Ý0Þ�ÒîÌ=Ö*ÆµÒ'ÄËÈWÍÎÉ8ÍÂÄ�ÆZÞ�ÒîØ×òqÖpÌ
Ò M2 ×R Ì'ÖpÄx÷�ÒîÈp÷ËÆ§ÖpÍÂÄ�Ò
É8÷?ï@ÆµÞ�ÒTÇZÒíõWÈWÓÎÊËÆZÍÎÈpÄ8ÖpÇZÈWÊËÄ�É�ÆµÞ�Ò
x3
Ö*ì�ÍÎØ,5

{0, 0} × R, ÈÚßfÖpÄ�ÖÚò�ò�ÇZÈpò�ÇZÍÎÖÚÆµÒJÌ'Ê�ÇáõWÒ γ \ØZÒ
ÒqYéÛpü�[h]íÁ�TAÒ@Ì'ÈpÄ�ØZÍÂÉ�Ò'Ç�ÖxõWÒ'Ç×ÆZÍÎÌ'ÖpÓ�çpÒ'È�É�Ò
ØZÍÂÌ�òËÓøÖpÄ�Ò
Ì'ÈpÄ?Æ§ÖÚÍÎÄ�ÍÂÄ�ç«ÆµÞ�ÒjÈWÇ×ÍÎçWÍÂÄ@Èpß M2 ÖÚÄ�É�ÆµÞ�ÒjÌ'Ê�ÇáõWÒ γ. �FÒ
Æ r ÷�ÒjÆµÞËÒTÒ
Ê�Ì'ÓÂÍÎÉ�Ò'ÖpÄ�ÉËÍÎØ×ÆµÖpÄ�Ì
ÒT÷�ÒíÆ�ù�Ò'Ò
ÄxÆZÞ�Òò�ÈWÍÂÄ?ÆjÈpß

γ
ÖÚÆTÞ�Ò
ÍÎçWÞ�Æ

t
ÖpÄ�É{ÆZÞ�Ò

x3
Ö*ì�ÍÎØ6U�ùvÒmÉ�Ò
Ä�ÈpÆµÒ�ù�ÍÂÆZÞ

r = r(t)
Ö�òqÖpÇµÖÚÔ"ÒíÆµÇ×Í=�=Ö*ÆµÍÂÈpÄ�Èpß

γ.Ý0Þ�ÒjØ×Ê�Ç×ßÖÚÌ'ÒjÈp÷ËÆ§ÖpÍÂÄ�Ò
É�÷�ï"ÇZÒíõWÈWÓÎÊËÆZÍÎÈpÄ@Èpß
γ,
ÍÂØ�Ô"ÍÂÄ�ÍÂÔ"ÖÚÓ�ù�ÍÂÆµÞ@ÇZÒ
ØZò�Ò
Ì
Æ0ÆZÈ[ÆZÞ�ÒôÔJÒ
ÆµÇ×ÍÎÌ

ghyp
ÍÕß�ÖpÄËÉ

ÈWÄ�ÓÕï�ÍÕß
r = r(t)

ØµÖÚÆZÍÎØ×ú�Ò'Ø�ÆZÞ�ÒTß(ÈWÓÂÓÎÈ�ù�ÍÂÄ�ç�É�ÍÂä%Ò'Ç×Ò'Ä�ÆµÍÎÖpÓ�Ò'û?ÊqÖÚÆZÍÎÈWÄp\ØZÒ
Ò�ØZÊË÷�ØZÒ
Ì
ÆµÍÂÈWÄ�Ï�ÁÕÀ�Ï�Á Ù�]�U

r(t)
∂2r

∂t2
−
(
∂r

∂t

)2

− (1− r(t)4) = 0.
\½Ï�ÁÂÀ�Û�]

ñ úqÇ×Ø×ÆfÍÂÄ?ÆµÒ
çWÇµÖÚÓ�ß(ÈWÇ5ÆZÞ�ÍÎØ0Ò
û�Ê�ÖÚÆµÍÂÈWÄxÍÂØ6U
(
∂r

∂t

)2

= Cr2 − (1 + r4)
\½Ï�ÁÕÀ=Ù�]

ù�ÍÂÆZÞ
C > 2

ÖpÄ�É.Ì'ÈpÄ�Ø×ÆµÖpÄ?Æ'Á'��ï{ÆµÞËÒ"ÇZÒ
ØZÈWÓÂÊËÆµÍÂÈWÄ ÈpßvÒ'û?ÊqÖÚÆZÍÎÈWÄ (∂r
∂t

)2
= 0,

ÍÕÆ�ÍÎØîÒ=ÖpØáïRÆµÈUò�Ç×È�õWÒ
ÆµÞ�ÖÚÆ�ÆZÞ�ÒTß(Ê�Ä�ÌíÆµÍÂÈWÄ

r(t)
ÞqÖpØfÖ!ÔJÍÎÄËÍÎÔ[Ê�Ô�õÚÖpÓÂÊ�Ò

rmin
çpÍÂõWÒ'Ä8÷?ïjU

rmin =

√
C −

√
C2 − 4

2
=

√
C/2 + 1

2
−
√
C/2− 1

2
< 1.

��ÍÂÄ�Ì'ÒTù�Ò«ÖpØ×ØZÊ�ÔJÒ
C = 1

ε4
,
ùvÒîçWÒ
Æ

rmin =

√
C/2 + 1

2
−
√
C/2− 1

2
=
√
C

(
1 +

1

C
− 1 +

1

C
+O

(
1

C2

))
=

1√
C

+O
(

1

C3/2

)
= ε2 +O(ε6).

T.Ò�É�Ò'ÄËÈpÆµÒ[ù�ÍÂÆZÞ
Ct

ÖÚÄ�É
Cb,

ÇZÒ
ØZò�Ò'ÌíÆµÍÕõWÒ'ÓÂï�5¸ÆZÞ�Ò�òqÖÚÇ×ÆjÈpß3ÆµÞ�Ò�Ì'ÖÚÆµÒ
Ä�ÈWÍÂÉ{Ì
ÈWÄ?ÆµÖpÍÎÄËÒ'É�ÍÎÄ M2 × R+ÖpÄ�É M2 × R−.

T.Ò�Ø×Ò
Æ
tε = −ε2 ln εT.ÒôÄ�Ò'Ò
É�úqÄ�É@ÆµÞËÒôòqÖpÇµÖÚÔ"ÒíÆµÇZÍ��=Ö*ÆµÍÂÈpÄ"Èpß
Ct
ÖpÄ�É

Cb
ÖpØvçWÇZÖpò�Þ�Ø�ÈWÄ@ÆZÞ�ÒôÞ�ÈWÇZÍ��'ÈpÄ?Æ§ÖÚÓ�òËÓøÖpÄËÒ�ÇZÒ'Ø×ò�Ò'ÌXâ

ÆµÍÕõWÒ'ÓÕïJß(ÈpÇ
t ∈ [tε− ε2 ln 2, tε+ ε2 ln 2]

ÖpÄ�É
t ∈ [−tε− ε2 ln 2,−tε+ ε2 ln 2].

T.ÒjØ×ÆµÖpÇ×ÆvúqÄ�ÉËÍÎÄ�ç
ÆµÞËÒ�ÒXì�ò�ÇZÒ
ØZØZÍÂÈWÄUÈpß

r(t)
ß(ÈpÇ

t
ÍÂÄ�ÆµÞ�ÒîÍÂÄ?ÆZÒ'Ç×õ*ÖpÓ¸ØZò�Ò
Ì'ÍÂú�Ò'ÉU÷�Ò
ß(ÈWÇ×ÒpÁiT.ÒîÉ�Ò'Ä�ÈÚÆµÒ�ÍÕÆ�÷�ï

rε(t).

ëpü



� ��¯A¯A�.¿?w&%7w�xw)y�zb{
ε > 0 � �E|�}l} �R� z � � ��¨������ |�� �

rε(t) = ε2 cosh
t

ε2
+O(ε6e

t
ε2 )

| �j� ∂trε(t) = sinh
t

ε2
+O(ε4e

t
ε2 )

��zb{
t ∈ [0, tε + ε2 ln 2] � � zb{ � zb� � { � � t ∈ [tε − ε2 ln 2, tε + ε2 ln 2] ¨������c� { � � �

rε(t) = O(ε)
| �j� ∂trε = O (ε−1

)
.� ¼*¨¸¨2ª`w TAÒ�É�Ò
úqÄËÒmÆµÞ�Ò[ß(Ê�Ä�Ì
ÆZÍÎÈWÄ

v(t)
ÍÂÄ{ØZÊËÌXÞ.Ö@ùvÖ�ï

rε(t) = rε(0) cosh v(t)
5�ù�ÍÂÆZÞ

v(0) = 0ÖpÄ�É
rε(0)

ÆZÞ�ÒîÔ"ÍÂÄ�ÍÂÔ[Ê�Ô ß(ÈpÇ
rε(t).

ÃþÆfØZÖÚÆµÍÂØ×úqÒ
Ø
Cr2ε(0)− (1 + r4ε(0)) = 0,

ß(ÇZÈpÔ ù�Þ�ÍÎÌ§Þ
1 = Cr2ε(0)− r4ε(0).

\½Ï�ÁÂÀ�ë�]
Ñ3ÓÎÊ�çpçWÍÎÄËç

rε(t)
ÍÎÄp\�Ï�ÁÕÀ=Ù�]5ÖÚÄ�ÉxÊ�ØZÍÂÄ�çe\�Ï�ÁÕÀ�ë�]R5�ùvÒîÞqÖ�õWÒ

(∂tv)
2 = C − r2ε(0)(1 + cosh2 v(t))ÖpÄ�ÉxÊËÄ�É�Ò
Ç�ÆµÞ�ÒîÞ�ï�ò�ÈpÆµÞ�Ò
ØZÍÂØ

t

ε2
6 v (t) 6

t

ε2
+ 1

ùvÒJÈW÷ËÆ§ÖÚÍÎÄ{ÆµÞqÖÚÆ
(∂tv)

2 = C + O(ε4e
t
ε2 )

ÖÚÄ�É ÆµÞ�Ò
Ä
v(t) =

√
Ct + O(ε6e

t
ε2 )
ÁETAÒJÇ×Ò'Ô"ÖpÇZæ{Ö

ò�ÈWØáÆµÒ'Ç×ÍÎÈWÇ×Í¸ÆZÞqÖÚÆ t
ε2

6 v(t) 6 t
ε2

+ 1
ÞËÈWÓÎÉ�Ø5ß(ÈWÇ

t ∈ [0, tε + ε2 ln 2]
5
ε > 0

Ø×Ô@ÖÚÓÎÓ�Ò'Ä�ÈpÊ�çWÞ¸Á���ÍÎÄ�Ì
Ò
rε(0) = rmin = ε2 +O(ε6),

ùvÒ�çpÒ
Æ

rε(t) = rε(0) cosh v(t) = ε2 cosh

(
t

ε2

)
+O(ε6e

t
ε2 )

\½Ï�ÁÕÀ�è�]
W�È�ù ùvÒAÖpØ×ØZÊ�ÔJÒ ÆZÞqÖÚÆ

t ∈ [tε − ε2 ln 2, tε + ε2 ln 2]
5jÆµÞ�Ò
Ä

rε(t) = O(ε)
ÖÚÄ�É

∂trε(t) =

sinh
(
t
ε2

)
+O(ε4e

t
ε2 ) = O(ε−1)

Á
W�È�ù}ùvÒ�Ì=ÖÚÄJò�ÇZÈ�õWÒfÖTÓÎÒ'ÔJÔ"Ö�ÆµÞqÖ*Æ�çWÍÂõWÒ0ÊËØ3ÆµÞ�Ò�ò�ÖpÇµÖpÔJÒ
ÆZÇZÍ��=ÖÚÆZÍÂÈWÄ�Èpß�ÆµÞËÒ�òqÖpÇáÆ�Èpß%Ì=ÖÚÆZÒ'Ä�ÈpÍÎÉmù�Þ�ÈWØ×Ò
Þ�Ò
ÍÎçWÞ�Æ

t
÷�Ò
ÓÎÈpÄ�çWØ0ÆZÈ"ÖmÄ�Ò
ÍÎçWÞ?÷�ÈWÊ�ÇZÞËÈ�È�ÉxÈpß

tε.� ��¯A¯A�L¿7wd%7wÂ¿7w�y�zb{
ε > 0 ¨D� �E|�}l} �R� z � � � | �j� t ∈ [tε − ε2 ln 2, tε + ε2 ln 2] ¨�~l�x�G�R� {��,|c� �

Ct
�9| � ª �����k�R� z �·~l�x� | �x�x� } ��� {reiθ; rε

2
6 r 6 2rε

} | ��~��x� ��{o| �x� z�� ~l�x� � �A� � ~�� z � Wt(r, θ)�N�c� � �n� | ~��=�����k�
Wt(r, θ) = ε2 ln

2r

ε2
+OC2,α

b
(ε3),

\½Ï�ÁÕÀS��]
®X� � � }d|�{�} �)� � t ∈ [−tε−ε2 ln 2,−tε+ε2 ln 2], ~l�x�i�R� {��,|c� � Cb �9| � ª �#���k�R� z � {(r, θ); rε2 6 r 6 2rε

}
| ��~��x� ��{o| �x� z�� ~��x� � �c� � ~�� z �

Wb(r, θ) = −ε2 ln
2r

ε2
+OC2,α

b
(ε3).

è�




� ¼*¨¸¨2ª`w Ý0Þ�Ò!úqÇ×Ø×Æ�ÇZÒ
ØZÊ�ÓÕÆîß(ÈWÓÂÓÎÈ�ù±Ò=ÖpØ×ÍÎÓÕï>ß(ÇZÈpÔ ÆZÞ�Ò!Þ?ï�ò�ÈpÆZÞ�Ò'Ø×ÍÎØ«ÖpÄ�ÉRÆµÞËÒJÒ
û?ÊqÖÚÆµÍÂÈWÄ²\�Ï�ÁÂÀ=è�]íÁmÝ0Þ�Ò
ØZÒ
Ì'ÈWÄËÉ_ÈWÄËÒUÌ=ÖpÄ�÷�ÒUØZÞ�È�ù�ÄhÈW÷�ØZÒ
Ç×õ�ÍÎÄËçAÆZÞqÖÚÆ

Cb
ÍÎØ!ÆµÞËÒ>ÍÂÔ@ÖÚçWÒ8Èpß

Ct
÷?ï,ÆµÞËÒ>Ç×Ò,�qÒ
Ì
ÆZÍÎÈWÄ}ù�ÍÕÆµÞ

ÇZÒ
ØZò�Ò
Ì
ÆfÆµÈ!ÆZÞ�Ò
x3 = 0

ò�ÓÎÖpÄ�ÒÚÁ3ÃÅÄUÈÚÆµÞ�Ò
Ç0ÆµÒ
ÇZÔJØ
Wb(r, θ) = −Wt(r, θ).

ôLó+� � ü�ö�1 QR*2. &�ü¤1 Q6$0Q,1 ö�*q4HOnM;ü�ö� �+.4Î P*,&�4?+ 2H& ö  �öD2H+.$0&�Q,- &�$
S1 × [rε, 1]

ÃÅÄ�ÆZÞ�ÍÎØ[ØZÒ
Ì
ÆµÍÂÈWÄ�ùvÒ�ù5ÖÚÄ?Æ�ÆµÈ{Ø×Þ�È�ù ÆµÞ�Ò�Òíì�ÍÂØ×ÆµÒ
Ä�Ì
Ò8ÈpßfÔJÍÎÄ�ÍÂÔJÖpÓ�çWÇµÖpòËÞ�ØmÈ�õWÒ'Ç[ÆµÞ�Ò�òqÖpÇáÆµØ�Èpß�ÆµÞËÒ
ØZÊËÇ×ßÖpÌ
Ò'Ø

Ct
ÖpÄËÉ

Cb
\(É�Ò'Ø×Ì'Ç×ÍÎ÷�Ò'É©ÍÂÄVò�ÇZÒíõ�ÍÂÈWÊ�Ø8ØZÒ
Ì
ÆµÍÂÈWÄX]@É�Ò
úqÄËÒ'ÉLÈWÄ

S1 × [rε, 1] ⊂ M2 ÖpÄËÉÖpØáï�ÔJòËÆZÈpÆµÍÂÌ�ÆµÈ@ÆZÞ�Ò'ÔxÁ¥T.Ò�æ?Ä�È�ù±ÆZÞqÖÚÆ�ÆµÞ�Ò[çWÇµÖÚò�Þ�Èpß3ÆZÞ�Ò[ß(ÊËÄ�Ì
ÆZÍÎÈWÄ
u + v

ÍÎØ�Ô"ÍÂÄ�ÍÂÔ"ÖÚÓ�52÷�Ò'ÍÂÄ�ç
uÆµÞËÒîß(ÊËÄ�Ì
ÆZÍÎÈWÄ�ù�Þ�ÈWØ×Ò�çWÇµÖÚò�ÞxÍÂØ5ÆµÞ�ÒîÌ=Ö*ÆµÒ'ÄËÈWÍÎÉV5qÍÕß�ÖpÄ�É8ÈWÄ�ÓÂï@ÍÂß

v
ÍÎØ�Ö!Ø×ÈWÓÎÊ�ÆµÍÎÈpÄ�ÈpßGÆZÞ�ÒîÒ'û?ÊqÖÚÆZÍÎÈWÄ

Hu+v = 0
\½Ï�ÁÕÀ���]

ù�Þ�ÈWØ×Ò�Òíì�ò�Ç×Ò'ØZØZÍÂÈWÄUÍÂØ�çpÍÂõWÒ
Äx÷?ï³\�Ï�ÁéÙ�]íÁ3Ý0Þ�ÒîÒíì�ò�ÓÎÍÂÌ'ÍÕÆ0Òíì�ò�Ç×Ò'ØZØZÍÂÈWÄUÈpß
Luv

ÍÂØ

F

(
1√
A
∆0v + ∂r

(
1√
A

)
∂rv −

1

A
3
2

∂ru ∂r (F∂ru) ∂rv − F∂ru ∂r

(
1

A
3
2

∂ru ∂rv

))
,
\½Ï�ÁÕÀ�ü�]

ù�Þ�Ò
ÇZÒ
F = (1− r2)2,

A = 1 + F |∇u|2 = (C − 2)r2

Cr2 − 1− r4ÖpÄ�É
∂ru = ± 1√

Cr2 − 1− r4
,

ÖpØîÍÕÆîÍÂØîÒ'ÖpØ×ï�ÆµÈ8ÈW÷ËÆ§ÖÚÍÎÄRÊËØZÍÎÄËç·\½Ï�ÁÂÀ'Ù�]íÁmÃþÆ�  ØîÊ�ØZÒíß(Ê�Ó3ÆµÈ8ÈW÷�Ø×Ò'ÇáõWÒJÆµÞ�ÖÚÆ�Ø×ÍÎÄ�Ì
ÒmùvÒ"ÖpØ×ØZÊ�ÔJÒ
C = 1

ε4ÖpÄ�É
rε = ε/2,

ùvÒîÞqÖ�õpÒîÆµÞ�ÖÚÆ�5Ëß(ÈWÇ
r ∈ [rε, 1], A = 1 +O(ε2), ∂ru = O(ε),

∂rA =
(2C − 4)(−r + r5)

(Cr2 − 1− r4)2
= O(ε)

ÖpÄ�É
∂2rru = − (2Cr − 4r3)√

(Cr2 − 1− r4)3
= O(1).

ÝGÖpæ?ÍÎÄ�ç!ÍÎÄ�ÆµÈ!ÖpÌ'Ì
ÈWÊ�Ä�ÆfÆZÞ�Ò'Ø×Ò«Ò
Ø×ÆZÍÎÔ"ÖÚÆµÒ
Ø65ËùvÒîÌ=ÖpÄxÌ
ÈWÄ�Ì'ÓÂÊ�É�ÒîÍÂÆ0Þ�ÈWÓÂÉ�Ø5ÆµÞqÖ*Æ�ÆZÞ�ÒîÈWò�Ò'ÇZÖÚÆµÈWÇ

L̄uv :=
√
A

(
∂r

(
1√
A

)
∂rv −

1

A
3
2

∂ru ∂r (F∂ru) ∂rv − F∂ru ∂r

(
1

A
3
2

∂ru ∂rv

))
=

l1∂rv + l2∂
2
rrv,

\½Ï�ÁÜÏ�
�]
èËÀ



ù�Þ�Ò
ÇZÒ
l1, l2 = O(ε).

Ý0ÞËÒ'ÄxùvÒ�Ì'ÖpÄ8ù�ÇZÍÕÆµÒ √
ALuv = F

(
∆0v + L̄uv

)
.

T.ÒJÇZÒ
Ô@ÖpÇ×æ>ÆµÞ�ÖÚÆîùvÒJÞqÖ�õWÒ"ÖpÓÂÇZÒ'ÖpÉËï{ØáÆµÊ�ÉËÍÎÒ'É ÆZÞ�ÒJÔ"Öpò�ò�ÍÂÄ�ç8ò�Ç×ÈWò�Ò'ÇáÆµÍÎÒ
Ø�ÈÚßvÆZÞ�ÒJÈWò�Ò
ÇµÖÚÆµÈpÇ
∆0

ÍÂÄ
ØZÒ
Ì
ÆZÍÎÈWÄ>Ï�Á Ù�Á
�FÒ
Æ

Σu
÷�Ò�ÆµÞ�Ò�çWÇµÖpòËÞ�ÈÚß¸ÆµÞ�Òfß(Ê�Ä�Ì
ÆZÍÎÈWÄ

u.
Ý0Þ�Ò
Ä�ÆµÞ�Ò�çWÇµÖpòËÞ�ÈÚß�Ö«ß(ÊËÄ�Ì
ÆZÍÎÈWÄ

v
È�õWÒ'Ç

Σu
ÍÎØ·Ô"ÍÂÄ�ÍÂÔ"ÖÚÓ

ÍÂßGÖpÄ�ÉxÈWÄËÓÂï�ÍÕß
v
ÍÂØ�Ö!ØZÈpÓÎÊËÆZÍÎÈWÄ�Èpß<ÆµÞËÒîß(ÈpÓÎÓÂÈ�ù�ÍÎÄËçmÒ
û�Ê�ÖÚÆµÍÂÈWÄ

∆0v + L̄uv +
√
AQu(v) = 0.

\½Ï�ÁÐÏ�ÀS]
Ý0ÞqÖpÄËæ�Ø@ÆZÈ.ÆµÞ�ÒUÈW÷�ØZÒ
Ç×õÚÖ*ÆµÍÎÈpÄ�Ø@ÈWÄ}ÆµÞËÒUß(Ê�Ä�ÌíÆµÍÎÈpÄ�Ø

A
ÖÚÄ�É

ur,
ùvÒ>Ì=ÖÚÄhÌ'ÈWÄËÌ'ÓÎÊËÉ�ÒUÆµÞqÖ*Æ

Qu
ÞqÖÚØ

÷�ÈWÊ�ÄËÉ�Ò'É}Ì
È�Ò,�JÌ
ÍÎÒ'Ä�ÆµØ!ÍÎÄ
[rε, 1].

W�È�ù ù�ÒxÌ
ÈWÄ�Ø×ÍÎÉ�Ò
ÇJÖ�ß(Ê�Ä�ÌíÆµÍÎÈpÄ
ϕ ∈ C2,α(S1)

ù�Þ�ÍÂÌXÞ,ÍÎØmÒíõWÒ'Ä
ù�ÍÂÆZÞxÇ×Ò'Ø×ò�Ò'Ì
ÆfÆµÈ

θ
5�Ì'ÈWÓÂÓÎÍÂÄ�Ò'ÖpÇvÆZÈ

cos(j(k + 1)θ)
\(ß(ÈWÇ

k > 1
úËì�Ò'Éx]�ÖpÄ�ÉxØZÊËÌXÞxÆµÞ�ÖÚÆ

‖ϕ‖C2,α 6 κε2.
\½Ï�ÁÜÏWÏ�]

T.Ò�ÉËÒ
úqÄËÒ
wϕ(·, ·) := Hrε,ϕ(·, ·)ù�Þ�Ò
ÇZÒ"ÆµÞ�Ò"ÈWò�Ò'ÇZÖÚÆµÈWÇ H ÞqÖpØ[÷�Ò
Ò'Ä�ÍÎÄ�ÆµÇZÈ�ÉËÊ�Ì'Ò
É�ÍÂÄAòËÇZÈWò�ÈWØ×ÍÂÆµÍÂÈWÄAÏ�ÁÕÀ�Ï�ÁÕÀWÁ8ÃÅÄAÈWÇZÉ�Ò
Ç�ÆµÈ>Ø×ÈWÓÂõWÒJÆZÞ�Ò

Ò'û?ÊqÖ*ÆµÍÎÈpÄ¢\�Ï�ÁÐÏ�ÀS]R5�ù�Ò!ÓÎÈ�Èpæxß(ÈpÇ
v
Èpß�ÆµÞ�Ò�ß(ÈWÇ×Ô

v = wϕ + w
ù�Þ�Ò'Ç×Ò

w ∈ C2,α(S1 × [rε, 1])
ÖÚÄ�É

v = ϕ
ÈWÄ

S1 × {rε}.
T.ÒîÌ=ÖpÄxÇ×Ò'ò�Þ�ÇZÖpØZÒîÆZÞ�ÍÎØ0ò�Ç×ÈW÷�ÓÂÒ'ÔðÖpØfÖ�úËì�Ò'ÉUò�ÈWÍÂÄ?Æ�òËÇZÈW÷�ÓÂÒ'Ô�5�ÆµÞqÖ*ÆfÍÂØ

w = S(ϕ,w)
\�Ï�ÁÐÏÚÛ�]

ù�Þ�Ò
ÇZÒîÆµÞ�ÒîÄËÈWÄ�ÓÎÍÂÄ�Ò=ÖÚÇ5Ô@ÖÚò�ò�ÍÎÄËç
S
ÍÎØ0É�ÒíúqÄ�Ò'ÉU÷?ï

S(ϕ,w) := −Grε

(
∆0wϕ + L̄u(wϕ + w) +

√
AQu (wϕ + w)

)
,

ù�Þ�Ò
ÇZÒjÆµÞ�ÒjÈWò�Ò
ÇµÖÚÆZÈWÇ
G
ÍÎØvÉ�ÒíúqÄ�Ò
ÉxÍÎÄ�ò�Ç×ÈWò�ÈWØ×ÍÂÆµÍÂÈWÄ�Ï�Á Ù�ÁÜÏ�Á3Ý<Èmò�Ç×È�õWÒjÆZÞ�ÒjÒíì�ÍÎØáÆµÒ
Ä�Ì'ÒîÈÚßGÖ�Ø×ÈWÓÎÊ�ÆµÍÎÈpÄ

ß(ÈWÇ�\�Ï�ÁÐÏÚÛ�]�ùvÒîÄ�Ò'Ò
ÉxÆµÞ�ÒTß(ÈWÓÂÓÂÈ�ù�ÍÂÄ�ç�ÇZÒ
ØZÊ�ÓÕÆ�ù�ÞËÍÎÌ§ÞUØáÆ§ÖÚÆZÒ'Ø0ÆµÞqÖÚÆ
S
ÍÎØ�ÖmÌ'ÈWÄ�ÆµÇZÖpÌ
ÆZÍÎÈWÄ8Ô"Öpò�òËÍÎÄ�çËÁ

� ��¯A¯A�.¿?w('±w�xw µ7�x� { ���o���=�R~i� zb� � �kz �^�R~ | �x~�� cκ > 0
| �j� εκ > 0 ¨i�R� � ��~l� | ~

‖S(ϕ, 0)‖C2,α 6 cκε
3 \½Ï�ÁÜÏÚÙ�]

| �j�b¨ ��zb{�|�}l} ε ∈ (0, εk)

‖S(ϕ,w2)− S(ϕ,w1)‖C2,α 6
1

2
‖w2 − w1‖C2,α

‖S(ϕ2, w)− S(ϕ1, w)‖C2,α 6 cε ‖ϕ2 − ϕ1‖C2,α(S1)��zb{n|�}l}
w1, w2 ∈ C2,α(S1 × [rε, 1]) �R� � �·~l� | ~ ‖wi‖C2,α 6 2cκε

4 | �j� ��zb{n|�}l}PªRz �c�j� |�{ �I� | ~ |
ϕ, ϕ1, ϕ2 ∈ C2,α(S1) � | ~��=� � �b�l� � \�Ï�ÁÐÏpÏ�] �

è�Ï



� ¼*¨¸¨2ª`w TAÒîæ?Ä�È�ùLß(ÇZÈWÔ ÆµÞËÒîò�ÇZÈWò�ÈpØZÍÂÆZÍÎÈWÄ8Ï�ÁéÙËÁÐÏ[ÆµÞqÖ*Æ ‖Grε(f)‖C2,α 6 c‖f‖C0,α .
Ý0Þ�Ò'Ä

‖S(ϕ, 0)‖C2,α 6 c‖L̄uwϕ +
√
AQu (wϕ) ‖C0,α 6

c
(
‖L̄uwϕ‖C0,α + ‖Qu (wϕ) ‖C0,α

)
.ã�Ò
ÇZÒTùvÒ�Þ�Ö�õWÒîÊ�ØZÒ
ÉUÆZÞ�ÒTßÖpÌ
Æ0ÆµÞ�ÖÚÆ

A = 1 +O(ε2)
ÖpÄ�É8ÆZÞqÖÚÆ

wϕ
ÍÎØ0ÞqÖÚÇZÔJÈWÄ�ÍÎÌÚÁ

��È�ùvÒTÄ�Ò
Ò'É�ÆµÈ�úqÄ�É�ÆZÞ�ÒTÒ
Ø×ÆZÍÎÔ"ÖÚÆµÒ
Ø5Èpß<Ò'ÖpÌXÞ8Ø×Ê�ÔJÔ@ÖpÄËÉ¸Á#T.ÒTÇ×Ò'Ì'ÖpÓÎÓ�ÆµÞqÖ*Æ ‖ϕ‖C2,α 6 κε
Á3Ý0ÞqÖpÄ�æ?Ø

ÆµÈ!ò�Ç×ÈWò�ÈWØZÍÕÆµÍÂÈWÄxÏ�ÁÕÀ�Ï�ÁÕÀTùvÒîçWÒ
Æ�ÆZÞqÖÚÆ

‖wϕ‖C2,α 6 c‖ϕ‖C2,α(S1) 6 cκε
2.

T.Ò�ÊËØZÒG\�Ï�ÁÐÏ�
�]�ß(ÈWÇ5ú�Ä�É�ÍÎÄËç!ÆZÞ�ÒîÒ'ØáÆµÍÎÔ"ÖÚÆZÒTÈpß
L̄uwϕ.

TAÒîÈW÷�Æ§ÖpÍÂÄ
‖L̄uwϕ‖C0,α 6 cε‖wϕ‖C2,α 6 cκε

3.

Ý0Þ�Ò�ÓÎÖpØ×Æ5ÆµÒ
ÇZÔðÍÂØ0Ò'Ø×ÆZÍÎÔ"ÖÚÆµÒ
É8ÈW÷�ØZÒ
Ç×õ�ÍÎÄËç!ÆµÞqÖÚÆ

‖Qu (wϕ) ‖C0,α 6 c‖wϕ‖2C2,α 6 cκε
4.

Ñ3ÊËÆZÆZÍÎÄ�çmÆZÈWçWÒíÆµÞ�Ò
ÇfÖpÓÎÓ%ÆµÞËÒ'ØZÒ�Ò
Ø×ÆZÍÎÔ"ÖÚÆµÒ
Ø0ù�Ò�çWÒíÆ

‖S(ϕ,wϕ)‖C2,α 6 cκε
3.

ñôØ0ß(ÈWÇ5ÆZÞ�ÒîØZÒ
Ì'ÈWÄ�ÉUÒ'ØáÆµÍÂÔ@ÖÚÆZÒ�5�ùvÒ�Èp÷�ØZÒ
Ç×õWÒîÆµÞqÖÚÆ
S(ϕ,w2)− S(ϕ,w1) = −Grε

(
L̄u(wϕ + w2) +

√
AQu (wϕ + w2)

)
+

Grε

(
L̄u(wϕ + w1) +

√
AQu (wϕ + w1)

)

ÖpÄ�É
‖S(ϕ,w2)− S(ϕ,w1)‖C2,α 6

c‖L̄u(wϕ + w2)− L̄u(wϕ + w1) +Qu (wϕ + w2)−Qu (wϕ + w1) ‖C0,α =

= c‖L̄u(w2 − w1) +Qu (wϕ + w2)−Qu (wϕ + w1) ‖C0,α 6

6 ‖L̄u(w2 − w1)‖C0,α + ||Qu (wϕ + w2)−Qu (wϕ + w1)||C0,α .T.Ò�Èp÷�ØZÒ
Ç×õWÒîÆµÞqÖ*Æ�ß(Ç×ÈWÔ ÆµÞ�ÒîÌ
ÈWÄ�Ø×ÍÎÉ�Ò
ÇµÖÚÆZÍÎÈWÄ�Ø�Öp÷�È�õWÒîÍÂÆ5ß(ÈWÓÎÓÂÈ�ù�Ø5ÆZÞqÖÚÆ

‖L̄u(w2 − w1)‖C0,α 6 cε||w2 − w1||C2,α ,

èWÛ



ÖpÄ�É
||Qu (wϕ + w2)−Qu (wϕ + w1)||C0,α 6 c||w2 − w1||C2,α‖wϕ‖C2,α

6 cκε||w2 − w1||C2,α .Ý0Þ�Ò
Ä
‖S(ϕ,w2)− S(ϕ,w1)‖C2,α 6 cε||w2 − w1||C2,α .Ý<ÈJØZÞ�È�ùLÆµÞ�ÒTÆZÞ�ÍÎÇ×É8Ò'Ø×ÆZÍÎÔ"ÖÚÆµÒôùvÒîÈW÷�ØZÒ
Ç×õWÒîÆµÞqÖ*Æ

‖S(ϕ2, w)− S(ϕ1, w)‖C2,α 6

‖L̄u(wϕ2 − wϕ1)‖C0,α + ||Qu (wϕ2 + w)−Qu (wϕ1 + w)||C0,α 6

cε‖ϕ2 − ϕ1‖C2,α(S1) + ‖w‖C2,α‖ϕ2 − ϕ1‖C2,α(S1) 6

cε‖ϕ2 − ϕ1‖C2,α(S1).

v ¬��?¨2¼*��¯ ¿7w	'±wÂ¿7wi¦ �R~ ª � B := {w ∈ C2,α(S1×[rε, 1]) | ||w||2,α 6 2cκε
4}. µ7�x�R�E~l�x��� z � } �l�V� |�{�E| ���j�l� � S �c�����V�9� |�ªRzb� ��� | � | �c�x��«6�x�����A�9��� z �l�x~ v �l� B.

� ¼*¨¸¨2ª`w Ý0Þ�Ò�ò�Ç×Ò
õ�ÍÎÈWÊËØfÓÂÒ'ÔJÔ@Ö[ØZÞ�È�ù�ØfÆZÞqÖÚÆ65qÍÕß
ε
ÍÎØ0ÌXÞ�ÈpØZÒ'ÄUØZÔ"ÖpÓÂÓ¸Ò
Ä�ÈWÊ�çpÞ75qÆZÞ�ÒîÄ�ÈWÄ�ÓÂÍÎÄ�Ò'ÖpÇ5Ô@ÖÚò�â

ò�ÍÂÄ�ç
S
ÍÎØfÖJÌ'ÈWÄ�ÆµÇµÖÚÌ
ÆZÍÎÈWÄxÔ@ÖÚò�ò�ÍÎÄËç!ß(ÇZÈpÔðÆZÞ�Ò«÷qÖpÓÂÓH��Èpß9ÇµÖpÉ�ÍÂÊ�Ø

2cκε
4 ÍÎÄ C2,α(S1 × [rε, 1])

ÍÂÄ?ÆµÈ
ÍÂÆZØZÒ
ÓÂß�Á0Ý0Þ�ÍÂØ�õ*ÖpÓÎÊ�Òîß(ÈWÓÎÓÂÈ�ù�Ø�ß(ÇZÈpÔêÆZÞ�Ò[Ò
Ø×ÆZÍÎÔ"ÖÚÆµÒ�ÈÚß9ÆµÞ�Ò«Ä�ÈWÇ×ÔdÈpß

S(ϕ, 0).
àvÈWÄËØZÒ'û?Ê�Ò'Ä�ÆµÓÂïxÆµÞ�ÖpÄ�æ?Ø

ÆµÈ%��Ì§Þ0�pÊ�ÉËÒ'Ç�úËì�Ò
É>ò�ÈWÍÂÄ?Æ5ÆµÞ�Ò
ÈWÇZÒ
Ô_5
S
ÞqÖÚØ�ÖmÊ�Ä�ÍÂû�ÊËÒîú�ìËÒ
ÉUò�ÈWÍÎÄ�Æ

w
ÍÂÄ�ÆµÞ�ÍÂØ�÷�ÖpÓÎÓ�Á

T.Ò@ÞqÖ=õWÒ@ò�Ç×È�õWÒ
É�ÆZÞ�Ò"Òíì�ÍÎØáÆµÒ
Ä�Ì'Ò�ÈÚß�ÖUÔJÍÎÄ�ÍÂÔJÖpÓ9ØZÊ�ÇáßÖpÌ'Ò
St(ϕ),

ù�Þ�ÍÎÌ§ÞAÍÎØ�Ì'ÓÂÈWØZÒJÆµÈxÆµÞ�Ò"òqÖpÇáÆ[Èpß
Ì=Ö*ÆµÒ'ÄËÈWÍÎÉ

Ct
ÍÂÄ?ÆZÇZÈ�É�Ê�Ì
Ò'ÉmÍÎÄ�Ø×Ò'Ì
ÆZÍÎÈWÄJÏ�ÁéèjÖpÄ�ÉmÌ'ÓÂÈWØZÒvÆZÈTÍÕÆµØ�÷�ÈWÊ�Ä�É�ÖpÇ×ï[ÍÎØ9ÖôçWÇµÖpòËÞmÈ�õWÒ
Ç9ÆZÞ�Ò0ÖpÄ�Ä�ÊËÓÎÊ�Ø

B2rε −Brε

Èpß<ÆµÞ�ÒTß(ÊËÄ�Ì
ÆZÍÎÈWÄ

Ūt(r, θ) = ε2 ln
2r

ε2
+Hrε,ϕ(r, θ) + V̄t(r, θ),

ù�ÍÂÆZÞ ‖V̄t‖C2,α 6 cε2.
Ý0Þ�Ò�ß(ÊËÄ�Ì
ÆZÍÎÈWÄ

V̄t
É�Ò'ò�Ò
Ä�É�Ø5Ä�ÈpÄ@ÓÎÍÂÄ�Ò=ÖÚÇZÓÕï�ÈWÄ

ε, ϕ.
<qÊËÇ×ÆµÞ�Ò
ÇZÔJÈWÇ×ÒfÍÂÆ·ØµÖÚÆZÍÎØáúqÒ'Ø

‖V̄ (ε, ϕ)(rε·, ·)− V̄ (ε, ϕ′)(rε·, ·)‖C2,α(B̄2−B1) 6 cε‖ϕ− ϕ′‖C2,α(S1).
\½Ï�ÁÜÏWë�]

Ý0Þ�ÍÂØ�Ò'ØáÆµÍÎÔ"ÖÚÆZÒjß(ÈWÓÂÓÎÈ�ù�Øvß(ÇZÈWÔ ÆZÞ�ÒîÓÎÒ
Ô"Ô"ÖmÏ�Á���ÁÂÀpÁ
W�È�ù_ÍÂÆ·ÍÂØ·Ò'ÖpØ×ï!ÆµÈ�ØZÞ�È�ù_ÆµÞËÒ�Òíì�ÍÂØ×ÆµÒ
Ä�Ì'ÒôÈÚßFÖ«ÔJÍÂÄ�ÍÎÔJÖpÓËØZÊ�ÇáßÖpÌ'Ò

Sb(ϕ),
ù�Þ�ÍÎÌ§Þ@ÍÂØ·Ì'ÓÂÈWØZÒ�ÆZÈ�ÆµÞ�Ò�ò�ÖpÇ×Æ

Èpß�Ì=ÖÚÆZÒ'Ä�ÈpÍÎÉxÉ�Ò'Ä�ÈÚÆµÒ'É>÷�ï
Cb

ÍÎÄ�ÆµÇ×È�É�Ê�Ì'Ò
ÉUÍÎÄxØ×Ò'ÌíÆµÍÎÈpÄ�Ï�ÁÜèJÖpÄ�ÉUÌ
ÓÎÈpØZÒîÆZÈ"ÍÕÆµØ�÷�ÈWÊ�ÄËÉqÖpÇ×ï8ÍÂØfÖJçWÇZÖpò�Þ
È�õpÒ'Ç�ÆZÞ�Ò�ÖpÄ�Ä�ÊËÓÎÊ�Ø

B2rε − Brε .
TAÒîØ×Æ§ÖÚÇ×ÆfÈW÷ËØZÒ'Çáõ�ÍÎÄ�ç!ÆµÞ�ÖÚÆ

Cb
Ì=ÖpÄx÷�Ò�Èp÷ËÆ§ÖpÍÂÄ�Ò
Éx÷?ï�Ç×Ò,�qÒ
Ì
ÆZÍÎÈWÄxÈpß

Ct
ù�ÍÂÆZÞAÇ×Ò'ØZò�Ò
Ì
Æ[ÆµÈxÆµÞ�Ò

x3 = 0
ò�ÓÎÖpÄ�ÒpÁ'��ÈUùvÒ"Ì=ÖÚÄAÉ�Ò
úqÄËÒ

Sb(ϕ)
ÖpØ�ÆZÞ�Ò"ÍÎÔ"ÖpçWÒmÈpß

St(ϕ)
÷�ï

ÆµÞËÒ�Ì'ÈWÔJò�ÈWØZÍÕÆµÍÂÈWÄUÈpß·Ö�Ç×ÈpÆ§ÖÚÆZÍÎÈWÄU÷?ï�ÖÚÄRÖpÄ�çpÓÎÒ π
k+1

ÖÚ÷�ÈWÊËÆôÆµÞ�Ò
x3
Ö*ì�ÍÎØjÖpÄ�É�ÆZÞ�Ò�ÇZÒR�qÒ
Ì
ÆµÍÂÈWÄ�ù�ÍÕÆµÞ

èpÙ



ÇZÒ
ØZò�Ò
Ì
Æ�ÆµÞ�ÒîÞ�ÈWÇ×Í=�'ÈpÄ?Æ§ÖÚÓ¸ò�ÓøÖÚÄ�ÒpÁ·Ý0ÞËÍÎØ�ÌXÞ�ÈpÍÎÌ
ÒG\(ÍÎÄ8òqÖpÇ×ÆZÍÎÌ
Ê�ÓøÖpÇvÆZÞ�Ò«ÖpòËòqÖpÇZÒ
Ä?ÆZÓÂï�Ê�Ä�Ä�Ò
Ì'Ò'Ø×Ø§ÖÚÇ×ïxÇZÈpÆµÖ*â
ÆµÍÂÈWÄX]�ÍÂØ�ÍÂÄ�É�ÍÂØZò�Ò'ÄËØµÖp÷�ÓÂÒjÆµÈJÖpØZØ×Ê�ÇZÒTÆµÈmÆµÞ�ÒîØ×Ê�Ç×ßÖpÌ
Òîù�Ò�ØZÞ�ÖpÓÎÓ¸Ì
ÈWÄ�ØáÆµÇZÊËÌ
Æ�÷�ï�ÆµÞ�ÒîçpÓÎÊ�ÍÂÄ�çmòËÇZÈ�Ì'Ò
É�Ê�Ç×Ò
ÍÎÄAØZÒ
Ì
ÆµÍÂÈWÄ�Ï�ÁÕÀWÀ�5�ÆZÈ�ÞqÖ�õWÒ@ÆµÞËÒ�ØµÖpÔJÒ@ò�ÇZÈpò�Ò'Ç×ÆZÍÎÒ
Ø�Èpß�Ø×ï�ÔJÔ"ÒíÆµÇáï�ÖÚØ[ÆµÞËÒ8àvÈWØ×ÆµÖ*â�ãfÈpä%Ô@ÖpÄ�âáåUÒ
Ò'æ?Ø
ØZÊËÇ×ßÖpÌ
ÒpÁ���Ò'Ò�Ø×Ê�÷�Ø×Ò'Ì
ÆZÍÎÈWÄ�Ï�ÁÜü�ÁÂÀTß(ÈWÇ0ÔJÈWÇZÒTÍÂÄËß(ÈWÇ×Ô@Ö*ÆµÍÕÈWÄ¸Á
ÃþÆfÍÂØ0Ì'ÓÎÒ'ÖpÇ5ÆµÞ�ÖÚÆ

Sb(ϕ),
È�õWÒ'Ç0ÆµÞËÒ«ÖÚÄ�Ä�ÊËÓÎÊ�Ø

B2rε −Brε ,
ÍÎØ5ÆµÞËÒîçWÇµÖpòËÞxÈpß<ÆµÞ�ÒTß(Ê�ÄËÌ
ÆµÍÂÈWÄ

Ūb(r, θ) = −Ūt
(
r, θ − π

k + 1

)
.

ôLó4  úëû +ÌMN+m*,öD2�Q,&�$ ¡f+�2x(´+m+.$ 2 û +ä1 +.ö�$  �OnM£¢Dö�2�OnM;+.4Ô&�ü³öÜ4HOnM�ÿ
ü�ö� �+ðQ,$

D2×R
(ÖQ�2 û M;+.4]5f+. C2 2H& 2X(Î& -'Q¤�f+�M;+)$32Ì1 +�2?MNQ, �4

ÃÅÄ>ÆµÞ�ÍÂØôØ×Ò'ÌíÆµÍÂÈWÄ>ùvÒ[ùvÖpÄ?ÆôÆZÈ�ÒXìËòËÇZÒ'Ø×ØTÆZÞ�Ò[Ô"Ò'ÖpÄ>Ì'Ê�ÇáõÚÖÚÆZÊ�ÇZÒ
Hhyp

Èpß�Ö@ØZÊËÇ×ßÖpÌ
Ò�ÍÎÄ D2 × R ù�ÍÕÆµÞ
ÇZÒ
ØZò�Ò
Ì
Æ3ÆµÞ�Ò5ÔJÒ
ÆZÇZÍÎÌ

ghyp
ÍÂÄ[ÆµÒ
ÇZÔJØ9ÈpßqÆµÞËÒ5Ô"Ò'ÖpÄ�Ì'Ê�ÇáõÚÖÚÆµÊËÇZÒ

He
ÈpßqÆµÞ�ÒvØµÖpÔJÒ5Ø×Ê�Ç×ßÖÚÌ'Òvù�ÍÂÆµÞ�ÇZÒ
ØZò�Ò
Ì
Æ

ÆµÈmÆµÞËÒ�Ò
Ê�Ì'ÓÂÍÎÉËÒ=ÖpÄ8Ô"ÒíÆµÇ×ÍÎÌ
g0.

T.Ò�Ç×Ò'Ì'ÖpÓÎÓ�ÆZÞqÖÚÆ65qÍÕß
x1, x2

É�Ò
Ä�ÈpÆµÒTÆµÞ�ÒîÌ
È�ÈWÇZÉ�ÍÂÄqÖÚÆZÒ'Ø0ÍÎÄ D2 ÖÚÄ�É x3 ÆµÞËÒîÌ'È�ÈWÇ×É�ÍÎÄqÖ*ÆµÒTÍÎÄ R, ÆµÞ�Ò
Ä

ghyp =
dx21 + dx22

F
+ dx23,

ù�Þ�Ò'Ç×Ò
F =

(
1− x21 − x22

)2
=
(
1− r2

)2

ÖpÄ�É
g0 = dx21 + dx22 + dx23.Ãþß

Nhyp
É�Ò'Ä�ÈÚÆµÒ
Ø0ÆµÞ�ÒTÄËÈWÇZÔ"ÖpÓ�õWÒ'ÌíÆµÈpÇ0ÆµÈ!Ö�ØZÊËÇ×ßÖpÌ
Ò

Σ
ù�ÍÕÆµÞ�ÇZÒ
ØZò�Ò'ÌíÆfÆZÈ�ÆµÞ�ÒTÔJÒ
ÆZÇZÍÂÌ

ghyp,
ÆZÞ�Ò'Ä8ÍÂÆZØ

ÔJÒ=ÖpÄ8Ì'ÊËÇ×õÚÖÚÆZÊ�ÇZÒTù�ÍÂÆµÞ8ÇZÒ
ØZò�Ò
Ì
Æ�ÆZÞ�ÒîØµÖpÔJÒTÔ"ÒíÆµÇZÍÂÌjÍÎØ0çWÍÕõWÒ'Äx÷�ï

Hhyp(Σ) := −
1

2

ÆZÇµÖpÌ
Ò (
X → −[∇̄XNhyp]

T
)
,

ù�Þ�Ò
ÇZÒ
[·]T ÉËÒ'Ä�ÈpÆZÒ'ØJÆZÞ�Òxò�Ç×Èba×Ò'Ì
ÆZÍÎÈWÄ,ÈWÄ,ÆµÞ�Ò8ÆµÖpÄ�çWÒ
Ä?ÆJ÷�Ê�Ä?÷�ÓÎÒ

TΣ
ÖpÄ�É ∇̄ ÍÂØmÆµÞËÒxÇZÍÂÒ'Ô"ÖpÄ�Ä�ÍÎÖpÄ

Ì'ÈpÄ�Ä�Ò'ÌíÆµÍÂÈWÄxÇ×Ò'ÓÎÖÚÆµÍÕõWÒôÆµÈ
ghyp.

Ý0Þ�ÒîÔ"Ò'ÖpÄ8Ì
Ê�Ç×õÚÖ*ÆµÊ�Ç×Ò�ÈÚß
Σ
ù�ÍÕÆµÞ8Ç×Ò'ØZò�Ò
Ì
Æ

g0,
É�Ò'ÄËÈpÆµÒ
ÉU÷�ï

He(Σ),ÍÎØ0çpÍÂõWÒ'Ä8÷?ï
He(Σ) := −

1

2

ÆZÇµÖpÌ
Ò (
X → −[∇XNe]

T
)
,

ù�Þ�Ò
ÇZÒ
Ne

É�Ò
Ä�ÈpÆµÒ
ØfÆZÞ�Ò�Ä�ÈpÇZÔ"ÖpÓ�õWÒ
Ì
ÆµÈpÇ�ÆµÈ
Σ
ù�ÍÂÆZÞxÇZÒ
ØZò�Ò
Ì
Æ�ÆµÈ!ÆZÞ�Ò�ÔJÒ
ÆZÇZÍÂÌ

g0
ÖpÄ�É ∇ ÍÎØ5ÆµÞ�ÒD�2ÖÚÆ

ÇZÍÂÒ'Ô"ÖpÄ�Ä�ÍÎÖÚÄ�Ì'ÈWÄËÄ�Ò'ÌíÆµÍÂÈWÄ¸Á
Ý0Þ�Ò[àvÞËÇZÍÎØáÆµÈpä%Ò'Ó¸Ø×ï�Ô�÷�ÈWÓÂØ65

Γkij,
ÖÚØZØZÈ�Ì
ÍøÖ*ÆµÒ'É8ÆZÈ!ÆZÞ�ÒîÔ"ÒíÆµÇZÍÂÌ

ghyp
ÖÚÓÎÓ%õÚÖpÄ�ÍÂØZÞxÒXìËÌ
Ò'ò�Æ

Γ1
11 = Γ2

21 = Γ2
12 = −Γ1

22 =
2x1√
F
,

è�ë



Γ1
12 = Γ2

22 = Γ1
21 = −Γ2

11 =
2x2√
F
.

�FÒ
Æ
∂1 = ∂

∂x1
, ∂2 = ∂

∂x2
, ∂3 = ∂

∂x3

÷�Ò�ÆZÞ�ÒmÒ
ÓÎÒ'ÔJÒ
Ä?ÆµØjÈpß�Ö�÷qÖpØ×ÍÎØjÈpß�ÆZÞ�Ò�Æ§ÖÚÄ�çWÒ
Ä?ÆTØZòqÖpÌ
ÒpÁ�W�È�ù�5
ÍÂß
X =

∑
iX

i∂i
ÖpÄËÉ

Y =
∑

j Y
j∂j

ÖpÇ×Ò"ÆÅùvÈ>ÆµÖpÄ�çWÒ
Ä?Æ[õWÒ
Ì
ÆZÈWÇ[úqÒ
ÓÎÉ�Ø,5�ÆµÞ�Ò@ÒXìËòËÇZÒ'Ø×ØZÍÎÈWÄ�ÈÚß0ÆµÞËÒ
Ì'È�õÚÖpÇ×ÍøÖpÄ�Æ�É�Ò
ÇZÍÕõÚÖÚÆµÍÕõWÒTÍÎÄ

(D2 × R, ghyp)
ÍÂØ0çWÍÂõpÒ'Äx÷�ï

∇̄XY =
∑

k

(
X(Y k) +

∑

i,j

X iY jΓkij

)
∂k.

ÃþÆfÍÂØ0Ì'ÓÎÒ'ÖpÇ5ÆµÞ�ÖÚÆ
∇̄XY = ∇XY +

2∑

k=1

∑

i,j

X iY jΓkij∂k.
\½Ï�ÁÜÏpè�]

T.Ò�Ø×Ê�ò�ò�ÈWØ×Ò�ÆZÞqÖÚÆ
Nhyp = (N 1, N2, N3).

<qÇ×ÈWÔÜ\�Ï�ÁÜÏpè�]�ù�Ò�çWÒíÆ�ÆµÞ�ÒîÇ×Ò'ÓÎÖÚÆµÍÂÈWÄ

∇̄XNhyp = ∇XNhyp +
2∑

k=1

2∑

i,j=1

X iN jΓkij∂k.
\½Ï�ÁÜÏ���]

T.Ò�ØáÆ§ÖpÇáÆ�ÒíõÚÖpÓÂÊqÖÚÆµÍÂÄ�çvÆµÞ�Ò9ÆZÒ'Ç×Ô ∇XNhyp.
T.Ò�Èp÷�ØZÒ
Ç×õWÒ3ÆµÞqÖ*ÆFÆZÞ�Ò3Ä�ÈWÇZÔ"ÖpÓ*õWÒ'ÌíÆµÈpÇ

Ne = (N1, N2, N3)ÆµÈ
Σ
ù�ÍÕÆµÞ8ÇZÒ
ØZò�Ò'ÌíÆ�ÆZÞ�ÒîÔ"ÒíÆµÇ×ÍÎÌ

g0
ÉËÈ�Ò'ØfÄËÈpÆfÌ
ÈWÍÎÄËÌ'ÍÎÉËÒjù�ÍÂÆµÞ

Nhyp.
�vÊËÆfÍÕÆ�ÍÂØ0Ì'ÓÂÒ=ÖpÇ5ÆµÞ�ÖÚÆ

Nhyp = (N 1, N2, N3) = (
√
FN1,

√
FN2, N3).

T.Ò�Èp÷�ØZÒ
Ç×õWÒîÆµÞqÖ*Æ

∇XNhyp =
3∑

k=1

X(Nk)∂k = X(
√
FN1)∂1 +X(

√
FN2)∂2 +X(N3)∂3.

T.Ò�Ì'ÖpÄ8ù�ÇZÍÕÆµÒ
X(
√
FNk) = (1− r2)X(Nk)−X(r2)Nk,

ß(ÈWÇ
k = 1, 2.

��ÍÎÄ�Ì
Ò
X(Nk) =

∑

l

Xl∂xlNk
ÖÚÄ�É

X(r2) = 2x1X1 + 2x2X2,

ÍÂÆ0Þ�ÈWÓÂÉ�Ø5ÆµÞqÖ*Æ

X(
√
FNk) = X(Nk)− (2x1X1 + 2x2X2)Nk − r2

(
3∑

l=1

Xl∂xlNk

)
,

ß(ÈWÇ
k = 1, 2.

T.ÒîÌ=ÖpÄxÌ
ÈWÄ�Ì
ÓÎÊ�É�ÒTÆµÞ�ÖÚÆ ∇XNhyp =
∑

kX(Nk)∂k
ÍÎØ0çWÍÕõWÒ'Ä8÷?ï

3∑

k=1

X(Nk)∂k − (2x1X1 + 2x2X2)
2∑

k=1

Nk∂k − r2
2∑

k=1

(
3∑

l=1

Xl∂xlNk

)
∂k.

èWè



ÃÅÄ�Ø×Ò'Ç×ÆZÍÎÄ�çmÆµÞ�ÍÂØ�Ò
û?ÊqÖpÓÎÍÕÆ�ï@ÍÎÄp\�Ï�ÁÜÏpè�]5ÖÚÄ�ÉxÈW÷�Ø×Ò'Ç×õ�ÍÂÄ�ç!ÆµÞqÖ*Æ ∑3
k=1X(Nk)∂k = ∇XNe,

ùvÒ�Èp÷ËÆ§ÖpÍÂÄ

∇XNhyp = ∇XNe − (2x1X1 + 2x2X2)
2∑

k=1

Nk∂k − r2
2∑

k=1

(
3∑

l=1

Xl∂xlNk

)
∂k.

ö�Ò'ò�ÓÎÖpÌ'ÍÂÄ�ç�ÆµÞ�ÍÂØ�Ç×Ò'ØZÊËÓÂÆ«ÍÂÄ?ÆZÈ·\½Ï�ÁÐÏ���]ôùvÒJú�Ä�É.ÆµÞËÒJÒíì�ò�ÇZÒ
ØZØZÍÂÈWÄAÈpß ∇̄XNhyp
ùvÒ"Ø×ÞqÖpÓÂÓ3Ì'ÈWÄ�Ø×ÍÎÉ�Ò
ÇîÆµÈ

Ì'ÈpÔ"ò�Ê�ÆµÒTÆZÞ�ÒTÆµÇZÖpÌ'ÒÚÁiTAÒTù�ÍÂÓÎÓ¸ÖpØ×ØZÊ�ÔJÒ
X
ÆZÈJ÷�Ò�ÖmõWÒ
Ì
ÆZÈWÇ�úqÒ
ÓÎÉ�Æ§ÖpÄËçWÒ'Ä�Æ�ÆµÈ

Σ.

∇XNe − (2x1X1 + 2x2X2)
2∑

k=1

Nk∂k − r2
2∑

k=1

(
3∑

l=1

Xl∂xlNk

)
∂k +

2∑

k=1

2∑

i,j=1

X iN jΓkij∂k.

\½Ï�ÁÜÏ���]

T.ÒfØ×ÆµÖpÇ×Æ·ØáÆµÊ�ÉËï�ÍÂÄ�ç�ÆZÞ�ÒfØ×Ò'Ì'ÈpÄ�É@ØZÊ�ÔJÔ"ÖpÄ�É¸Á
(2x1X1 + 2x2X2)

∑2
k=1Nk∂k

ÍÎØ3ÆZÞ�Ò�õWÒ
Ì
ÆZÈWÇ�ù�Þ�ÈWØ×Ò
Ì'ÈpÔ"ò�ÈWÄËÒ'Ä�ÆµØ0ù�ÍÂÆZÞxÇZÒ
ØZò�Ò
Ì
ÆfÆµÞ�Òî÷qÖpØ×ÍÎØ

(∂1, ∂2, ∂3)
ÖÚÇZÒîçpÍÂõWÒ
Äx÷?ï




2x1N1 2x2N1 0
2x1N2 2x2N2 0

0 0 0





X1

X2

X3


 .

��È@ÆZÞ�Ò[ÆZÇµÖpÌ
Ò[Èpß3ÆµÞËÒ�Ô"Öpò�òËÍÎÄ�ç ∑3
i=1Xi∂i → (2x1X1 + 2x2X2)

∑2
k=1Nk∂k

Ò'û?ÊqÖpÓÂØ
2(x1N1 +

x2N2).

Ý0Þ�Ò�Ì
ÈWÔJò�ÈWÄ�Ò
Ä?ÆµØ�Èpß<ÆµÞ�ÒTõWÒ
Ì
ÆZÈWÇ
2∑

k=1

(
3∑

l=1

Xl∂xlNk

)
∂k

ù�ÍÂÆZÞxÇ×Ò'Ø×ò�Ò'Ì
ÆfÆµÞ�Òî÷�ÖpØZÍÂØ
(∂1, ∂2, ∂3)

ÖpÇZÒTçWÍÂõWÒ
Äx÷�ï


∂x1N1 ∂x2N1 ∂x3N1

∂x1N2 ∂x2N2 ∂x3N2

0 0 0





X1

X2

X3


 .

��È!ÆZÞ�ÒTÆµÇZÖpÌ'ÒîÈÚßGÆµÞËÒ�Ô"ÖpòËò�ÍÎÄ�ç
3∑

i=1

Xi∂i → r2
2∑

k=1

(
3∑

l=1

Xl∂xlNk

)
∂k

Ò'û?ÊqÖÚÓÎØ
r2 (∂x1N1 + ∂x2N2) .

è��



ñôØ�ß(ÈWÇ3ÆµÞ�ÒfÓÎÖpØ×Æ�ÆZÒ'ÇZÔ|Èpß¥\½Ï�ÁÜÏ���]k5?ùvÒ�Ì'ÖpÄ"Ø×Æ§Ö*ÆµÒ�ÆµÞqÖ*Æ ∑2
k=1

∑
i,j X

iN jΓkij∂k
ÍÎØ3ÆµÞ�Ò�õWÒ
Ì
ÆµÈpÇ·ù�Þ�ÈWØ×Ò

Ì'ÈpÔ"ò�ÈWÄËÒ'Ä�ÆµØ0ù�ÍÂÆZÞxÇZÒ
ØZò�Ò
Ì
ÆfÆµÞ�Òî÷qÖpØ×ÍÎØ
(∂1, ∂2, ∂3)

ÖÚÇZÒîçpÍÂõWÒ
Äx÷?ï



2x1N1
√
F

+ 2x2N2
√
F

2x2N1
√
F
− 2x1N2

√
F

0

−2x2N1
√
F

+ 2x1N2
√
F

2x1N1
√
F

+ 2x2N2
√
F

0

0 0 0






X1

X2

X3


 . \½Ï�ÁÜÏpü�]

ÝGÖpæ?ÍÎÄ�ç«ÍÂÄ?ÆµÈ«ÖpÌ
Ì'ÈWÊ�Ä�Æ�ÆµÞ�Ò�Ò
û�Ê�ÖpÓÎÍÕÆµÍÂÒ'Ø
N1 =

√
FN1

ÖpÄËÉ
N2 =

√
FN2

ÍÕÆ�Ò'ÖpØ×ï!ÆµÈ«Ì
ÈWÄ�Ì'ÓÂÊ�É�ÒfÆµÞ�ÖÚÆ
ÆµÞËÒîÆZÇµÖpÌ
ÒîÈpß<ÆµÞ�ÒîÔ"Öpò�ò�ÍÂÄ�ç

∑

i

Xi∂i →
2∑

k=1

∑

i,j

X iN jΓkij∂k

Ò'û?ÊqÖÚÓÎØ
4 (x1N1 + x2N2) .

<qÇZÈpÔ ÆZÞ�ÒmÉ�ÒíúqÄ�ÍÕÆµÍÎÈpÄ{ÈÚß�ÆµÞ�ÒmÔJÒ=ÖÚÄ{Ì'Ê�ÇáõÚÖÚÆµÊËÇZÒ'ØîÍÕÆjÍÎØôÒ=ÖpØáï>ÆµÈ�ÈW÷ËÆµÖpÍÎÄ
ÆµÞËÒîß(ÈpÓÎÓÂÈ�ù�ÍÂÄ�çmÇ×Ò'ÓÎÖÚÆµÍÂÈWÄ¸Á

Hhyp(Σ) = He(Σ)− (x1N1 + x2N2) +
r2

2
(∂x1N1 + ∂x2N2) .

\½Ï�ÁéÛ�
�]
T.Ò�Þ�Ö�õWÒîò�ÇZÈ�õWÒ'ÉxÆZÞ�ÒTß(ÈWÓÎÓÂÈ�ù�ÍÂÄ�ç�ÇZÒ'Ø×Ê�ÓÂÆ
� ¼*¨2°3¨�®=¤(¥�¤(¨��.¿?w&)7w�xwP¦ �R~ S ª � | �R� {l�,|c� �)�l� D2×R �R�j� z ���9���i�l~��L~��x� � �R~ { � � ghyp. ��� Hhyp(·)�c�R� z ~��k��~l�x� � � | � � � {��b| ~�� { ���i�l~�� { �k���x� � ~N~ z ~l�x� � �R~ { � � ghyp, He(·)

| �j� (N1, N2, N3) �c�R� z ~��{ �k���x� � ~�� � � } �L~��x� � � | � � � {R�b| ~�� { � | �j�%~��x��� zb{R�E|�}V� � � ~ zb{ ~ z S �i�l~�� { �k���x� � ~�~ z g0, ~l�x�R�
Hhyp(S) = He(S)− (x1N1 + x2N2) +

r2

2
(∂x1N1 + ∂x2N2) ,

\½Ï�ÁéÛËÀS]

�N�x� { � x1, x2 |�{ ��~l�x� �9|�{ ~��k�R� | � �kz�zb{ ���l� | ~��k� z � D2 | �j� r2 = x1 + x22 �
ôLó4¥ � 4H �ö�*R+.- þë&�472�ö�ÿ0�Ü&��³1 ö�$Gÿ�� +m+�"G4Ù2/.q5f+ 4HOnM;ü�ö� �+
ÃÅÄ>ÆµÞ�ÍÂØôØZÒ
Ì
ÆZÍÎÈWÄ>ùvÒ[ØZÞqÖpÓÂÓ<É�Ò'Ø×Ì'Ç×ÍÎ÷�Ò[ÆµÞËÒ�Ø×Ê�Ç×ßÖÚÌ'Ò�ÈW÷�Æ§ÖpÍÂÄ�Ò'É>÷?ïUØZÌ'ÖpÓÂÍÎÄ�ç"Èpß3ÆZÞ�Ò!à�ÈWØ×Æ§Ö�â�ãfÈpä�Ô"ÖpÄ�Ä�â
åUÒ
Ò'æ?Ø@ØZÊ�ÇáßÖpÌ'ÒxÈpßôçWÒ'Ä?Ê�Ø

k > 1, Mk,
\(ØZÒ'Ò>àôÁ�àvÈWØ×ÆµÖ¢YÜÏb[�5�Y Û�[fÖpÄ�É�ó«Á·ã�Èpä%Ô@ÖÚÄ}ÖpÄËÉ£TºÁ·ã«Á

åUÒ
Ò'æ?ØGY À�ëS[�5CY À�èb[l]jÖÚÄ�ÉRù�Ò!ØZÞqÖÚÓÎÓ�Ø×ÆµÊËÉËï�ÆµÞ�ÒmÔ"Öpò�ò�ÍÂÄ�ç�ò�ÇZÈWò�Ò
Ç×ÆµÍÂÒ'ØTÈpß·ÍÂÆµØ��WÖpÌ
ÈW÷�Í9ÈWò�Ò
ÇµÖÚÆZÈWÇ'Á�T.Ò
É�Ò
Ä�ÈpÆµÒj÷�ï

Mk,ε
ÆµÞ�ÒôÍÎÔ"ÖpçWÒfÈpß

Mk
÷�ï�ÖpÄ�Þ�ÈWÔJÈpÆZÞ�Ò
ÆÅï"ÈÚß<ò�ÖpÇµÖpÔJÒíÆµÒ'Ç

ε2.
TAÒôØZÞqÖpÓÂÓ�ÖÚÉqÖpòËÆvÆZÈ�ÈWÊ�Ç

ØZÍÕÆµÊqÖ*ÆµÍÎÈpÄAØZÈWÔJÒ@Èpß�ÆZÞ�Ò�ÖpÄqÖÚÓÂï?ÆµÍÂÌ=ÖpÓ3ÆµÈ�ÈWÓÂØ[Ê�Ø×Ò'É,ÍÎÄ¡Y ÀWÀ,[�ÆµÈ�ØZÞ�È�ù ÆµÞ�Ò�Òíì�ÍÂØ×ÆµÒ
Ä�Ì
Ò8ÈpßfÖ>ßÖÚÔ"ÍÂÓÕïRÈpß
ÔJÍÎÄ�ÍÂÔJÖpÓFØ×Ê�Ç×ßÖÚÌ'Ò'ØôÌ'ÓÂÈWØZÒ�ÆZÈ

Mk
ù�ÍÂÆZÞ>ÈWÄ�Ò«ò�ÓøÖÚÄqÖpÇfÒ
Ä�É{ÖpÄ�ÉUÆ�ùvÈ@Ø×ÓÎÍÎçpÞ?ÆµÓÕï�÷�Ò
Ä?ÆjÌ'ÖÚÆµÒ
Ä�ÈWÍÂÉqÖpÓ�Ò'Ä�ÉËØ

÷?ï8ÖpÄUÖÚÄ�çWÓÎÒ
ξ ∈ (−ξ0, ξ0), ξ0 > 0

ÖÚÄ�ÉUØ×Ô@ÖÚÓÎÓ�Ò'Ä�ÈpÊ�çWÞ¸Á�T.Ò�ÉËÒ'Ä�ÈpÆZÒ«ÖpÄxÒ
ÓÎÒ'ÔJÒ
Ä?ÆfÈÚßGÆµÞ�ÍÂØ0ßÖÚÔ"ÍÂÓÕï
÷?ï

Mk(ξ),
ÆµÞ�Ò
Ä

Mk(ξ)|ξ=0 =Mk.

è��



f�:=¦�:>9 hiZNR�§¨F;D"[�J©WXªjFIv�SmJ;LCWX«¬R]RlCDuD�}VH�p8J;YkR;:
T.Ò{Ø×ÆµÖpÇ×Æ�÷?ï�çWÍÂõ�ÍÂÄ�ç�Ö�÷�Ç×ÍÎÒ
ßîÉ�Ò'Ø×Ì'ÇZÍÂòËÆµÍÂÈWÄ_ÈpßîÆµÞËÒ{ØZÊ�ÇáßÖpÌ'Ò

Mk.
ñ�ß$ÆµÒ
Ç�Ø×Ê�ÍÂÆµÖp÷�ÓÂÒ�Ç×ÈpÆ§Ö*ÆµÍÎÈpÄ_ÖpÄËÉ

ÆµÇZÖpÄ�Ø×ÓøÖÚÆZÍÎÈWÄV5
Mk

Ò'Äba×È�ï�Ø�ÆµÞ�ÒTß(ÈWÓÂÓÂÈ�ù�ÍÂÄ�ç�ò�Ç×ÈWò�Ò'ÇáÆµÍÎÒ
Ø'Á
ÀWÁ�ÃþÆ�ÞqÖpØ�ÈpÄ�Ò«ò�ÓÎÖpÄqÖpÇ�Ò
Ä�É

Em
ÖpØáï�Ô"òËÆZÈpÆµÍÂÌîÆZÈJÆµÞ�Ò

x3 = 0
ò�ÓÎÖpÄ�Ò�5�ÈpÄ�Ò�ÆµÈpò>Ò
Ä�É

Et
ÖÚÄ�É>ÈWÄËÒ

÷�ÈÚÆZÆµÈWÔ Ò'Ä�É
Eb

ÆµÞqÖÚÆ�ÖpÇ×Ò�ÇZÒ
ØZò�Ò'ÌíÆµÍÕõWÒ'ÓÕïUÖpØáï�ÔJòËÆZÈpÆµÍÂÌTÆµÈ!ÆµÞ�Ò�ÊËò�ò�Ò'Ç�Ò
Ä�É�ÖÚÄ�ÉxÆµÈ!ÆµÞ�Ò�ÓÂÈ�ùvÒ
Ç
Ò
Ä�É�Èpß<Ö[Ì'ÖÚÆµÒ
Ä�ÈWÍÎÉ"ù�ÍÂÆµÞ

x3
â�Ö*ì�ÍÂØvÈÚß�ÇZÒ
õpÈWÓÎÊËÆZÍÎÈWÄ�Á9Ý0ÞËÒTòËÓøÖpÄqÖÚÇ�Ò'Ä�É

Em
ÍÂØvÓÂÈ�Ì=ÖÚÆZÒ'É�÷�ÒíÆ�ù�Ò'Ò
Ä

ÆZÞ�ÒTÆ�ù�ÈJÌ=ÖÚÆZÒ'Ä�ÈpÍÎÉqÖÚÓ¸Ò'Ä�É�Ø
Á
Ï�Á�ÃþÆ�ÍÂØ·ÍÂÄ?õÚÖÚÇZÍøÖÚÄ?Æ�Ê�Ä�ÉËÒ'Ç·ÆµÞËÒôÖpÌíÆµÍÂÈWÄJÈpß�ÆµÞËÒ�Ç×ÈpÆ§ÖÚÆZÍÎÈWÄ!ÈpßFÖÚÄ�çWÓÂÒ 2π

k+1

Öp÷�ÈWÊËÆ�ÆµÞ�Ò
x3
â�Ö�ìËÍÂØ65?Ê�ÄËÉ�Ò'Ç

ÆZÞ�Ò�ÖÚÌ
ÆµÍÂÈWÄUÈpß9ÆµÞËÒ[Ø×ï�ÔJÔ"ÒíÆµÇáï8ù�ÍÂÆµÞUÇZÒ'Ø×ò�Ò'ÌíÆjÆµÈ"ÆµÞËÒ
x2 = 0

ò�ÓøÖpÄËÒ[ÖpÄ�É>Ê�Ä�ÉËÒ'Ç�ÆµÞ�Ò[ÖpÌ
ÆZÍÎÈWÄ
ÈÚß�ÆZÞ�Ò�Ì'ÈWÔJò�ÈWØ×ÍÂÆµÍÂÈWÄUÈpß·Ö�Ç×ÈpÆ§ÖÚÆZÍÎÈpÄ>Èpß·ÖpÄ�çWÓÂÒ π

k+1

Öp÷�ÈWÊ�ÆjÆZÞ�Ò
x3
â�Ö�ì�ÍÎØjÖpÄËÉ�ÆµÞ�Ò�Øáï�ÔJÔJÒ
ÆZÇ×ï

ù�ÍÕÆµÞ8ÇZÒ
ØZò�Ò'ÌíÆ�ÆZÈ!ÆZÞ�Ò
x3 = 0

ò�ÓÎÖpÄ�ÒpÁ
ÛËÁ�ÃþÆôÍÂÄ?ÆµÒ
ÇZØ×Ò'Ì
ÆZØôÆZÞ�Ò

x3 = 0
ò�ÓøÖÚÄ�Ò«ÍÂÄ

k + 1
Ø×ÆZÇµÖpÍÂçWÞ�Æ�ÓÎÍÎÄËÒ'Ø65qù�Þ�ÍÎÌ§Þ�ÍÂÄ?ÆZÒ'ÇZØ×Ò'ÌíÆôÆµÞËÒ'ÔJØZÒ'ÓÕõWÒ'ØjÖÚÆ

ÆZÞ�Ò�ÈWÇ×ÍÎçWÍÂÄ.ù�ÍÕÆµÞ,ÖpÄ�çpÓÎÒ'Ø[Ò'û?ÊqÖpÓvÆZÈ π
k+1

.
Ý0ÞËÒ8ÍÂÄ?ÆµÒ
ÇZØ×Ò'Ì
ÆZÍÎÈWÄ�Èpß

Mk
ù�ÍÂÆµÞ�ÆZÞ�Ò�òËÓøÖpÄ�Ò

x3 =
const (6= 0)

ÍÎØ[ÖUØZÍÂÄ�çWÓÂÒG�pÈWÇZÉqÖÚÄ�Ì
Ê�Ç×õWÒÚÁ�Ý0ÞËÒ�ÍÂÄ?ÆµÒ
ÇZØ×Ò'Ì
ÆZÍÎÈWÄAÈÚß
Mk

ù�ÍÂÆµÞ.ÆZÞ�Ò@Ê�ò�ò�Ò
Ç�Þ�ÖpÓÂß
Ø×òqÖpÌ
Ò

x3 > 0
\Ç×Ò'ØZò�Áhù�ÍÕÆµÞ�ÆµÞËÒUÓÂÈ�ùvÒ
ÇJÞ�ÖpÓÂßôØ×òqÖpÌ'Ò

x3 < 0
]mÍÎØmÆµÈpò�ÈWÓÎÈWçpÍÂÌ=ÖpÓÕÓÕï�ÖÚÄ�Èpò�Ò'Ä

ÖÚÄ�Ä�Ê�ÓÂÊ�Ø'Á
T.ÒîÉ�Ò'ÄËÈpÆµÒTù�ÍÂÆZÞ

Xi,
ù�ÍÂÆZÞ

i = t, b,m,
ÆZÞ�ÒîòqÖpÇZÖpÔJÒ
ÆµÇ×Í=�'ÖÚÆµÍÂÈpÄ�Èpß<ÆµÞ�ÒîÒ
Ä�É

Ei
ÖpÄ�É�ù�ÍÂÆµÞ

Xi,ε
ÆµÞËÒ

òqÖpÇZÖpÔJÒ
ÆµÇ×Í=�'ÖÚÆµÍÂÈpÄ�Èpß<ÆµÞËÒ�Ì
ÈWÇZÇ×Ò'Ø×ò�ÈWÄ�É�ÍÂÄ�çJÒ'Ä�É
Ei,ε

Èpß
Mk,ε.

W�È�ù ùvÒ�çWÍÂõWÒ�ÖJÓÎÈ�Ì'ÖpÓFÉ�Ò
ØZÌ
ÇZÍÎò�ÆµÍÎÈpÄUÈpß�ÆZÞ�Ò�ØZÊ�Ç×ßÖÚÌ'Ò
Mk,ε

Ä�Ò=ÖÚÇ�ÍÕÆµØ�Ò'ÄËÉ�ØjÖÚÄ�ÉUù�Ò«ÍÎÄ�ÆµÇZÈ�ÉËÊ�Ì'Ò�Ì
È�ÈWÇáâ
É�ÍÂÄqÖÚÆµÒ
Ø0ÆZÞqÖÚÆ0ùvÒ�Ø×ÞqÖpÓÂÓ¸Ê�ØZÒÚÁ
v ¬��>°�£(�q����¼����<�Cw Ý0ÞËÒ�ò�ÓøÖÚÄqÖpÇ5Ò'Ä�É

Em,ε
ÈÚßGÆµÞËÒîØZÊ�Ç×ßÖÚÌ'Ò

Mk,ε
Ì'ÖpÄx÷�ÒîòqÖpÇµÖÚÔ"ÒíÆµÇZÍ��'Ò
É8÷?ï

Xm,ε(x) :=

(
ε2x

|x|2 , ε
2um(x)

)
∈ R3,

\½Ï�ÁéÛ�Ï�]
ù�Þ�Ò
ÇZÒ

x ∈ B̄ρ0(0)−{0} ⊂ R2.
ã�Ò
ÇZÒ

ρ0 > 0
ÍÂØ�úËì�Ò'ÉJØZÔ"ÖpÓÂÓ�Ò'ÄËÈWÊ�çWÞ¸Á�Ý0Þ�Ò0ß(ÊËÄ�Ì
ÆZÍÎÈWÄ

um
ØµÖÚÆZÍÎØ×ú�Ò'Ø

ÆµÞËÒ�ÔJÍÎÄËÍÂÔ"ÖpÓ%Ø×Ê�Ç×ßÖÚÌ'Ò�Ò
û?ÊqÖÚÆµÍÂÈWÄ8ù�ÞËÍÎÌ§ÞxÞqÖpØ0ÆµÞ�ÒTß(ÈpÓÎÓÂÈ�ù�ÍÂÄËç�ß(ÈWÇ×Ô

2Hu =
|x|4
ε2

div

( ∇u
(1 + |x|4 |∇u|2)1/2

)
= 0.

\½Ï�ÁéÛWÛ�]
ÃþÆ«Ì=ÖÚÄA÷�ÒJØZÞ�È�ù�Ä°\(ØZÒ
ÒIY ÀWÀ,[l]ôÆµÞqÖÚÆîÆµÞ�Ò!ß(Ê�Ä�ÌíÆµÍÂÈWÄ

um
Ì=ÖpÄ.÷�Ò"ÒXì�ÆµÒ'ÄËÉ�Ò'É�ÖÚÆ�ÆZÞ�ÒJÈWÇZÍÂçWÍÂÄRÌ'ÈWÄ�ÆµÍÂÄ�Ê�â

ÈWÊ�Ø×ÓÂï�Ê�ØZÍÂÄ�ç'T.Ò'ÍÂÒ'Ç×Ø×ÆµÇZÖpØZØ�Ç×Ò'ò�Ç×Ò'ØZÒ
Ä?ÆµÖÚÆµÍÂÈWÄ¸ÁJÃÅÄ òqÖpÇ×ÆZÍÎÌ
Ê�ÓøÖÚÇôùvÒJÌ'ÖpÄ.ò�Ç×È�õWÒmÆµÞqÖÚÆ
um ∈ C2,α(B̄ρ0)ÖpÄ�É

um = OC2,α
b

(|x|k+1),
ù�Þ�Ò
ÇZÒîÆµÞ�ÒîÒXìËòËÇZÒ'Ø×ØZÍÎÈWÄ OCn,αb

(g)
É�Ò
Ä�ÈpÆµÒ
Ø�Ömß(Ê�Ä�ÌíÆµÍÂÈWÄ�ÆµÞqÖÚÆ65�ÆZÈWçWÒíÆµÞ�Ò
Ç

ù�ÍÂÆZÞxÍÂÆZØ0òqÖpÇ×ÆZÍøÖpÓ�É�Ò
ÇZÍÕõÚÖÚÆµÍÕõWÒ'Ø�Èpß�ÈpÇZÉ�Ò
ÇfÓÂÒ'Ø×Ø�ÆZÞqÖpÄxÈWÇ�Ò
û?ÊqÖpÓFÆZÈ
n+ α

ÍÎØ0÷�ÈWÊ�Ä�ÉËÒ'ÉU÷?ï8Ö!Ì'ÈWÄËØ×Æ§ÖÚÄ?Æ
ÆµÍÂÔ"Ò
Ø

g.
<qÊ�Ç×ÆµÞËÒ'ÇZÔJÈWÇ×Ò�5�Æ§Öpæ?ÍÂÄ�ç!ÍÂÄ?ÆZÈ!ÖpÌ'Ì
ÈWÊ�Ä�Æ�ÆµÞ�ÒTØ×ï�ÔJÔ"ÒíÆµÇZÍÂÒ'Ø5Èpß<ÆµÞËÒîØZÊËÇ×ßÖpÌ
Ò�5qÍÂÆ0ÍÂØ0ò�ÈpØZØZÍÂ÷�ÓÎÒôÆµÈ

èWü



ØZÞËÈ�ù�ÆµÞ�Ò"ß(Ê�ÄËÌ
ÆµÍÂÈWÄ
um,

ÍÎÄAò�ÈWÓøÖÚÇ«Ì
È�ÈWÇZÉËÍÎÄqÖÚÆZÒ'Ø,59ÞqÖpØ«ÆµÈ>÷�Ò�Ì
ÈWÓÎÓÂÍÂÄ�Ò'ÖpÇîÆµÈ
cos(j(k + 1)θ),

ù�ÍÕÆµÞ
j > 1

ÖpÄ�ÉxÈ�ÉËÉ¸Á
Ãþßjù�Ò>ÓÂÍÎÄËÒ=ÖpÇ×Í��'Ò8ÍÂÄ

u = 0
ÆµÞ�ÒxÄ�ÈWÄ�ÓÂÍÎÄ�Ò'ÖpÇ!Ò
û?ÊqÖÚÆµÍÂÈWÄÔ\½Ï�ÁéÛWÛ�]�ùvÒUÈp÷ËÆ§ÖpÍÂÄ,ÆµÞ�ÒUÒXì�ò�ÇZÒ
ØZØZÍÂÈWÄhÈpßTÖÚÄ

ÈWò�Ò
ÇµÖÚÆZÈWÇ·ù�Þ�ÍÂÌ§Þ�ÍÎØ,5�Ê�ò@ÆµÈ[Ö«ÔmÊËÓÂÆµÍÂòËÓÂÍÂÌ'ÖÚÆµÍÕÈWÄJ÷�ï
ε4,

ÆZÞ�ÒD�WÖpÌ
ÈW÷�Í�ÈWò�Ò
ÇµÖÚÆZÈWÇvÖp÷�ÈpÊËÆ�ÆµÞËÒôò�ÓÎÖpÄ�Ò�5�ÆZÞqÖÚÆ
ÍÎØ LR2 = |x|4∆0.

Ý<ÈJ÷%ÒîÔJÈWÇZÒjò�ÇZÒ
Ì'ÍÎØ×Ò�5�ÆµÞ�ÒîÓÂÍÎÄ�Ò'ÖpÇZÍ��'ÖÚÆµÍÕÈWÄ�Èpßm\�Ï�ÁéÛWÛ�]vçWÍÕõWÒ'Ø

Lu v =
|x|4
ε2

div

(
∇v√

1 + |x|4|∇u|2
− |x|4∇u ∇u · ∇v√

(1 + |x|4|∇u|2)3

)
.

\½Ï�ÁéÛpÙ�]
T.Ò�ØZÞ�ÖpÓÎÓ�çWÍÕõWÒ�ÆµÞ�Ò·Òíì�ò�Ç×Ò'Ø×ØZÍÎÈWÄ[Èpß

Hu+v,
ÆZÞ�Ò�ÔJÒ=ÖÚÄ«Ì'Ê�ÇáõÚÖÚÆZÊ�ÇZÒ�ÈpßËÆZÞ�Ò�çWÇZÖpò�Þ«ÈpßËÆZÞ�Ò·ß(ÊËÄ�Ì
ÆZÍÎÈWÄ

u+v,ÍÎÄ{ÆZÒ'ÇZÔJØîÈÚß�ÆµÞËÒJÔJÒ=ÖÚÄ Ì'ÊËÇ×õÚÖÚÆZÊ�ÇZÒJÈÚß
Σu,

ÆµÞqÖ*Æ�ÍÎØ
Hu.

ÃÅÄRÆµÞËÒ!ß(ÈpÓÎÓÂÈ�ù�ÍÂÄËç�ùvÒ!ØZÞqÖpÓÂÓ9ÇZÒ'ØáÆµÇ×ÍÎÌ
ÆîÈWÊ�Ç
ÖÚÆ×ÆµÒ'Ä�ÆµÍÂÈWÄxÆµÈJÆµÞ�Ò«ò�ÓÎÖpÄqÖpÇ�Ì=ÖÚØZÒ�5�ÆZÞqÖÚÆ�ÍÎØ

u = 0,
ÈWÄ�Ö"ÉËÈWÔ@ÖÚÍÎÄxÈpß�ÆµÞ�Ò�ß(ÈWÇ×Ô {(r, θ) ∈ Br0(0)|r ∈

[r1, r2]}.
ãfÒ'Ç×ÒîùvÒîØZÞqÖÚÓÎÓ¸ØZÞËÈ�ùLÆµÞ�ÖÚÆ

2Hu+v = 2Hu + Luv +
|x|4
ε2

Qu(|x|2∇v, |x|2∇2v),
\½Ï�ÁéÛ�ë�]

ù�Þ�Ò
ÇZÒ
Qu

ØZÖÚÆµÍÂØ×úqÒ
Ø
Qu(0, 0) = ∇Q′

u(0, 0).Ý<ÈJØZÞ�È�ùÙ\½Ï�ÁéÛ�ë�]�5ËùvÒîØ×ÆµÖpÇ×Æ�ÈW÷�ØZÒ
Ç×õ�ÍÎÄËç!ÆµÞqÖÚÆ6U
1√

1 + |x|4|∇(u+ v)|2
=

1√
1 + |x|4|∇u|2

− |x|4 ∇u · ∇v√
(1 + |x|4|∇u|2)3

+Qu,1(v)
\½Ï�ÁéÛWè�]

ù�Þ�Ò
ÇZÒ«ÆµÞËÒ«ß(ÊËÄ�Ì
ÆZÍÎÈWÄ
Qu,1

ØµÖÚÆµÍÂØ×úqÒ
Ø
Qu,1(0) = ∇Qu,1(0) = 0.

Ý0Þ�Ò[ò�Ç×È�Èpß9Èpß9ÆZÞqÖÚÆ�ÍÎØ�õWÒ
Ç×ïUÌ
ÓÎÈWØ×Ò
ÆµÈ[ÆZÞ�ÒjÈWÄ�ÒôÆZÞqÖÚÆ0Öpò�ò�Ò'ÖpÇZØ5ÍÎÄ@ØZÒ'ÌíÆµÍÂÈWÄxÏ�ÁéÛ^U9ÍÕÆ�  ØvÄ�Ò'Ì
Ò'ØZØµÖÚÇ×ï�ÈWÄ�ÓÂï!ÆµÈ�ÇZÒ
ò�ÓøÖÚÌ'Ò

F
÷?ï |x|4. ��È�ù�ÒTÌ'ÖpÄÈWÔJÍÂÆ5ØZÈpÔ"ÒTÉ�Ò
ÆµÖpÍÎÓÂØ'Á���Ò
Ì'ÈWÄ�ÉËÓÂï�ùvÒîÈW÷�Ø×Ò'Ç×õWÒîÆµÞ�ÖÚÆ

2Hu+v
ÍÎØ0çWÍÕõWÒ'Ä8÷?ï

|x|4
ε2

div

(
∇(u+ v)√
1 + |x|4|∇u|2

− |x|4∇(u+ v)
∇u · ∇v√

(1 + |x|4|∇u|2)3
+∇(u+ v)Qu,1(v)

)
=

2Hu+
|x|4
ε2

div

(
∇v√

1 + |x|4|∇u|2
− |x|4∇u ∇u · ∇v√

(1 + |x|4|∇u|2)3

)
+
|x|4
ε2

Qu(|x|2∇v, |x|2∇2v).

<qÇZÈpÔ ÆµÞ�ÍÂØ0ÍÂÆ5ß(ÈWÓÎÓÂÈ�ù�Ø5ÆZÞ�ÒTù5ÖpÄ�ÆµÒ
ÉUÒíì�ò�ÇZÒ
ØZØZÍÂÈWÄ¸Á
��ÍÂÄ�Ì'ÒTù�Ò«ÖpØ×ØZÊ�ÔJÒTÆµÞqÖ*Æ

Σu
ÍÎØ�Ö!ÔJÍÎÄËÍÎÔJÖpÓ%Ø×Ê�Ç×ßÖpÌ
Ò�5�ùvÒ�Ø×ÞqÖpÓÂÓ¸Ì'ÈWÄËØZÍÎÉËÒ'Ç

Hu = 0.

<qÈWÓÂÓÎÈ�ù�ÍÂÄ�ç[ù�ÞqÖÚÆ�ù�Ò�ÞqÖ=õWÒ�É�ÈpÄ�ÒîÍÎÄ8Ø×Ò'Ì
ÆZÍÎÈWÄ>Ï�Á���ÇZÒ
ò�ÓøÖÚÌ'ÍÎÄËç
F
÷�ï |x|4 ù�Ò�çWÒíÆ�U

|x|4
ε2

(
∆0v +

√
1 + |x|4|∇u|2

(
L̄uv +Qu(|x|2∇v, |x|2∇2v)

))
= 0,

\½Ï�ÁéÛ���]
��




ù�Þ�Ò
ÇZÒ
L̄uv

ÍÎØ�Ö0Ø×Ò'Ì'ÈpÄ�É«ÈWÇZÉ�Ò
Ç�ÓÂÍÎÄ�Ò'ÖpÇ¸Èpò�Ò'ÇµÖ*ÆµÈWÇ¸ù�ÍÕÆµÞîÈWò�Ò
ÇµÖÚÆµÈpÇ¸ù�ÍÂÆZÞ�Ì
È�Ò,�JÌ'ÍÂÒ'Ä�ÆµØ<ÍÂÄ OC2,α
b

(|x|k+1).

ÃþÆîÍÎØTÍÎÔJò�ÈWÇáÆ§ÖpÄ�ÆôÆµÈ8ÇZÒ
Ô@ÖpÇ×æUÆZÞqÖÚÆîÍÂß�ÆµÞ�Ò�ß(Ê�Ä�Ì
ÆZÍÎÈWÄ
v
ØµÖÚÆZÍÎØáúqÒ'ØTÆµÈ8Ò
û�Ê�ÖÚÆµÍÂÈWÄ²\ÛËÁº��]�ù�ÍÕÆµÞ

u = umÆµÞËÒ'Ä{ÆµÞ�ÒmçpÇµÖpò�Þ{Èpß�ÆZÞ�Ò�ß(Ê�Ä�ÌíÆµÍÂÈWÄ
ε2(um + v)

ÍÂØjÔ"ÍÂÄ�ÍÂÔ"ÖÚÓ�Á�W�È�ù±ùvÒ!ÖpÇZÒ�ÍÎÄ�ÆµÒ
ÇZÒ'ØáÆµÒ
É ÍÂÄ�úqÄ�ÉËÍÎÄ�ç
ÆµÞËÒUÒ
û?ÊqÖÚÆµÍÂÈWÄ�ù�ÞËÍÎÌ§ÞhÖ{ß(Ê�Ä�ÌíÆµÍÎÈpÄ

w
Ô�Ê�ØáÆ"ØZÖÚÆµÍÂØ×ß$ï�ÍÎÄ�Ø×Ê�ÌXÞhÖRùvÖ�ï�ÆµÞËÒUØ×Ê�Ç×ßÖÚÌ'ÒUòqÖÚÇµÖpÔJÒ
ÆZÇZÍ��'Ò'É

÷?ï
Xm,ε + we3,

ÆZÞqÖÚÆ�ÍÎØTÆZÞ�ÒJçWÇµÖÚò�Þ.ÈÚß
w
ÖÚ÷%ÈpÊËÆ�ÆZÞ�ÒJÔJÍÎÉ�ÉËÓÎÒ�Ò'Ä�É

Em,ε,
ÍÎØîÔJÍÎÄËÍÎÔJÖpÓÁ!Ý0ÞqÖÚÆ«ÍÂØ

Ò'û?Ê�ÍÕõÚÖpÓÂÒ'Ä�Æ�ÆZÈ�ÇZÒ
û�ÊËÍÎÇZÒ"ÆµÞqÖ*Æ[ÆµÞ�Ò�çpÇµÖpòËÞ�ÈÚß
ε2um + w

ÍÎØ«Ô"ÍÂÄ�ÍÂÔ"ÖÚÓ�ÁUÝ0Þ�Ò
Ä�ùvÒ�Ì'ÖpÄ�ÈW÷ËÆµÖpÍÎÄ.ÆZÞ�Ò
ù5ÖÚÄ?ÆµÒ
ÉUÒ'û?ÊqÖ*ÆµÍÎÈpÄx÷?ï�Ç×Ò'ò�ÓÎÖpÌ
ÍÎÄ�ç

v
÷?ï

w/ε2
ÍÎÄp\ÛËÁº��]XÁP��ÈmùvÒ�çpÒ
Æ

|x|4
ε2

(
1

ε2
∆0w +

√
1 + |x|4|∇u|2

(
1

ε2
L̄uw +Qu

( |x|2
ε2
∇w, |x|

2

ε2
∇2w

)))
= 0.

\½Ï�ÁéÛ���]
T.Ò�Ì'ÖpÄ8ù�ÇZÍÕÆµÒTÍÂÆ0ÍÎÄ�ÆZÞ�ÒTß(ÈWÓÎÓÂÈ�ù�ÍÂÄ�ç[ù5Ö�ï

|x|4
ε4

(
∆0w +

√
1 + |x|4|∇u|2

(
L̄uw + ε2Qu

( |x|2
ε2
∇w, |x|

2

ε2
∇2w

)))
= 0.

\½Ï�ÁéÛWü�]
Ý0Þ�ÍÂØ�ÍÎØ5ÆµÞËÒîÔ"ÍÂÄ�ÍÂÔ"ÖÚÓ�Ø×Ê�Ç×ßÖÚÌ'Ò'ØfÒ
û�Ê�ÖÚÆµÍÂÈWÄ8ù�Ò�ØZÞ�ÖpÓÎÓ¸ÊËØZÒ�ÍÂÄ�ß(ÈWÓÎÓÂÈ�ù�ÍÂÄ�çmØ×Ò'ÌíÆµÍÎÈpÄ�Ø'Á
v ¬��.¾W�Ë¥����<¨�¤�<��£����<�<® Á�T.Ò�ÉËÒ'Ä�ÈpÆZÒ�÷?ï

Xc
ÆµÞ�Ò[òqÖpÇZÖpÔJÒ
ÆµÇ×Í=�'ÖÚÆµÍÂÈpÄUÈpß3ÆZÞ�Ò�ØáÆ§ÖpÄËÉqÖpÇZÉ�Ì=ÖÚÆZÒ'Ä�ÈpÍÎÉ

C
ù�Þ�ÈWØ×Ò«Ö*ì�ÍÎØ0Èpß�Ç×Ò
õWÈWÓÂÊËÆµÍÂÈWÄ�ÍÎØ5ÆµÞ�Ò

x3
âÅÖ*ì�ÍÎØ
Á3ÃþÆµØ�Òíì�ò�Ç×Ò'Ø×ØZÍÎÈWÄUÍÂØ

Xc(s, θ) := (cosh s cos θ, cosh s sin θ, s) ∈ R3

ù�Þ�Ò
ÇZÒ
(s, θ) ∈ R× S1.

Ý0Þ�ÒîÊ�Ä�ÍÂÆ0Ä�ÈWÇZÔ"ÖpÓ%õWÒ'ÌíÆµÈWÇ0úqÒ'ÓÂÉUÖp÷�ÈpÊËÆ
C
ÍÂØ0çWÍÂõWÒ
Äx÷?ï

nc(s, θ) :=
1

cosh s
(cos θ, sin θ,− sinh s).

Ý0Þ�Ò�Ì'ÖÚÆµÒ
Ä�ÈWÍÂÉ
C
Ô"Ö�ï[÷�Ò0É�ÍÂõ�ÍÂÉ�Ò'ÉmÍÎÄ�Æ�ù�È�òËÍÎÒ
Ì'Ò'Ø,5?É�Ò'Ä�ÈÚÆµÒ'É

C±
5Wù�ÞËÍÎÌ§Þ"ÖpÇ×Ò0É�ÒíúqÄ�Ò'É@ÖÚØ3ÆZÞ�Ò0ÍÎÔ"ÖpçWÒ

÷?ï
Xc

ÈÚß
(R± × S1)

Á�<qÈWÇjÖÚÄ?ï
ε > 0

5�ùvÒ�É�Ò
úqÄËÒmÆZÞ�Ò�Ì=ÖÚÆZÒ'Ä�ÈpÍÎÉ
Cε

ÖpØôÆZÞ�Ò�ÍÎÔ"ÖpçWÒ�Èpß
C
÷?ï�ÖpÄ

Þ�ÈWÔJÈpÆZÞ�Ò
ÆÅï@Èpß<òqÖpÇµÖÚÔ"ÒíÆµÒ'Ç
ε2.

T.ÒîÉËÒ'Ä�ÈpÆZÒTù�ÍÕÆµÞ
Xc,ε := ε2Xc

ÍÕÆµØ5òqÖpÇZÖpÔJÒ
ÆµÇ×Í=�'ÖÚÆµÍÕÈWÄ¸ÁiÓôßGÌ
ÈWÊ�Ç×ØZÒ�5
÷?ï�ÆZÞ�ÍÎØ5ÆZÇµÖpÄ�Øáß(ÈWÇZÔ"ÖÚÆZÍÎÈpÄ75�ÆµÈ

C±,
Ì'ÈWÇ×ÇZÒ'Ø×ò�ÈWÄ�ÉxÆÅùvÈJØZÊËÇ×ßÖpÌ
Ò'ØfÉ�Ò'ÄËÈpÆµÒ
É

Cε,±.

J�ò�ÆµÈTØ×ÈWÔJÒ5É�ÍÎÓÎÖÚÆµÍÕÈWÄ75*ùvÒ0Ì'ÖpÄJÖÚØZØZÊËÔ"ÒvÆµÞqÖÚÆ�ÆµÞ�ÒvÆ�ù�ÈîÒ
Ä�É�Ø
Et,ε

ÖpÄËÉ
Eb,ε

ÈÚß
Mk,ε

ÖpÇ×Ò0ÖpØ×ï�ÔJòËÆµÈpÆZÍÎÌ
ÆµÈ>ØZÈWÔJÒ"ÆµÇZÖpÄ�ØZÓÎÖÚÆµÒ
É�Ì
ÈWò?ï.Èpß0ÆµÞ�Ò@Ì=ÖÚÆZÒ'Ä�ÈpÍÎÉ�òqÖÚÇµÖpÔJÒ
ÆZÇZÍ��'Ò'ÉA÷�ï

Xc,ε
ÍÂÄAÆZÞ�Ò@õWÒ
Ç×ÆZÍÎÌ=ÖÚÓ�É�ÍÎÇ×Ò'ÌíÆµÍÎÈpÄ¸Á

Ý0Þ�Ò
ÇZÒ
ß(ÈpÇZÒ�5
Et,ε

ÖpÄ�É
Eb,ε

Ì=ÖpÄx÷�ÒîòqÖpÇZÖpÔ"ÒíÆµÇ×Í=�'Ò
É75ËÇZÒ'Ø×ò�Ò'ÌíÆµÍÂõWÒ
ÓÂï�52÷?ï
Xt,ε := Xc,ε + wt nc + σt,ε e3

\½Ï�Á Ù�
�]
ß(ÈWÇ

(s, θ) ∈ (s0,∞)× S1 5
Xb,ε := Xc,ε − wb nc − σb,ε e3

\½Ï�Á Ù�ÀS]
ß(ÈWÇ

(s, θ) ∈ (−∞,−s0)× S1 5qù�Þ�Ò
ÇZÒ σt,ε, σb,ε ∈ R, ß(Ê�Ä�ÌíÆµÍÎÈpÄ�Ø wt, wb ÆµÒ'ÄËÉ>ÒXìËò�ÈpÄ�Ò'Ä�ÆµÍøÖÚÓÎÓÂï@ßÖÚØ×ÆÆµÈ
0
ÖpØ
s
çWÈ�Ò
ØfÆZÈ ∞ ÇZÒR�qÒ
Ì
ÆµÍÂÄ�çJÆµÞ�ÒîßÖpÌ
ÆfÆZÞqÖÚÆ�ÆµÞ�Ò�Ò'Ä�É�ØôÖpÇ×Ò«ÖpØ×ï�ÔJòËÆµÈpÆZÍÎÌTÆZÈ@ÖJÌ=ÖÚÆZÒ'Ä�ÈpÍÎÉqÖÚÓ�Ò
Ä�É¸Á

��À



<qÊ�ÇáÆµÞ�Ò
ÇZÔJÈWÇZÒ�5GÆ§Öpæ?ÍÎÄËç>ÍÎÄ�ÆµÈ>ÖpÌ'Ì
ÈWÊ�Ä�Æ[ÆµÞ�Ò@Øáï�ÔJÔJÒ
ÆµÇ×ÍÎÒ
Ø«Èpß0ÆZÞ�Ò@Ø×Ê�Ç×ßÖpÌ
Ò�59ÍÂÆ«ÍÎØ«Ò'ÖpØ×ï ÆµÈ>ØZÞËÈ�ù�ÆµÞËÒ
ß(Ê�Ä�ÌíÆµÍÂÈWÄ�Ø

wt, wb,
ÍÎÄ�ÆZÒ'Ç×Ô"Ø5Èpß�ÆµÞ�Ò

(s, θ)
Ì
È�ÈWÇZÉ�ÍÂÄqÖÚÆZÒ'Ø65ËÞqÖ=õWÒTÆZÈ!÷�ÒTÌ
ÈWÓÎÓÂÍÂÄ�Ò=ÖÚÇ�ÆZÈ

cos(j(k + 1)θ),ù�ÍÂÆZÞ
j ∈ N ÖpÄ�ÉJÔ�Ê�ØáÆ�ØµÖÚÆZÍÎØ×ß$ï

wb(s, θ) = −wt(−s, θ− π
k+1

).
<qÊ�Ç×ÆZÞ�Ò'Ç×Ô"ÈpÇZÒ5ù�ÒfÞ�Ö�õWÒ

σt,ε = σb,ε.

ÃÅÄ{ØZÒ'ÌíÆµÍÂÈWÄ Û@Èpß¥Y Û�
b[9ÍÂÆjÍÂØjçpÍÂõWÒ
Ä�ÆµÞ�Ò�Òíì�ò�Ç×Ò'ØZØZÍÂÈWÄRÈpß�ÆZÞ�ÒmÔJÒ'ÖpÄ{Ì
Ê�Ç×õÚÖ*ÆµÊ�Ç×Ò!Èpò�Ò'ÇµÖ*ÆµÈWÇjÖp÷�ÈWÊËÆjÈpß�Ö
ØZÊËÇ×ßÖpÌ
ÒfÌ'ÓÎÈpØZÒ0ÆµÈ«ÖîØ×Ì=ÖpÓÂÒ'ÉJØ×Æ§ÖÚÄ�ÉqÖpÇ×É"Ì=Ö*ÆµÒ'ÄËÈWÍÎÉ¸Á;T.ÒfÌ=ÖÚÄ@ÖpÉqÖÚòËÆ�ÆµÞËÍÎØ�Ç×Ò'ØZÊËÓÂÆ�ÆµÈîÈWÊ�Ç�ØZÍÕÆµÊqÖ*ÆµÍÎÈpÄ¸Á�T.Ò
ÈW÷ËÆµÖpÍÎÄ"ÆZÞqÖÚÆvÆZÞ�ÒjØ×Ê�Ç×ßÖpÌ
ÒjòqÖpÇµÖÚÔ"ÒíÆµÇZÍ��'Ò
É�÷�ï

Xc,ε+w nc
ÍÎØ�Ô"ÍÂÄ�ÍÂÔ"ÖÚÓ2ÍÂß�ÖÚÄ�É�ÈWÄËÓÂïJÍÂß¸ÆµÞËÒôß(Ê�Ä�ÌíÆµÍÂÈWÄ

w
ØµÖ*ÆµÍÂØ×úqÒ
Ø�ÆµÞËÒ�ÔJÍÂÄ�ÍÂÔ"ÖÚÓ�Ø×Ê�Ç×ßÖÚÌ'Ò�Ò
û?ÊqÖÚÆµÍÂÈWÄ

Hw = 0,
ù�ÞËÒ'ÇZÒ

Hw = − 1

ε4
LCw +

1

ε2 cosh2 s
Q2,ε

(
w

ε2 cosh s
,
∇w

ε2 cosh s
,
∇2w

ε2 cosh s

)
+

1

ε2 cosh s
Q3,ε

(
w

ε2 cosh s
,
∇w

ε2 cosh s
,
∇2w

ε2 cosh s

)
.

\½Ï�Á Ù?Ï�]
ã�Ò
ÇZÒ LC

ÍÂØ0ÆZÞ�Ò��WÖpÌ'Èp÷�ÍFÈWò�Ò
ÇµÖÚÆZÈWÇ�Öp÷�ÈWÊËÆ0ÆµÞ�ÒîÌ'ÖÚÆµÒ
Ä�ÈWÍÂÉ75ËÆµÞqÖÚÆ�ÍÎØ

LCw =
1

cosh2 s

(
∂2ssw + ∂2θθw +

2w

cosh2 s

)

ÖpÄ�É
Q2,ε

ÖpÄËÉ
Q3,ε

ÖÚÇZÒUÓÂÍÎÄ�Ò'ÖpÇ!ØZÒ
Ì'ÈWÄ�ÉhÈWÇZÉËÒ'Ç"É�ÍÕä�Ò
ÇZÒ'Ä�ÆµÍÎÖpÓ�Èpò�Ò'ÇµÖ*ÆµÈWÇ×ØJù�Þ�ÍÎÌ§ÞhÖpÇZÒU÷�ÈWÊËÄ�É�Ò'ÉhÍÂÄ
Ck(R× S1)

ß(ÈWÇ�ÖÚÓÎÓ
k
5�Ê�Ä�ÍÂß(ÈpÇZÔJÓÕï@ÍÂÄ

ε
Á3Ý0Þ�Ò
ï8ØZÖÚÆµÍÂØ×ß$ï

Q2,ε(0, 0, 0) = Q3,ε(0, 0, 0) = 0
ÖpÄ�É ∇Q2,ε(0, 0, 0) = ∇Q3,ε(0, 0, 0) = 0,

\�Ï�Á Ù�Û�]
∇2Q3,ε(0, 0, 0) = 0.

\�Ï�Á ÙWÙ�]
T.Ò�Ø×ÞqÖpÓÂÓ�ù�ÇZÍÕÆµÒjß(ÈWÇ0ØZÞ�ÈpÇ×Æ

Qε(wΦ) =
1

ε2 cosh2 s
Q2,ε

(
wΦ

ε2 cosh s
,
∇wΦ

ε2 cosh s
,
∇2wΦ

ε2 cosh s

)
+

1

ε2 cosh s
Q3,ε

(
wΦ

ε2 cosh s
,
∇wΦ

ε2 cosh s
,
∇2wΦ

ε2 cosh s

)
.

\½Ï�Á Ù?ë�]
<qÈWÇ�ÖÚÓÎÓ

ρ < ρ0
ÖpÄËÉ

s > s0
5�ùvÒîÉ�Ò
ú�Ä�Ò

Mk,ε(s, ρ) :=Mk,ε −
[
Xt,ε((s,∞)× S1) ∪Xb,ε((−∞,−s)× S1) ∪Xm,ε(Bρ(0))

]
.
\½Ï�Á Ù�è�]

Ý0Þ�Ò�òqÖÚÇµÖpÔJÒ
ÆZÇZÍ=�'ÖÚÆZÍÂÈWÄ�ØFÈpß�ÆµÞ�Ò�ÆµÞ�Ç×Ò'Ò�Ò
Ä�É�ØGÈpß
Mk,ε

ÍÂÄ�É�Ê�Ì
ÒvÖ�É�Ò'Ì
ÈWÔ"ò�ÈpØZÍÂÆZÍÎÈWÄîÈpß
Mk,ε

ÍÂÄ?ÆZÈfØZÓÂÍÎçWÞ�ÆµÓÕï
È�õpÒ'ÇZÓÎÖpò�ò�ÍÂÄ�çîÌ'ÈWÔJò�ÈWÄ�Ò
Ä?ÆµØ,U3ÖîÌ'ÈWÔJòqÖpÌíÆ�òËÍÎÒ
Ì'Ò

Mk,ε(s0+1, ρ0/2)
ÖpÄ�ÉJÆZÞ�ÇZÒ
Ò�Ä�ÈpÄ�Ì'ÈpÔ"òqÖÚÌ
Æ·ò�ÍÎÒ
Ì'Ò'Ø

Xt,ε((s0,∞)× S1)
5
Xb,ε((−∞,−s0)× S1)

ÖÚÄ�É
Xm,ε(B̄ρ0(0))

Á
T.Ò�ÉËÒ
úqÄËÒ[Ö�ùvÒ
ÍÎçWÞ�ÆµÒ'ÉxØ×òqÖpÌ
Ò�ÈpßGß(Ê�ÄËÌ
ÆµÍÂÈWÄ�Ø0ÈWÄ

Mk,ε
Á

�WÏ



� �"�9�<¤(¥�¤(¨���¿7w��7w��xw ÷�� � �R� ` ∈ N ¨ α ∈ (0, 1)
| �j� δ ∈ R ¨�~��x����� |c� � C`,αδ (Mk,ε) �=�3�c�����V�9�n~ zª ��~��x�D��� |c� � z��i� �c� � ~�� z �^���l� C`,αloc (Mk,ε)

��zb{ �N�c� � �'~l�x� ��zb}l}=z �i�l� � � zb{�� �=�����x�l~��
‖w‖C`,αδ (Mk,ε)

:= ‖w‖C`,α(Mk,ε(s0+1,ρ0/2)) + ‖w ◦Xm,ε‖C`,α(Bρ0 (0))

+ sup
s>s0

e−δs
(
‖w ◦Xt,ε‖C`,α([s,s+1]×S1) + ‖w ◦Xb,ε‖C`,α([−s−1,−s]×S1)

)

| �j�·�N�c� � � |�{ ���l� �b|�{ � | �x~��c�j�c� { ~��x� |c� ~�� z � z�� ~l�x�0�R� �3� �R~ { �³���l~l� { �k���x� � ~�~ z ~l�x� x2 = 0� }d| �V�k¨)~l� | ~)�=� w(p) = w(p̄)
��zb{E|�}l}

p ∈ Mk,ε, �N�x� { � p̄ := (x1,−x2, x3) � � p = (x1, x2, x3),�l� �b|�{ � | �x~i�i�l~�� { �k���x� � ~i~ z%|E{kz ~ | ~�� z � z���| � ��} � 2π
k+1

|�ªRz �c~�~��x� x3 | ���=� | �j�E~ z ~l�x� �kzb� � z �R�l~�� z �z���|n{kz ~ | ~�� z � z���| � ��} � π
k+1

|�ªRz �c~�~��x� x3 | ���=� | �j�n~l�x���R� �3� �R~ { �G�i�l~l� { �k���x� � ~P~ z ~l�x� x3 = 0� }d| �V�6�
T.Ò@ÇZÒ'Ô"ÖpÇ×æ{ÆµÞ�ÖÚÆ«ÆµÞ�Ò
ÇZÒ@ÍÎØ«Ä�ÈUùvÒ
ÍÎçWÞ�Æ�ÈpÄAÆZÞ�Ò@Ô"ÍÂÉ�É�ÓÂÒJÒ
Ä�É¸Á>ÃÅÄAßÖÚÌ
Æ«ùvÒ@Ì'ÈWÔJòqÖpÌíÆµÍÕß$ï{ÆµÞ�ÍÂØ«Ò'Ä�É
ÖpÄ�ÉUùvÒ[Ì'ÈWÄËØZÍÎÉËÒ'ÇjÖJùvÒ
ÍÎçWÞ�ÆµÒ
É�ØZòqÖpÌ
Ò�Èpß9ß(Ê�ÄËÌ
ÆµÍÂÈWÄ�Ø�É�ÒíúqÄ�Ò'É{ÈWÄ�ÖJÆ�ù�È�Ò'ÄËÉ�Ò'É{Ø×Ê�Ç×ßÖpÌ
ÒpÁ¥T.Ò[Ø×ÞqÖpÓÂÓ
ò�Ò'ÇáÆµÊ�Ç×÷xÆµÞËÒîØZÊ�ÇáßÖpÌ'Ò

Mk,ε
÷�ï�ÆµÞ�ÒîÄËÈWÇZÔ"ÖpÓ�çWÇµÖÚò�ÞxÈpß�Ömß(ÊËÄ�Ì
ÆZÍÎÈWÄ

u ∈ C2,αδ (Mk,ε).

f�:=¦�:gf hiZNR�®xJnY¯FIrt@�FI��RlH�Jb[GF;H
Ý0Þ�Ò��WÖÚÌ'ÈW÷�Í¸ÈWò�Ò'ÇZÖÚÆµÈpÇfÖÚ÷�ÈWÊËÆ

Mk,ε
ÍÂØ

LMk,ε
:= ∆Mk,ε

+ |AMk,ε
|2

ù�Þ�Ò
ÇZÒ |AMk,ε
| ÍÎØ5ÆZÞ�ÒîÄ�ÈWÇ×ÔðÈpß<ÆµÞËÒ�Ø×Ò'Ì
ÈWÄ�Éxß(Ê�Ä�ÉqÖpÔJÒ
Ä?Æ§ÖÚÓ¸ß(ÈpÇZÔ ÈWÄ

Mk,ε
Á

ÃÅÄRÆµÞ�Ò!òqÖpÇZÖpÔJÒ
ÆµÇ×Í=�'ÖÚÆµÍÂÈpÄ{Èpß·ÆµÞ�Ò!Ò
Ä�É�Ø�ÍÎÄ�ÆµÇZÈ�ÉËÊ�Ì'Ò
ÉAÖÚ÷�È�õWÒ�5�ÆµÞ�ÒmõWÈWÓÂÊ�ÔJÒ�ß(ÈWÇ×Ô"Ø
dvolMk,ε

Ì=ÖpÄ ÷�Ò
ù�ÇZÍÕÆZÆZÒ'Ä>ÖpØ

γt ds dθ
ÖpÄ�É

γb ds dθ
Ä�Ò=ÖÚÇ�ÆµÞ�Ò�Ì=Ö*ÆµÒ'ÄËÈWÍÎÉ�ÖpÓ¸Æ�ï�ò�Ò«Ò
Ä�É�ØôÖpÄ�É>ÖpØ

γm dx1 dx2
Ä�Ò'ÖpÇ�ÆµÞËÒ

ÔJÍÎÉ�É�ÓÂÒjÒ
Ä�É¸ÁCW�È�ùLù�Ò�Ì=ÖÚÄUÉËÒ
úqÄ�Ò�çpÓÎÈW÷qÖÚÓÎÓ ï@ÈpÄ
Mk,ε

Ö!Ø×Ô"È�ÈÚÆµÞ�ß(Ê�Ä�ÌíÆµÍÎÈpÄ

γ :Mk,ε −→ [0,∞)
\�Ï�ÁéÙ���]

ÆµÞ�ÖÚÆTÍÂØjÍÂÉ�Ò'Ä�ÆµÍÂÌ=ÖpÓÂÓÕïxÒ
û?ÊqÖpÓ�ÆZÈ
ε4
ÈWÄ

Mk,ε(s0 − 1, 2ρ0)
ÖpÄËÉRÒ
û?ÊqÖpÓ�ÆZÈ

γt
\(ÇZÒ
ØZò¸Á

γb
5
γm
]�ÈWÄ�ÆµÞËÒ

Ò'ÄËÉ
Et,ε

\(ÇZÒ'Ø×ò¸Á
Eb,ε

5
Em

]íÁ3Ý0Þ�ÒíïxÖpÇ×ÒTÉ�Ò
úqÄËÒ'ÉUÍÂÄ8Ø×Ê�Ì§Þ>Ö�ù5Ö=ï�ÆZÞqÖÚÆ�ÈpÄ
Xt,ε((s0,∞)× S1)

ÖpÄËÉ
ÈWÄ

Xb,ε((−∞,−s0)× S1)
ùvÒ�Þ�Ö�õWÒ

γ ◦Xt,ε(s, θ) ∼ ε4 cosh2 s
ÖpÄ�É

γ ◦Xb,ε(s, θ) ∼ ε4 cosh2 s.

<�ÍÂÄqÖpÓÂÓÕï"ÈWÄ
Xm,ε(Bρ0)

5�ù�Ò�ÞqÖ=õWÒ
γ ◦Xm(x) ∼

ε4

|x|4 .

�pÛ



ÃþÆfÍÂØ0ò�ÈWØZØZÍÂ÷�ÓÂÒTÆZÈJÌ§Þ�Ò
ÌXæ�ÆµÞ�ÖÚÆ�U
Lε,δ : C2,αδ (Mk,ε) −→ C0,αδ (Mk,ε)

w 7−→ γ LMk,ε
(w)

ÍÎØ9Öj÷�ÈWÊ�Ä�ÉËÒ'ÉJÓÂÍÎÄ�Ò'ÖpÇGÈWò�Ò'ÇZÖÚÆµÈpÇ'Á�Ý0ÞËÒ�Ø×Ê�÷�ØZÌ
ÇZÍÂòËÆ
δ
ÍÎØ�Ô"Ò'ÖpÄ?Æ�ÆµÈTæpÒ
Ò'ò!ÆµÇZÖpÌ§æ«Èpß2ÆµÞ�ÒvùvÒ'ÍÂçWÞ?ÆZÒ'É!Ø×òqÖpÌ
Ò

È�õpÒ'ÇTù�Þ�ÍÎÌ§ÞRÆµÞËÒ%�WÖpÌ'ÈW÷ËÍ3ÈWò�Ò
ÇµÖÚÆZÈWÇTÍÎØîÖpÌíÆµÍÂÄ�ç�ÁLÓj÷�ØZÒ
Ç×õWÒ!ÆµÞqÖÚÆ65FÆµÞËÒmß(Ê�Ä�Ì
ÆZÍÎÈWÄ
γ
ÍÂØTÞ�Ò'Ç×Ò!ÆZÈxÌ
ÈWÊ�Ä�â

ÆµÒ
ÇZ÷qÖÚÓøÖpÄ�Ì
ÒfÆµÞËÒôÒ
ä%Ò'ÌíÆ5Èpß¸ÆµÞ�Ò�Ì'ÈpÄËß(ÈWÇZÔ"ÖpÓ�ßÖpÌ
ÆZÈWÇ 1√
|gMk,ε

|
ÍÎÄJÆZÞ�ÒôÒXìËòËÇZÒ'Ø×ØZÍÎÈWÄ�Èpß¸ÆZÞ�Ò���ÖpòËÓøÖpÌ
ÍøÖpÄJÍÂÄ

ÆµÞËÒfÌ'È�ÈWÇ×É�ÍÎÄ�ÖÚÆµÒ
Ø�ù�Ò�Ê�Ø×ÒfÆZÈ�òqÖpÇµÖÚÔ"ÒíÆµÇZÍ��'Ò5ÆµÞËÒfÒ'Ä�ÉËØ�Èpß%ÆµÞ�ÒfØ×Ê�Ç×ßÖÚÌ'Ò
Mk,ε

Á9Ý0Þ�ÍÂØ·ÍÎØ�òËÇZÒ'Ì
ÍÎØ×Ò'ÓÕïmù�ÞqÖ*Æ
ÍÎØ[ÄËÒ'Ò'ÉËÒ'É,ÆZÈ{Þ�Ö�õWÒ@ÆµÞ�Ò�Èpò%Ò
ÇµÖ*ÆµÈWÇ[É�ÒíúqÄ�Ò'É�ß(ÇZÈpÔ ÆµÞ�Ò�Ø×òqÖpÌ'Ò C2,αδ (Mk,ε)

ÍÎÄ?ÆZÈ>ÆZÞ�Ò@Æ§ÖÚÇZçWÒíÆmØ×òqÖpÌ
Ò
C0,αδ (Mk,ε)

Á
Ý<È"ÞqÖ=õWÒ[Ö!÷�ÒíÆZÆµÒ
ÇfçWÇµÖÚØZòUÈpßGù�ÞqÖ*Æ�ÍÎØ0çWÈWÍÎÄËç!ÈWÄ75qÓÎÒíÆfÊ�ØfÓÂÍÎÄ�Ò'ÖpÇZÍ��
ÒjÆµÞ�ÒîÄ�ÈWÄ�ÓÂÍÎÄ�Ò'ÖpÇ0Ò
û�Ê�ÖÚÆµÍÂÈWÄ·\½Ï�Á Ù?Ï�]
ÖÚÆ
w = 0.

TAÒîçWÒíÆ�ÆZÞ�ÒîÒíì�ò�ÇZÒ
ØZØZÍÂÈWÄUÈpß<ÆµÞ�Ò��WÖpÌ
ÈW÷�ÍFÈpò�Ò'ÇµÖ*ÆµÈWÇ�Öp÷�ÈWÊ�Æ�ÆZÞ�ÒîØZÌ=ÖÚÓÎÒ
ÉUÌ'ÖÚÆµÒ
Ä�ÈWÍÂÉ
Cε

LCε :=
1

ε4 cosh2 s

(
∂2s + ∂2θ +

2

cosh2 s

)
.

T.Ò0Ì=ÖpÄ!ÈW÷ËØZÒ'ÇáõWÒ0ÆµÞqÖÚÆ9ÆZÞ�Ò0ÈWò�Ò
ÇµÖÚÆZÈWÇ
cosh2 sLCε

Ô@ÖÚò�Ø�ÆµÞ�Ò0Ø×òqÖpÌ'Ò
(cosh s)δ C2,α((s0,+∞)×S1)ÍÎÄ�ÆµÈ�ÆµÞ�ÒîØ×òqÖpÌ'Ò

(cosh s)δ C0,α((s0,+∞)× S1)
Á

��ÍÂÔ"ÍÂÓÂÖpÇ×ÓÕï�5�ÍÂß¸ùvÒjÓÎÍÂÄ�Ò'ÖpÇZÍ��
ÒfÆµÞ�ÒôÄ�ÈWÄ�ÓÂÍÎÄ�Ò'ÖpÇ�Ò
û?ÊqÖÚÆµÍÂÈWÄf\½Ï�ÁéÛWÛ�]·ÖÚÆ
u = 0

5�ù�ÒjÈW÷ËÆ§ÖÚÍÎÄq\Ø×Ò'ÒL\½Ï�ÁéÛ�]�ù�ÍÕÆµÞ
u = 0

]R5FÊËòRÆZÈxÖ�Ô�Ê�ÓÂÆZÍÂò�ÓÂÍÕÌ=ÖÚÆZÍÂÈpÄ�÷�ï
1/ε4,

ÆµÞ�ÒmÒXì�ò�ÇZÒ
ØZØZÍÂÈWÄ Èpß·ÆZÞ�ÒE�WÖpÌ
ÈW÷�Í9Èpò%Ò
ÇµÖ*ÆµÈWÇTÖp÷�ÈWÊ�ÆTÆZÞ�Ò
ò�ÓÎÖpÄ�ÒpÁ

1

ε4
LR2 :=

|x|4
ε4

∆0.

ñôçWÖpÍÎÄV5=ÆµÞ�Ò3ÈWò�Ò
ÇµÖÚÆZÈWÇ
γ 1
ε4

LR2 = ∆0
Ì'ÓÂÒ=ÖpÇ×ÓÂï�Ô"Öpò�Ø�ÆµÞ�Ò3Ø×òqÖpÌ
Ò C2,α(B̄ρ0)

ÍÎÄ�ÆµÈ5ÆZÞ�Ò3ØZòqÖÚÌ'Ò C0,α(B̄ρ0)
ÁW�È�ù�5WÆµÞ�Ò5ß(Ê�ÄËÌ
ÆµÍÂÈWÄ

γ
ò�ÓÎÖ�ï�Ø65Wß(ÈpÇ�ÆµÞ�Ò0Ò
Ä�É�Ø�ÈÚß�ÆZÞ�Ò0ØZÊ�ÇáßÖpÌ'Ò

Mk,ε
5WÆµÞ�Ò0Ç×ÈWÓÎÒvò�ÓÎÖ�ïWÒ
É!÷?ï[ÆZÞ�Ò5ß(Ê�Ä�ÌíÆµÍÂÈWÄ

cosh2 s
ß(ÈWÇ·ÆZÞ�ÒôÒ
Ä�É�ØvÈpß¸ÆZÞ�ÒôØáÆ§ÖpÄ�É�ÖpÇZÉ@Ì=ÖÚÆZÒ'Ä�ÈWÍÂÉ�ÖpÄ�É"ÆµÞËÒôÇ×ÈWÓÎÒfò�ÓÎÖ�ïWÒ
É@÷?ï!ÆµÞ�Òfß(Ê�Ä�Ì
ÆZÍÎÈpÄ |x|−4 ß(ÈpÇÆµÞËÒ"ò�ÓÎÖpÄ�ÒÚÁ0��ÍÎÄËÌ'Ò!ÆµÞ�ÒG�WÖpÌ
ÈW÷�Í�ÈWò�Ò
ÇµÖÚÆZÈWÇ«ÖÚ÷�ÈWÊËÆ

Mk,ε
ÍÎØ�ÖpØáï�ÔJòËÆZÈpÆµÍÂÌmÆµÈ 1

ε4
LR2

ÖÚÆ
Em,ε

ÖpÄËÉAÍÂØ
ÖpØáï�ÔJòËÆZÈpÆµÍÂÌ�ÆZÈ LCε

ÖÚÆ
Et,ε

ÖpÄ�É
Eb,ε

5FùvÒ!Ì
ÈWÄ�Ì
ÓÎÊ�É�ÒmÆZÞqÖÚÆTÆZÞ�Ò!ÈWò�Ò
ÇµÖÚÆZÈWÇ Lε,δ Ô@ÖÚò�Ø C2,αδ (Mk,ε)ÍÎÄ�ÆµÈ C0,αδ (Mk,ε)
Á

W�È�ù©ùvÒ�Ç×Ò'Ì=ÖÚÓÎÓ�ÆµÞËÒîÄ�ÈpÆµÍÂÈWÄ8ÈÚß�Ä�ÈpÄxÉ�Ò'çWÒ
Ä�Ò
ÇµÖpÌíïxÍÂÄ?ÆµÇ×È�É�Ê�Ì
Ò'ÉxÍÎÄ³Y ÀWÀ,[�Á
� �"�9�<¤(¥�¤(¨���¿7w=�7wÂ¿7w µ7�x�.�R� {l�,|c� � Mk,ε �=�.� | ����~ z�ª �¥� z �_�c� � �R�V� {o| ~��)� � Lε,δ �=���l�±°�� � ~�� � � ��z�{�|�}l}
δ < −1.
ÃþÆ�Ê�Ø×Ò
ß(Ê�Ó�ÆZÈîÈW÷�Ø×Ò'ÇáõWÒ�ÆµÞqÖ*Æ·ÖTÉ�Ê�ÖpÓÎÍÕÆ�ï[ÖÚÇZçWÊ�ÔJÒ'Ä�Æ3ÍÎÄ�ÆµÞ�Ò5ùvÒ
ÍÎçWÞ�ÆµÒ
É%�FÒ'÷�Ò
ØZçWÊËÒfØZòqÖÚÌ'Ò'Ø,5�ÍÎÔJò�ÓÂÍÂÒ
Ø�ÆµÞ�ÖÚÆ

(Lε,δ
ÍÎØ0ÍÂÄba×Ò'ÌíÆµÍÕõWÒ

) ⇔ (Lε,−δ
ÍÎØ0Ø×Ê�Ç�a×Ò
Ì
ÆµÍÕõWÒ

)

�ÚÙ



ÍÂß
δ /∈ Z ÁP��Ò'Ò%Y ÛpÙ�[<ÖÚÄ�ÉpYÕÀ=ü�[¸ß(ÈWÇ0ÔJÈWÇZÒTÉËÒ
Æ§ÖÚÍÎÓÎØ
Á

Ý0Þ�ÒôÄ�ÈWÄ@É�Ò
çWÒ'ÄËÒ'ÇµÖÚÌ
ï@Èpß
Mk,ε

ÍÂØ�ÇZÒ
ÓøÖÚÆZÒ'ÉJÆµÈ«ÆµÞËÒôÔ"Öpò�ò�ÍÂÄ�ç�ò�ÇZÈWò�Ò
Ç×ÆZÍÎÒ'Ø�Èpß Lε,δ ÖpÄ�É"ÆµÈ«ÆµÞËÒôæpÒ
ÇZÄ�Ò
ÓÈpß�ÆµÞ�ÍÂØ�Èpò�Ò'ÇµÖ*ÆµÈWÇ
Á#<qÇZÈWÔ¡ÆZÞ�Ò�ÈW÷�Ø×Ò'Ç×õ*ÖÚÆµÍÂÈWÄ�Ø�Ô"ÖpÉ�Ò�Öp÷�È�õWÒ�5?ÍÂÆ9ß(ÈWÓÎÓÂÈ�ù�Ø9ÆZÞqÖÚÆ·ÖÚÆ3ÆµÞ�Ò�Ì=Ö*ÆµÒ
Ä�ÈWÍÎÉ�ÖpÓËÆÅï�ò�Ò
Ò'ÄËÉ�ØôÖpÄ�É>ÖÚÆ�ÆµÞ�Ò�Ô"ÍÂÉ�É�ÓÂÒTò�ÓÎÖpÄqÖpÇ0Ò'Ä�ÉUÆZÞ�Ò��WÖpÌ'ÈW÷ËÍ�ÈWò�Ò'ÇZÖÚÆµÈWÇ×ØfÈpß

Mk,ε
ÖpÄËÉ

Mk
ÖpÇZÒ�Ç×Ò'Ø×ò�Ò'Ì
ÆZÍÂõWÒ
ÓÂï

ÖpØáï�ÔJòËÆZÈpÆµÍÂÌ0ÆµÈ LC
ÖpÄ�É LCε

ù�Þ�ÍÂÌXÞ"Ì'ÈpÍÎÄ�Ì
ÍÎÉ�Ò�Ê�òJÆµÈ«Ö�Ô�Ê�ÓÕÆµÍÂò�ÓÂÍÕÌ=Ö*ÆµÍÂÈpÄ!÷�ï
ε4.

��È�ùvÒfÌ'ÈWÊ�ÓÂÉJÆZÇµÖpÄËØáâ
ò�ÈWØ×Ò!ØZÈWÔJÒmÈpß·ÆµÞËÒ!ÇZÒ
ØZÊ�ÓÕÆµØîÖp÷�ÈWÊËÆTÆZÞ�Ò!Ø×Ê�Ç×ßÖpÌ
Ò

Mk(0)
Ì
ÈWÄ�Æ§ÖpÍÂÄ�Ò'ÉRÍÂÄ£Y ÀWÀ6[3Ç×Ò'ÓÎÖÚÆµÒ
É{ÆµÈ�ÆZÞ�Ò!ØáÆµÊ�ÉËï

Èpß9ÍÂÆµØfÔJÒ=ÖÚÄ>Ì
Ê�Ç×õÚÖ*ÆµÊ�Ç×Ò[ÈWò�Ò'ÇZÖÚÆµÈWÇ,52ÆµÈJÆµÞ�Ò«Ø×Ê�Ç×ßÖpÌ
Ò
Mk,ε,

ÍÎÄ�Ì
ÓÎÊ�É�ÍÂÄ�çJÄËÈWÄ>É�Ò'çpÒ'Ä�Ò
ÇµÖpÌíïWÁ�Ý0Þ�Ò[ÈpÄ�ÓÂï
É�ÍÕä�Ò
ÇZÒ'ÄËÌ'Ò"ÍÂØTÆµÞqÖÚÆ�Þ�Ò'Ç×ÒJùvÒ!ùvÈWÇZæ�ù�ÍÕÆµÞ ØZòqÖpÌ
Ò'Ø[ÈÚßvß(Ê�Ä�ÌíÆµÍÂÈWÄ�Ø�ÍÂÄ?õÚÖÚÇZÍøÖÚÄ?ÆTù�ÍÕÆµÞ ÇZÒ'Ø×ò�Ò'ÌíÆ[ÆµÈUÖpÓÎÓ9Èpß
ÆµÞËÒ�Øáï�Ô"ÔJÒ
ÆZÇZÍÎÒ
Ø0Èpß

Mk.

v ¬��³²��q¾W¨/´�¤�����£�G®�w ÃþÆTÍÎØôæ?Ä�È�ù�Ä{ÆµÞ�ÖÚÆîÖ�ØZÔJÈ�ÈpÆZÞ{ÈWÄËÒmòqÖÚÇµÖpÔJÒ
ÆZÒ'ÇôçWÇZÈWÊËò{Èpß·ÍÎØ×ÈWÔJÒ
ÆµÇ×ÍÎÒ
ØôÌ
ÈWÄ�â
Æ§ÖÚÍÎÄ�ÍÂÄ�çTÆZÞ�ÒfÍÎÉ�Ò
Ä?ÆZÍÂÆÅïmçWÒ
Ä�Ò'ÇZÖÚÆµÒ
ØvÖ��WÖpÌ
ÈW÷�Íqú�Ò'ÓÎÉV5?ÆZÞqÖÚÆ·ÍÎØ·Ö�ØZÈpÓÎÊËÆZÍÎÈWÄ!Èpß%ÆµÞ�ÒfÒ
û�Ê�ÖÚÆµÍÂÈWÄ LMk,ε

u = 0.Ý0Þ�Ò��WÖpÌ'ÈW÷ËÍ2úqÒ
ÓÎÉ�Ø�ÈÚß¸ÆZÞ�ÍÎØ�ÆÅï�ò�Ò�ù�Þ�ÍÂÌXÞ�ÖÚÇZÒ�ÍÂÄ?õ*ÖpÇZÍÎÖpÄ?Æ3ù�ÍÂÆZÞ@Ç×Ò'ØZò�Ò
Ì
ÆvÆµÈ�ÆµÞËÒ�Ô"ÍÂÇZÇ×ÈWÇ3Ø×ï�ÔJÔ"ÒíÆµÇ×ï!÷�ï
ÆµÞËÒ

x2 = 0
ò�ÓÎÖpÄ�Ò�5qÆZÞ�Ò«Ç×ÈpÆ§ÖÚÆZÍÎÈWÄ8÷?ï 2π

k+1

Öp÷�ÈWÊËÆfÆZÞ�Ò
x3
Ö*ì�ÍÎØ65qÆZÞ�Ò«Ì'ÈpÔ"ò�ÈWØ×ÍÂÆZÍÎÈpÄxÈpß�ÆZÞ�Ò«Ç×ÈpÆ§ÖÚÆZÍÎÈWÄ

÷?ï π
k+1

Öp÷�ÈpÊËÆmÆZÞ�Ò
x3

Ö*ì�ÍÎØmÖpÄ�É�ÆZÞ�Ò�ÔJÍÎÇZÇ×ÈWÇ«Ø×ï�ÔJÔ"ÒíÆµÇ×ï.ù�ÍÂÆZÞ,Ç×Ò'Ø×ò�Ò'Ì
Æ!ÆµÈ�ÆµÞ�Ò
x3 = 0

òËÓøÖpÄ�Ò�5
ÖpÇ×Ò�çWÒ
Ä�Ò'ÇZÖÚÆµÒ
ÉR÷?ï>É�ÍÂÓøÖÚÆZÍÂÈpÄ�Ø'Á�Óôß·Ì
ÈWÊ�Ç×ØZÒ�ÆµÞËÒL��ÖÚÌ'ÈW÷ËÍ�Ò'û?ÊqÖÚÆZÍÎÈWÄ�ÞqÖpØjÈpÆZÞ�Ò'ÇjØ×ÈWÓÂÊËÆµÍÂÈWÄ�Ø�ù�ÞËÍÎÌ§ÞRÖpÇZÒ
Ä�ÈpÆ�ÆµÖpæpÒ'Ä�ÍÂÄ?ÆµÈ[ÖpÌ
Ì'ÈWÊËÄ?Æ5÷�Ò
Ì=ÖpÊ�Ø×ÒjÆZÞ�Ò
ï@ÖÚÇZÒ�Ä�ÈpÆvÍÂÄ?õÚÖpÇ×ÍøÖÚÄ?Æ·Ê�Ä�É�Ò
ÇvÆZÞ�ÒjÖpÌíÆµÍÂÈWÄ@ÈÚßFÆZÞ�ÒôØáï�ÔJÔJÒ
ÆZÇZÍÎÒ
Ø
ÓÎÍÂØ×ÆZÒ'ÉxÖp÷�È�õWÒpÁP��Ò
Ò

[
ÀWÀ
]
ß(ÈWÇ0ÉËÒ
Æ§ÖÚÍÎÓÎØ
Á

Ý0Þ�Ò·�TÍÎÓÂÓÂÍÕÄ�ç�õWÒ
Ì
ÆµÈpÇxúqÒ'ÓÂÉ
Ξ(p) = p,

ÆµÞ�ÖÚÆUÍÂØUÖpØ×ØZÈ�Ì'ÍÎÖÚÆµÒ
É©ÆZÈ�ÆµÞËÒ.ÈWÄ�Ò òqÖpÇZÖpÔJÒ
ÆµÒ
Ç8çWÇZÈWÊËò©Èpß
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Φ(p) := n(p) · p.
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�9| � ª �n� { �l~�~��R� | � � � { ~�� �9|�}N��{o| �x��� zb� � { ~l�x� | �x�x� } ���
B2rε −Brε/2

z�� ~l�x� � �c� � ~�� z �^�
Zt(r, θ) = σt,ε + ε2 ln

(
2r

ε2

)
+OC2,α

b
(ε3),

\½Ï�Á Ù���]

Zb(r, θ) = −Zt
(
r, θ − π

k + 1

)
.

\½Ï�Á Ù�ü�]
��� ��z�{ ~��x��� |�{o|�� �R~ { �d� | ~�� z � z�� ~l�x�m� }d| � |�{ �R�j�b¨��l~i� | ~��=�����k�

Zm(r, θ) = OC2,α
b

(
ε2
( r
ε2

)−(k+1)
)
.

\½Ï�ÁÜë�
�]
�pè



� � { � (r, θ) |�{ ��~��x�P� zb}d|�{��kz�zb{ ���l� | ~��k���l�_~l�x� x3 = 0 � }d| �V�6�Lµ7�x� � �c� � ~�� z �^� O(ε3)
|�{ ���c�����V�9��l�f~��x� | �x�x� } ��� B2rε − Brε/2

| �j� |�{ � ªRz �c�j�c�9�n�l� C2,αb ~ z � z�}�z`� � ª � |e�kz �^�R~ | �x~ � �l�j�c���x�R�j�c�R�x~z � ε  � � } ~���� } �¬�9� ª � ε ¨N�N�x� { �)~��x��� |�{ ~�� |�} �c� { � �b| ~�� � �k� |�{ � ��zb� �j�c~��9���i�l~�� { �k���x� � ~N~ z ~l�x� � � � ~ zb{��� } �b� r ∂r | �j� ∂θ �Ý0Þ�Ò
Ä
Mk,ε

ÞqÖpØ·Æ�ùvÈ[Ò'ÄËÉ�Ø
Et,ε

ÖpÄ�É
Eb,ε

ù�Þ�ÍÂÌXÞ�ÖpÇZÒ�çWÇµÖÚò�Þ�ØvÈ�õWÒ'Ç·ÆµÞ�Ò
x3 = 0

ò�ÓÎÖpÄ�Ò�Èpß¸ß(Ê�ÄËÌ
ÆµÍÂÈWÄ�Ø
Zt
ÖÚÄ�É

Zb
ÉËÒ
úqÄ�Ò
É>ÈpÄ8ÆµÞ�Ò�ÖpÄËÄ�Ê�ÓÂÊ�Ø

B2rε −Brε/2
Á

T.Ò�Ø×Ò
Æ
sε = − ln ε, ρε := 2εÖpÄËÉ�ùvÒ É�Ò
úqÄËÒ

MT
k,ε

ÆµÈ�÷�Ò Ò'û?ÊqÖpÓTÆZÈ
Mk,ε

ß(Ç×ÈWÔ ù�ÞËÍÎÌ§Þ�ùvÒ ÞqÖ�õWÒ ÇZÒ
Ô"È�õWÒ'É�ÆµÞËÒ ÍÎÔ"ÖpçWÒ�Èpß
(sε,+∞) × S1 ÷�ï Xt,ε,

ÆZÞ�Ò8ÍÂÔ"ÖpçWÒ@Èpß
(−∞,−sε) × S1 ÷?ï Xb,ε

ÖÚÄ�É�ÆµÞ�Ò�ÍÎÔ"ÖpçWÒ@Èpß
Bρε(0)÷?ï

Xm,ε.
Ý0ÞËÒxõÚÖpÓÂÊ�Ò'ØJÈÚß

sε
ÖpÄ�É

ρε
ÞqÖ�õWÒx÷�Ò'Ò
Ä�ÌXÞ�ÈpØZÒ
ÄhÍÂÄ�ØZÊ�Ì§ÞhÖRù5Ö=ï�ÆµÞ�ÒxØ×Ê�Ç×ßÖpÌ
Ò

MT
k,ε

ÍÂØ
Ì'ÈpÄ?Æ§ÖÚÍÎÄ�Ò
É.ÍÂÄ.ÖxÄ�Ò
ÍÎçpÞ�÷�ÈWÊ�Ç×Þ�È�È�É Èpß5ÇZÖpÉ�ÍÂÊ�Ø

rε = ε/2
ÈÚß {0, 0} × R. ÃÅÄ ÆZÞ�ÍÎØîØZÒ
Ì
ÆZÍÎÈWÄ ù�Ò"Ø×ÞqÖpÓÎÓò�Ç×È�õWÒ�ÆµÞËÒôÒíì�ÍÎØáÆµÒ'ÄËÌ'ÒjÈpß�Ö�ßÖpÔ"ÍÂÓÕïmÈÚß�ÔJÍÎÄËÍÎÔJÖpÓqØ×Ê�Ç×ßÖÚÌ'Ò'ØvÌ'ÓÎÈpØZÒfÆµÈ

MT
k,ε.

ÝGÈ«ÆµÞ�ÍÂØvÖpÍÎÔ|ù�ÒjØ×ÞqÖpÓÂÓ�Ê�ØZÒ
ò�Ç×ÈWò�ÈWØZÍÕÆµÍÂÈWÄxÏ�Áº�ËÁÕÀ«ÖÚÄ�É8ùvÒîØZÞqÖpÓÂÓ�ß(ÈWÓÎÓÂÈ�ùVÆµÞ�ÒTùvÈpÇZæqY ÀWÀ,[½Á
<�ÍÂÇZØ×Æ65�ù�ÒxÔJÈ�É�ÍÂß$ï ÆµÞ�Ò8òqÖpÇZÖpÔJÒ
ÆµÇ×Í=�'ÖÚÆµÍÂÈpÄ�ÈpßfÆµÞ�Ò8Ò'ÄËÉ�Ø

Et,ε
5
Eb,ε

ÖpÄ�É
Em,ε

5·ß(ÈWÇ!ÖÚò�ò�ÇZÈpò�ÇZÍÎÖÚÆµÒ
Ø
õÚÖÚÓÎÊ�Ò
Ø�Èpß

s
5�ØZÈ!ÆµÞqÖ*Æ�5Ëù�Þ�Ò'Ä

r = rε
ÆµÞ�ÒîÌ
Ê�Ç×õWÒ
Ø�Ì
ÈWÇZÇ×Ò'ØZò�ÈpÄ�É�ÍÎÄËçJÆZÈ!ÆZÞ�ÒîÍÎÔ"ÖpçWÒôÈpß

θ → (r cos θ, r sin θ, Zb(r, θ)), θ → (r cos θ, r sin θ, Zt(r, θ))
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ÇZò�ÈWÓÎÖÚÆµÒ
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Ø×ÆZÍÎÔ"ÖÚÆµÒ�U

∣∣ε4 cosh2 s
(
LMk,ε

v − (ε4 cosh2 s)−1 (∂ssv + ∂θθv)
)∣∣ 6 c

∣∣(cosh2 s)−1v
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ÇFù�ÍÂÆµÞTÆµÞ�Ò3ßÖpÌíÆ�ÆµÞqÖ*Æ
wt
É�Ò'Ì'Ö�ï�Ø�ÖÚÆ�ÓÎÒ'ÖpØ×Æ�ÓÎÍÂæpÒ

(cosh2 s)−1ÈWÄ
Et,ε.

��ÍÎÔJÍÂÓÎÖÚÇ�Ì
ÈWÄ�ØZÍÂÉ�Ò
ÇµÖÚÆµÍÂÈWÄ�Ø«Þ�ÈWÓÂÉAÌ'ÓÂÈWØZÒ"ÆµÞËÒ�÷�ÈpÆ×ÆµÈWÔ Ò
Ä�É
Eb,ε.

WfÒ=ÖÚÇ[ÆZÞ�Ò@Ô"ÍÂÉ�É�ÓÂÒJò�ÓøÖÚÄqÖpÇ
Ò'ÄËÉ

Em,ε,
ù�Ò�ÈW÷�Ø×Ò'ÇáõWÒ�ÆZÞqÖÚÆ0ÆµÞ�ÒTß(ÈWÓÂÓÂÈ�ù�ÍÂÄ�ç�Ò'ØáÆµÍÂÔ@ÖÚÆZÒTÞ�ÈpÓÎÉ�Ø,U

∣∣ε4|x|−4
(
LMk,ε

v − |x|4ε−4∆0v
)∣∣ 6 c

∣∣|x|2k+3∇v
∣∣ . \½Ï�ÁÜëpÛ�]

���



Ý0Þ�ÍÂØôß(ÈpÓÎÓÂÈ�ù�ØfÒ=ÖpØ×ÍÎÓÂï�ß(ÇZÈWÔ \½Ï�ÁéÛpÙ�]0ÆZÈWçWÒ
ÆZÞ�Ò'Ç�ù�ÍÂÆZÞ>ÆµÞ�Ò«ßÖpÌíÆôÆµÞqÖÚÆ
um

É�Ò'Ì'Ö�ï�ØîÖÚÆjÓÂÒ=ÖpØáÆjÓÎÍÂæpÒ |x|k+1ÈWÄ
Em,ε.

Ý0Þ�Ò�çWÇZÖpò�ÞxÈpß9Ömß(ÊËÄ�Ì
ÆZÍÎÈWÄ
u
5qÊ�ØZÍÂÄ�ç!ÆZÞ�ÒîõWÒ
Ì
ÆZÈWÇ�úqÒ'ÓÂÉ

ñε
5qÍÎØ�Ö!Ô"ÍÂÄ�ÍÂÔ"ÖÚÓ�Ø×Ê�Ç×ßÖpÌ
Ò�ÍÂß�ÖpÄ�ÉxÈWÄËÓÂï�ÍÂß

uÍÎØ�ÖmØZÈWÓÂÊËÆµÍÂÈWÄ�Èpß�Ö!Ø×Ò'Ì'ÈpÄ�É>ÈpÇZÉ�Ò
Ç�Ä�ÈWÄËÓÎÍÎÄËÒ=ÖpÇ5Ò
ÓÎÓÂÍÎò�ÆµÍÂÌôÒ'û?ÊqÖÚÆZÍÎÈWÄ8ÈpßGÆZÞ�ÒTß(ÈWÇZÔ

LMT
k,ε
u = L̃ε u+Qε (u)

ù�Þ�Ò
ÇZÒ LMT
k,ε

ÍÂØ�ÆZÞ�Ò��WÖpÌ
ÈW÷�Í%ÈWò�Ò
ÇµÖÚÆZÈWÇ5ÖÚ÷�ÈWÊËÆ
MT

k,ε

5
Qε

ÍÂØ5Ö[Ä�ÈpÄ�ÓÎÍÂÄ�Ò=ÖpÇ·ØZÒ
Ì'ÈWÄËÉ8ÈWÇZÉËÒ'ÇvÉ�ÍÂä%Ò'Ç×Ò'Ä�ÆµÍøÖÚÓ
ÈWò�Ò
ÇµÖÚÆZÈWÇ@ÖpÄ�É

L̃ε
ÍÎØ@Ö.ÓÎÍÂÄ�Ò=ÖpÇJÈpò�Ò'ÇµÖ*ÆµÈWÇJù�Þ�ÍÂÌXÞ�Æ§ÖÚæpÒ'Ø�ÍÂÄ?ÆµÈAÖpÌ'Ì
ÈWÊ�Ä�Æ�ÆZÞ�Ò>ÌXÞqÖÚÄ�çWÒ>ÈpßTÆZÞ�Ò>Ä�ÈWÇáâ

Ô"ÖpÓ�õWÒ'Ì
ÆZÈWÇjú�Ò'ÓÂÉ£\ÈpÄ�ÓÂï8ß(ÈWÇ�ÆµÞ�Ò[ÆZÈWòRÖÚÄ�É{÷�ÈpÆZÆZÈWÔ Ò
Ä�É�Øk]
nε
ÍÎÄ?ÆZÈ

ñε
ÖÚÄ�É{Èpß3ÆµÞ�Ò�Ì§ÞqÖpÄ�çpÒmÈÚß�ÆµÞËÒ

òqÖpÇZÖpÔJÒ
ÆµÇ×Í=�'ÖÚÆµÍÂÈpÄ¸Á
Ý0Þ�ÍÂØ·Èpò�Ò'ÇµÖ*ÆµÈWÇ3ÍÎØ3ØZÊ�ò�ò�ÈpÇ×ÆµÒ
É@ÍÂÄ"ÖîÄËÒ'ÍÎçpÞ�÷�ÈWÊËÇZÞ�È�È�ÉJÈÚß {±sε}×S1 ÖpÄËÉ"Èpß {ρε}×S1.

ÃþÆ·ÍÂØ�ò�ÈpØZØZÍ â
÷�ÓÂÒôÆµÈmØZÞ�È�ù©ÆµÞqÖÚÆ5ÆµÞËÒTÌ'È�Ò,�JÌ
ÍÎÒ'Ä�ÆµØ�Èpß

L̃ε
ÖÚÇZÒTÊ�ÄËÍÂß(ÈWÇ×Ô"Ó ï"÷�ÈWÊËÄ�É�Ò'Éx÷�ï�ÖmÌ
ÈWÄ�ØáÆ§ÖpÄ�Æ�ÆZÍÎÔJÒ'Ø

ε2.
T.Ò

Ø×ÆµÖpÇ×ÆjÄ�ÈÚÆµÍÎÌ
ÍÎÄ�çJÆµÞqÖ*ÆôÆµÞ�Ò�Ì
ÈWÄËß(ÈWÇ×Ô@ÖÚÓ�ßÖpÌ
ÆZÈWÇ
(cosh2 s)−1 Ì
ÈWÄ?ÆZÇZÍÂ÷�ÊËÆµÒ
Øôù�ÍÂÆZÞ{Ö"ÆµÒ'Ç×Ô Ò
û?ÊqÖpÓGÆµÈ

ε2.<qÊ�ÇáÆµÞ�Ò
ÇZÔJÈWÇZÒjÆZÞ�ÒTßÖpÌíÆ�ÆZÞqÖÚÆ 〈ñε, nε〉 = 1 +OC2,α
b

(ε)
ÍÎÄxÖmÄ�Ò
ÍÎçWÞ?÷�ÈWÊ�Ç×Þ�È�È�É8Èpß {±sε} × S1 ÖpÄËÉÆµÞËÒ0ÇZÒ
ØZÊ�ÓÕÆ�ÈÚßNY ÀWÀ,[qÖpò�ò�Ò'ÄËÉ�ÍÕì3��Ø×Þ�È�ù}ÆZÞqÖÚÆ9ÆZÞ�Ò0Ì§ÞqÖpÄ�çpÒ�ÈÚß�õWÒ
Ì
ÆZÈWÇ9úqÒ'ÓÂÉ!ÍÂÄ�É�Ê�Ì
Ò'Ø�ÖjÓÎÍÂÄ�Ò=ÖpÇGÈWò�Ò
ÇµÖÚÆZÈWÇ

ù�Þ�ÈWØ×ÒTÌ'È�ÒR�JÌ'ÍÎÒ
Ä?ÆZØ�ÖpÇZÒô÷�ÈWÊ�ÄËÉ�Ò'É8÷�ï�Ö�Ì
ÈWÄ�ØáÆ§ÖpÄ�Æ5ÆµÍÎÔJÒ
Ø
ε.
Ý0Þ�ÒjÌXÞ�ÖpÄ�çWÒjÈpß�òqÖpÇZÖpÔJÒ
ÆµÇ×Í=�'ÖÚÆµÍÂÈpÄ@Þ�ÖpØ

Ì'ÈpÄ�ØZÒ
û�ÊËÒ'Ä�Ì'Ò'Ø�ùvÒ@Ì=ÖÚÄ�Ò'ØáÆµÍÂÔ@ÖÚÆZÒ"ÖpØ�ß(ÈWÓÎÓÂÈ�ù�Ø'Á�ñôØ«ß(ÈWÇîÆµÞËÒ@Ì=Ö*ÆµÒ'ÄËÈWÍÎÉqÖÚÓ·Ò
Ä�É�Ø,53÷�ï°\�Ï�Á Ù���]jùvÒ@Ì'ÖpÄ
É�ÒíÆµÒ'Ç×Ô"ÍÂÄ�Ò@ÆµÞ�Ò�É�ÍÕä�Ò
ÇZÒ
Ä�Ì'Ò�÷�Ò
ÆÅùvÒ'Ò
Ä�ÆµÞ�Ò�õÚÖpÓÂÊ�Ò�ÈÚß

s
ÍÎÄ�ß(Ê�ÄËÌ
ÆµÍÂÈWÄ�Èpß

r,
ß(ÈWÇ

r
ÍÂÄ,Ö{Ä�Ò
ÍÎçWÞ?÷�ÈWÊ�Çáâ

Þ�È�È�É>Èpß
rε,

ÖpÄ�ÉUÆµÞ�Ò«Þ�Ò'ÍÂçWÞ?Æ�Èpß9ÆZÞ�Ò[Þ�ÈpÇZÍ=�
ÈWÄ�Æ§ÖpÓ�÷�ÈpÊ�Ä�ÉqÖpÇáïUÌ
Ê�Ç×õWÒ0\Ø×Ò'Ò0\½Ï�ÁÜë�ÀS]g]mTAÒ«ÈW÷ËÆµÖpÍÎÄxÆZÞqÖÚÆ
|s− ln

(
2r
ε2

)
| ÍÎØ�÷%ÈpÊ�Ä�É�Ò
ÉJ÷?ïmÖjÌ
ÈWÄ�Ø×ÆµÖpÄ?Æ3ÆZÍÎÔJÒ'Ø ε. ñ_ØZÍÂÔJÍÎÓÂÖpÇGÒ'ØáÆµÍÂÔ@ÖÚÆZÒ5ÞËÈWÓÎÉ�Ø�ß(ÈpÇ�ÆµÞ�Ò0ò�ÓÎÖpÄqÖÚÇ9Ò
Ä�É¸Á

W�È�ù�5ËùvÒTÌ'ÈWÄËØZÍÎÉËÒ'Ç5ÆZÞ�ÇZÒ
ÒTß(ÊËÄ�Ì
ÆZÍÎÈWÄ�Ø
ϕt, ϕb, ϕm ∈ C2,α(S1)

ù�Þ�ÍÂÌXÞ8ÖpÇZÒjÒ
õWÒ
Ä75�ù�ÍÂÆµÞ�Ç×Ò'ØZò�Ò
Ì
Æ�ÆµÈ
θ
5

ϕt
ÍÎØ�Ì'ÈWÓÂÓÎÍÂÄ�Ò'ÖpÇ5ÆµÈ

cos(j(k + 1)θ),
ù�ÍÂÆZÞ

j > 1, ϕb = −ϕt(θ − π
k+1

),
ù�Þ�ÍÎÓÂÒ

ϕm
ÍÎØfÌ
ÈWÓÂÓÎÍÂÄ�Ò'ÖpÇ5ÆµÈ

cos(l(k + 1)θ),
ù�ÍÂÆµÞ

l > 1
ÖpÄ�ÉxÈ�É�É�Á�ñôØ×ØZÊ�ÔJÒîÆZÞqÖÚÆ0ÆµÞ�Òíï8ØZÖÚÆµÍÂØ×ß$ï

‖ϕt‖C2,α + ‖ϕb‖C2,α + ‖ϕm‖C2,α 6 κ ε2.
\½Ï�ÁÜëÚÙ�]

T.Ò�Ø×Ò
Æ
Φ := (ϕt, ϕb, ϕm)

ÖpÄ�É8ùvÒîÉ�ÒíúqÄ�Ò
wΦ

ÆµÈ!÷�ÒTÆµÞ�ÒTß(Ê�Ä�ÌíÆµÍÂÈWÄ8Ò'û?ÊqÖpÓ¸ÆµÈ
ÀWÁ
χ+Hϕt(sε − s, ·) ÈWÄ>ÆµÞËÒ�ÍÂÔ@ÖÚçWÒ�Èpß Xt,ε

ù�Þ�Ò'Ç×Ò
χ+

ÍÂØôÖ@Ì'Ê�Æ×âÅÈÚä ß(Ê�Ä�Ì
ÆZÍÎÈWÄ>Ò'û?ÊqÖÚÓGÆµÈ
0
ß(ÈpÇ

s 6 s0 + 1
ÖpÄ�ÉxÍÂÉ�Ò'Ä�ÆµÍÂÌ=ÖpÓÂÓÕï"Ò'û?ÊqÖpÓ¸ÆµÈ

1
ß(ÈWÇ

s ∈ [s0 + 2, sε]

Ï�Á
χ−Hϕb(s − sε, ·)

ÈWÄUÆµÞ�Ò«ÍÎÔ"ÖpçWÒîÈpß
Xb,ε

ù�ÞËÒ'ÇZÒ
χ−

ÍÂØôÖ"Ì'Ê�Æ×âÅÈÚä ß(Ê�ÄËÌ
ÆµÍÂÈWÄ>Ò
û�Ê�ÖpÓ<ÆµÈ
0
ß(ÈpÇ

s > −s0 − 1
ÖpÄ�ÉxÍÂÉ�Ò'Ä�ÆµÍÂÌ=ÖpÓÂÓÕï"Ò'û?ÊqÖpÓ¸ÆµÈ

1
ß(ÈWÇ

s ∈ [−sε,−s0 − 2]

ÛËÁ
χm H̃ρε,ϕm(·, ·)

ÈWÄ{ÆZÞ�Ò!ÍÂÔ@ÖÚçWÒ[Èpß
Xm,ε,

ù�Þ�Ò'Ç×Ò
χm

ÍÎØTÖ�Ì'Ê�Æ×âÅÈÚä�ß(Ê�ÄËÌ
ÆµÍÂÈWÄ{Ò'û?ÊqÖpÓ�ÆµÈ
0
ß(ÈpÇ

ρ > ρ0
ÖpÄ�ÉxÍÂÉ�Ò'Ä�ÆµÍÂÌ=ÖpÓÂÓÕï"Ò'û?ÊqÖpÓ¸ÆµÈ

1
ß(ÈWÇ

ρ ∈ [ρε, ρ0/2]

Ù�Á.�
Ò'Ç×È"ÈpÄ8ÆµÞ�ÒîÇ×Ò'Ô"ÖpÍÎÄËÍÎÄ�ç�òqÖpÇáÆfÈÚßGÆZÞ�ÒîØZÊ�ÇáßÖpÌ'Ò
MT

k,ε.

���



Ý0Þ�ÒxÌ'Ê�Æ×âÅÈÚä_ß(ÊËÄ�Ì
ÆZÍÎÈWÄ�Ø�a×ÊËØ×ÆJÍÎÄ?ÆZÇZÈ�É�ÊËÌ'Ò'É�Ô�Ê�Ø×Æ!ÞqÖ�õWÒ8ÆZÞ�ÒxØZÖpÔJÒ8Ø×ï�ÔJÔ"ÒíÆµÇ×ï�ò�ÇZÈWò�Ò
Ç×ÆZÍÎÒ'ØJÖpØmÆµÞËÒ
ß(Ê�Ä�ÌíÆµÍÂÈWÄ�ØJÍÎÄ C2,αδ (Mk,ε). H̃

ÖpÄ�É
H

ÖÚÇZÒUÞ�ÖpÇZÔJÈWÄ�ÍÂÌ8Òíì�ÆµÒ
Ä�ØZÍÂÈWÄhÈWò�Ò
ÇµÖÚÆZÈWÇJÍÎÄ�ÆµÇZÈ�ÉËÊ�Ì'Ò
É�ÇZÒ
ØZò�Ò'ÌXâ
ÆµÍÕõWÒ'ÓÕï�ÍÂÄ8ò�ÇZÈWò�ÈpØZÍÂÆZÍÎÈWÄËØfÏ�ÁÂÀ�Ï�ÁÜÛ!ÖÚÄ�É>Ï�ÁÕÀ�Ï�ÁÜÏ�Á
T.Ò@ù�ÈWÊ�ÓÎÉAÓÎÍÂæpÒJÆµÈ>ò�ÇZÈ�õWÒ@ÆZÞqÖÚÆ659Ê�Ä�É�Ò
ÇmÖpòËò�ÇZÈWòËÇZÍøÖ*ÆµÒ'Ø«Þ?ï�ò�ÈpÆZÞ�Ò'Ø×Ò'Ø653ÆµÞ�Ò@çWÇZÖpò�Þ

Σu
Öp÷�ÈWÊËÆ

MT
k,εÈpß9ÆµÞ�Ò«ß(Ê�Ä�ÌíÆµÍÂÈWÄ

u = wΦ + v,
ÍÂØôÖ@ÔJÍÎÄ�ÍÂÔJÖpÓFØZÊ�ÇáßÖpÌ'Ò«ù�ÍÂÆµÞ>ÇZÒ
ØZò�Ò
Ì
ÆTÆZÞ�Ò[Ô"ÒíÆµÇZÍÂÌ

ghyp
Á¥T.Ò«ù5ÖpÄ�Æ

ÆµÈ�ò�ÈWÍÂÄ?ÆôÈWÊËÆôÆµÞqÖÚÆôÆµÈ�Ì
ÈWÄ�Ø×ÆZÇZÊ�ÌíÆTÆµÞËÒ�çWÇµÖpòËÞ{Èpß3ÆµÞ�Ò[ß(ÊËÄ�Ì
ÆZÍÎÈWÄ
u,
Þ�Ò
ÇZÒ[ùvÒmÌ
ÈWÄ�Ø×ÍÎÉ�Ò
ÇôÆµÞ�Ò�ÄËÈWÇZÔ"ÖpÓ

õWÒ'ÌíÆµÈpÇ�úqÒ
ÓÎÉ8ù�ÍÕÆµÞ8ÇZÒ
ØZò�Ò'ÌíÆ�ÆZÈ!ÆZÞ�ÒîÒ'Ê�Ì
ÓÎÍÂÉ�Ò=ÖpÄ8ÔJÒ
ÆµÇ×ÍÎÌ
g0.

Ý0Þ�ÒîÒ'û?ÊqÖÚÆZÍÎÈWÄ�ÆµÈ!ØZÈWÓÕõWÒîÍÎØ,U
Hhyp(Σu) = 0.

Ãþß5ù�Ò@É�Ò
Ä�ÈpÆZÒ@÷�ï
Nu = (N1(u), N2(u), N3(u))

ÆµÞËÒ"Ê�Ä�ÍÕÆ«Ä�ÈWÇ×Ô@ÖÚÓ3õpÒ'Ì
ÆZÈWÇ�ÆµÈ
Σu,

÷?ïRÒ'û?ÊqÖÚÆZÍÎÈWÄ\½Ï�ÁÜÛËÀ�]�ùvÒmÌ=ÖÚÄRÒXìËòËÇZÒ'Ø×Ø
Hhyp(Σu)

ÍÂÄ�ÆZÒ'ÇZÔJØjÈpß3ÆµÞ�Ò�Ò'Ê�Ì
ÓÎÍÂÉ�Ò=ÖpÄ�Ô"Ò'ÖpÄ{Ì
Ê�Ç×õ*ÖÚÆµÊ�Ç×Ò!ÖpÄ�É�ù�ÇZÍÕÆµÒ[ÆZÞ�Ò
Ò'û?ÊqÖ*ÆµÍÎÈpÄ8ÆµÈ!ØZÈpÓÂõWÒ�ÖÚØ

He(Σu)− (x1N1(u) + x2N2(u)) +
r2

2
(∂x1N1(u) + ∂x2N2(u)) = 0,

ù�Þ�Ò
ÇZÒ
x1, x2

ÖpÇZÒjÆµÞËÒîÌ'È�ÈpÇZÉ�ÍÂÄqÖÚÆµÒ
Ø0ÈWÄ D2 ÖÚÄ�É r2 = x21 + x22.
Ý<ÈJØ×ÍÎÔJò�ÓÎÍ ß$ïJÆµÞËÒîÄ�ÈpÆµÖÚÆµÍÂÈWÄ�ù�Ò�Ø×Ò
Æ

P (wΦ + v) = x1N1(u) + x2N2(u) − r2

2
(∂x1N1(u) + ∂x2N2(u)).

ÝGÖpæ?ÍÂÄ�ç{ÍÂÄ?ÆµÈ�ÖpÌ
Ì'ÈWÊ�Ä�Æ�ÆµÞqÖÚÆ
u = wΦ + v,

Ä�È�ù©ÆµÞ�ÒîÒXì�ò�ÇZÒ
ØZØZÍÂÈWÄUÈpß�Ò
û?ÊqÖÚÆµÍÂÈWÄ8ÆZÈJØ×ÈWÓÂõpÒîÍÎØ0çWÍÕõWÒ'Äx÷�ï
LMT

k,ε
(wΦ + v)− L̃ε(wΦ + v)−Qε(wΦ + v)− P (wΦ + v) = 0.

Ý0Þ�ÒfÇZÒ
ØZÈWÓÂÊËÆµÍÂÈWÄ!Èpß%ÆµÞ�Ò�ò�ÇZÒíõ�ÍÂÈWÊ�Ø·Ò
û�Ê�ÖÚÆµÍÂÈWÄJÍÎØ�Èp÷ËÆ§ÖpÍÂÄ�Ò'É!÷?ïmÆZÞ�ÒfÈWÄ�Ò�Èpß%ÆµÞ�Ò�ß(ÈpÓÎÓÂÈ�ù�ÍÂÄ�çjúËì�Ò'É@ò�ÈWÍÂÄ?Æ
ò�Ç×ÈW÷�ÓÎÒ
Ô_U

v = T (Φ, v)
\�Ï�ÁÐëpë�]

ù�ÍÂÆZÞ
T (Φ, v) = Gε,δ ◦ Eε

(
γ
(
L̃ε(wΦ + v) + P (wΦ + v)− LMT

k,ε
wΦ +Qε(wΦ + v)

))

ù�Þ�Ò
ÇZÒ
δ ∈ (1, 2),

ÆµÞ�Ò Èpò�Ò'ÇµÖ*ÆµÈWÇ
Gε,δ

ÍÎØ�É�Ò
úqÄËÒ'ÉLÍÎÄVò�ÇZÈpò%ÈpØZÍÕÆµÍÎÈpÄ©Ï�ÁéüËÁ Ù}ÖpÄ�É Eε ÍÎØ8Ö,ÓÎÍÂÄ�Ò=ÖpÇÒíì�ÆZÒ'Ä�Ø×ÍÎÈWÄxÈWò�Ò'ÇµÖ*ÆµÈWÇ0ØZÊËÌXÞxÆµÞ�ÖÚÆ
Eε : C0,αδ (MT

k,ε) −→ C0,αδ (Mk,ε),

ù�Þ�Ò
ÇZÒ C0,αδ (MT
k,ε)

ÉËÒ'Ä�ÈÚÆµÒ'Ø�ÆµÞ�Ò{Ø×òqÖpÌ
ÒRÈpßîß(Ê�ÄËÌ
ÆµÍÂÈWÄ�Ø�Èpß C0,αδ (Mk,ε)
ÇZÒ
Ø×ÆZÇZÍÎÌíÆµÒ
É_ÆµÈ

MT
k,ε.

ÃþÆ8ÍÂØ
É�ÒíúqÄ�Ò'É�÷?ï Eεv = v

ÍÂÄ
MT

k,ε, Eεv = 0
ÍÂÄ ÆµÞ�Ò"ÍÎÔ"ÖpçpÒ!Èpß

[sε + 1,+∞) × S1 ÷?ï Xt,ε,
ÍÎÄ ÆZÞ�Ò

ÍÎÔ"ÖpçpÒôÈÚß
(−∞,−sε − 1]× S1 ÷�ï Xb,ε

ÖpÄ�É�ÍÎÄ@ÆµÞËÒTÍÎÔ"ÖpçpÒôÈÚß
Bρε/2 × S1 ÷?ï Xm,ε.

<GÍÎÄqÖpÓÂÓ ï EεvÍÎØ�ÖÚÄxÍÎÄ�ÆµÒ'Ç×ò�ÈWÓøÖ*ÆµÍÂÈpÄ�Èpß<ÆµÞ�Ò
ØZÒîõÚÖÚÓÎÊ�Ò
Ø�ÍÎÄ�ÆµÞËÒ�Ç×Ò'Ô"ÖpÍÂÄ�ÍÂÄ�çmò�ÖpÇ×Æ�Èpß
Mk,ε

Ø×Ê�Ì§ÞUÆZÞqÖÚÆ
(Eεv) ◦Xt,ε(s, θ) = (1 + sε − s)(v ◦Xt,ε(sε, θ)),

ß(ÈpÇ
(s, θ) ∈ [sε, sε + 1]× S1,

(Eεv) ◦Xb,ε(s, θ) = (1 + sε + s)(v ◦Xb,ε(sε, θ)),
ß(ÈWÇ

(s, θ) ∈ [−sε − 1,−sε]× S1,

(Eεv) ◦Xm,ε(ρ, θ) =

(
2

ρε
ρ− 1

)
(v ◦Xm,ε(ρε, θ))

ß(ÈpÇ
(ρ, θ) ∈ [ρε/2, ρε]× S1.

�pü



`���¯A��¼�»}¿7w�¹¸HwÂ¿7w)y±{kzb� ~��x���c�����x�l~�� z � z�� Eε, � � supp v ∩ (Bρε −Bρε/2) 6= ∅ ~��x�R�
‖(Eεv) ◦Xm,ε‖C0,α(B̄ρ0 )

6 cρ−αε ‖v ◦Xm,ε‖C0,α(Bρ0−Bρε ).

µ7�c�=���x�x�R� zb� �R� z � z�� �o�,� }=z �R� z � z�� ~l�x��� zb{�� � z �k��� z ~ z��k� � { �V� |�{ ~��x� �9| ~��R� z ��� |�} ~��k�x�3�R�j�b�6�
‖(Eεv) ◦Xt,ε‖C0,α([s0,+∞)×S1) 6 c‖v ◦Xt,ε‖C0,α([s0,sε]×S1).

�Î�R� � � }d|�{ �9«6� | ~�� z �_� zb} �b� ��zb{ ~��x� ªRz ~�~ zb� �R�j��� � �e~��x� ��zb}l}=z �i�l� � �����k� |�}l}?| �k�R� � � α > 0
| �j��R}=z ����~ z �b� {kz �

Ý0Þ�ÒîÒíì�ÍÎØáÆµÒ
Ä�Ì'Ò�Èpß�ÖmØZÈWÓÂÊËÆµÍÂÈWÄ
v ∈ C2,αδ (MT

k,ε)
ß(ÈpÇ5ÆµÞ�ÒTÒ'û?ÊqÖÚÆZÍÎÈWÄp\½Ï�ÁÐëWë�]vÍÂØ�ÖmÌ'ÈWÄ�Ø×Ò'û?Ê�Ò'Ä�Ì'Ò«Èpß<ÆZÞ�Ò

ß(ÈWÓÂÓÎÈ�ù�ÍÂÄ�ç�ÇZÒ
ØZÊ�ÓÕÆ�ù�Þ�ÍÂÌXÞxòËÇZÈ�õWÒ
Ø�ÆµÞqÖ*Æ
T
ÍÂØ�Ö!Ì
ÈWÄ?ÆZÇµÖpÌíÆµÍÂÈWÄ8Ô@ÖÚò�ò�ÍÎÄËç�Á

� ��¯A¯A�.¿?w�¹¸?w�?w.¦ �R~ δ ∈ (1, 2). µ7�x� { ���o���=�R~ �kz �^�R~ | �x~�� cκ > 0
| �j� εκ > 0 ¨i�R� � �'~�� | ~

‖T (Φ, 0)‖C2,α
δ

6 cκ ε
5/2 \½Ï�ÁÜëpè�]

| �j�b¨ ��zb{�|�}l} ε ∈ (0, εκ), α ∈ (0, 1/2)

‖T (Φ, v2)− T (Φ, v1)‖C2,α
δ (Mk,ε)

6
1

2
‖v2 − v1‖C2,α

δ (Mk,ε)
,

‖T (Φ2, v)− T (Φ1, v)‖C2,α
δ (Mk,ε)

6 cε3/2 ‖Φ2 − Φ1‖C2,α ,

�N�x� { ������� |�� �����R~ ��zb{ �k� zb{ ~
‖Φ2 − Φ1‖C2,α(S1) = ‖ϕt,2 − ϕt,1‖C2,α(S1) + ‖ϕb,2 − ϕb,1‖C2,α(S1) + ‖ϕm,2 − ϕm,1‖C2,α(S1)

��zb{E|�}l}
v, v1, v2 ∈ C2,αδ (Mk,ε)

| �j�'� | ~��=� � ���l� � ‖v‖C2,α
δ

6 2 cκ ε
5/2 | �j� ��zb{E|�}l}�ªRz �A�j� |�{ �_� | ~ |

Φ,Φ1,Φ2 ∈ [C2,α(S1)]3 � | ~��=� � ���l� � \½Ï�ÁÜëÚÙ�] �
� ¼*¨¸¨2ª`w TAÒ ÇZÒ
Ì=ÖpÓÂÓTÆZÞqÖÚÆxÆZÞ�Ò·�WÖpÌ'ÈW÷ËÍîÈWò�Ò'ÇZÖÚÆµÈWÇxÖpØZØ×È�Ì'ÍÎÖÚÆµÒ
É©ÆZÈ

Mk,ε,
ÍÎØxÖpØáï�ÔJòËÆZÈpÆµÍÂÌ{ÆµÈ�ÆZÞ�Ò

ÈWò�Ò
ÇµÖÚÆZÈWÇTÈÚß·ÆµÞ�ÒmÌ=ÖÚÆZÒ'Ä�ÈpÍÎÉRÄ�Ò'ÖpÇjÆµÞ�ÒmÌ=ÖÚÆZÒ'Ä�ÈpÍÎÉqÖÚÓ9Ò
Ä�É�Ø65<ÖpÄ�ÉRÍÂÆjÍÎØTÖpØ×ï�ÔJòËÆµÈpÆZÍÎÌ[ÆµÈ�ÆµÞ�ÒmÓøÖpòËÓøÖpÌ
ÍÎÖpÄ
Ä�Ò'ÖpÇjÈpß3ÆZÞ�Ò�ò�ÓÎÖpÄqÖpÇ�Ò
Ä�É¸ÁîÝ0ÞËÒ�ß(Ê�Ä�ÌíÆµÍÂÈWÄ

wΦ
ÍÂØôÍÎÉËÒ'Ä?ÆZÍÎÌ'ÖpÓÎÓ ï'�'Ò'Ç×È�ßÖpÇ�ß(Ç×ÈWÔdÆZÞ�Ò�Ò'ÄËÉ�Øjù�Þ�Ò
ÇZÒ�ÆµÞËÒ

Òíì�ò�ÓÂÍÎÌ
ÍÂÆ�Òíì�ò�ÇZÒ
ØZØZÍÂÈWÄ�ÈÚß LMk,ε

ÍÂØ«Ä�ÈÚÆ[æ�ÄËÈ�ù�Ä7UmÆZÞ�ÍÎØ�ÍÎØ�ÆZÞ�Ò@Ç×Ò=ÖpØ×ÈWÄ�Èpß0ÈWÊËÇ«òqÖpÇ×ÆZÍÎÌ
Ê�ÓøÖÚÇîÌXÞ�ÈpÍÎÌ'Ò"ÍÂÄ
ÆµÞËÒ�É�ÒíúqÄ�ÍÂÆZÍÎÈWÄ>Èpß

wΦ.
Ý0ÞËÒ'Ä{ß(Ç×ÈWÔdÆZÞ�Ò�É�ÒíúqÄ�ÍÕÆµÍÎÈpÄ�ÈÚß

wΦ
ÖpÄ�É>ÆµÞqÖÚÄ�æ?ØjÆZÈ�ò�ÇZÈpò%ÈpØZÍÕÆµÍÎÈpÄ{Ï�ÁéüËÁ Ù@ùvÒ

ÈW÷ËÆµÖpÍÎÄ�ÆµÞ�ÒîÒ
Ø×ÆZÍÎÔ"ÖÚÆµÒ
‖Eε
(
γLMk,ε

wΦ

)
‖C0,α

δ (Mk,ε)
=

∣∣∣
∣∣∣
(
γLMT

k,ε
−
(
∂2s + ∂2θ

))
(wΦ ◦Xt,ε)

∣∣∣
∣∣∣
C0,α
δ ([s0+1,sε]×S1)

+

∣∣∣
∣∣∣
(
γLMT

k,ε
−
(
∂2s + ∂2θ

))
(wΦ ◦Xb,ε)

∣∣∣
∣∣∣
C0,α
δ ([−sε,−s0−1]×S1)

+

��




ρ−αε

∣∣∣
∣∣∣
(
γLMT

k,ε
−∆0

)
(wΦ ◦Xm,ε)

∣∣∣
∣∣∣
C0,α([ρε,ρ0]×S1)

6 c
∣∣∣∣cosh−2 s (wΦ ◦Xt,ε)

∣∣∣∣
C0,α
δ ([s0+1,sε]×S1)

+ c
∣∣∣∣cosh−2 s (wΦ ◦Xb,ε)

∣∣∣∣
C0,α
δ ([−sε,−s0−1]×S1)

+

cε−α
∣∣∣∣ρ2k+3∇(wΦ ◦Xm,ε)

∣∣∣∣
C0,α([ρε,ρ0]×S1)

6 cκ ε
4 + cκ ε

5
2 6 cκε

5/2.Ý<ÈJÈW÷ËÆµÖpÍÎÄ�ÆµÞ�ÍÂØ�Ò
Ø×ÆZÍÎÔ"ÖÚÆµÒôùvÒ�Ê�Ø×Ò'ÉxÆµÞËÒTß(ÈWÓÎÓÂÈ�ù�ÍÂÄ�çmÈpÄ�Ò'Ø,U
sup

[s0+1,sε]×S1

e−δs
∣∣cosh−2 s(wΦ ◦Xt,ε/2)

∣∣
0,α;[s,s+1]

6 c sup
[s0+1,sε]×S1

e−δse−2(sε−s)e−2s|φt|2,α 6

c e−2sε |φt|2,α 6 cκε
4

\�ÖmØZÍÂÔ"ÍÂÓÎÖÚÇvÒ'Ø×ÆZÍÎÔ"ÖÚÆZÒTÞ�ÈWÓÂÉ�Ø5ß(ÈWÇ5ÆµÞ�Òî÷�ÈÚÆZÆµÈpÔðÒ
Ä�ÉX]0ÖpÄ�É
sup

[ρε,ρ0]×S1

|∇(wΦ ◦Xm,ε)| 6 cε−α‖ρ2k+3∇wΦ‖C0,α([ρε,ρ0]×S1) 6 cκε
5/2

ÆµÈpçWÒ
ÆZÞ�Ò'Ç9ù�ÍÂÆµÞmÆµÞËÒ0ßÖpÌ
Æ3ÆµÞ�ÖÚÆ
sε = − ln ε

ÖpÄ�É
ρε = 2ε,

ß(ÇZÈpÔ¡ù�Þ�ÍÎÌ§Þ
e−2sε = ε2

ÖpÄ�É
ρ−αε = ε−α.

J�Ø×ÍÎÄ�çmÆµÞËÒ�òËÇZÈWò�Ò
Ç×ÆµÍÂÒ'Ø�ÈÚß
L̃ε

ÖÚÄ�É8ÆµÞ�ÒîÉËÒ
úqÄ�ÍÕÆµÍÂÈWÄ8Èpß
γ,
ù�Ò�ÈW÷ËÆµÖpÍÎÄ

‖Eε
(
γL̃εwΦ

)
‖C0,α

δ (Mk,ε)
6 cε2‖wΦ◦Xt,ε‖C0,α

δ ([s0+1,sε]×S1)+cε
2‖wΦ◦Xb,ε‖C0,α

δ ([−sε,−s0−1]×S1)+

+cε2−α‖wΦ ◦Xm,ε‖C0,α([ρε,ρ0/2]×S1) 6 cκε
5/2.Ý0Þ�Ò[Ò
Ø×ÆµÍÂÔ@Ö*ÆµÒ�Èpß ‖Eε (γP (wΦ)) ‖C0,α

δ (Mk,ε)

ÍÎØfÇZÒ
ÓøÖÚÆZÒ'ÉxÆµÈ"ÆZÞ�Ò«Ò'Ø×ÆZÍÎÔ"ÖÚÆµÒîÈpß9ÆµÞËÒ[Þ�ÈpÇZÍ��'ÈWÄ�Æ§ÖpÓFÌ'ÈWÔmâ
ò�ÈWÄ�Ò
Ä?ÆZØ�ÖpÄËÉ}ÆµÞËÒ'ÍÂÇJÉ�Ò
ÇZÍÂõ*ÖÚÆµÍÕõWÒ'ØJÈpßjÈWÇ×É�Ò'ÇJÈWÄ�ÒxÈpßôÆµÞ�ÒxÄ�ÈWÇ×Ô@ÖpÓvõWÒ'Ì
ÆZÈWÇJÆµÈ.Ø×Ê�Ç×ßÖÚÌ'Ò>ÖpÄ�É�ÆµÈ ÆµÞËÒ
É�ÒíúqÄ�ÍÂÆZÍÎÈWÄxÈÚß�ÆµÞ�Òîß(Ê�Ä�Ì
ÆZÍÎÈWÄ

γ
\Ø×Ò'Òn\½Ï�ÁéÙ���]o]0ÈWÄ

MT
k,ε

Á5ÃþÆôÍÂØfÌ
ÈWÄ?õWÒ
Ä�ÍÎÒ
Ä?Æ�ÆµÈJÇZÒ'Ì'ÖpÓÎÓ¸ÆµÞ�ÖÚÆfÆµÞ�Ò�ÈWò�Ò
Çáâ
ÖÚÆZÈWÇ Eε Òíì�ÆµÒ
Ä�É�ØfØZÔJÈ�ÈpÆµÞËÓÂï@Ö�ß(Ê�ÄËÌ
ÆµÍÂÈWÄ g ∈ C0,αδ (MT

k,ε)
ÆµÈ!Ö�ß(Ê�Ä�ÌíÆµÍÂÈWÄ C0,αδ (Mk,ε)

Ø×Ê�÷�Ø×ÆµÖpÄ?ÆZÍøÖpÓÂÓÂï
ÓÎÒíÆZÆZÍÎÄ�çxÍÂÆ«ÍÂÄ�Ì§ÞqÖpÄ�çpÒ'ÉAÈWÄ

MT
k,ε

ÖpÄ�ÉAØZÒíÆZÆZÍÎÄ�ç>ÍÕÆ«Ò'û?ÊqÖpÓ·ÆZÈUÆµÞËÒ@Ä�ÊËÓÎÓ3ß(Ê�Ä�Ì
ÆZÍÎÈWÄ.ÈWÄ.ÆµÞ�Ò"ÇZÒ'Ô"ÖpÍÂÄ�ÍÂÄ�ç
òqÖpÇáÆTÈpß

Mk,ε. P
æpÒ'Ò'òËØîÆµÇZÖpÌ§æ>Èpß�ÆµÞ�ÒmÉËÍÂä%Ò'ÇZÒ
Ä�Ì'ÒmÈpß�ÆµÞËÒmÔ"Ò'ÖpÄ{Ì'Ê�ÇáõÚÖÚÆµÊËÇZÒ'ØîÈpß�Ö�ØµÖpÔJÒmçpÇµÖpòËÞRÈpß

Ö"ß(Ê�ÄËÌ
ÆµÍÂÈWÄ�Öp÷�ÈWÊËÆ
MT

k,ε

Ì'ÈWÔJò�ÊËÆZÒ'É>ù�ÍÂÆZÞ�ÇZÒ
ØZò�Ò
Ì
ÆTÆZÈ@ÆÅùvÈ�É�ÍÕä�Ò
ÇZÒ'Ä�ÆjÔJÒ
ÆZÇZÍÎÌ
Ø'Á�ÃþÆjÍÂØôØ×Ê^�JÌ'ÍÂÒ'Ä?ÆôÆµÈ
Ò'ØáÆµÍÂÔ@ÖÚÆZÒjÆµÞËÒ�Ä�ÈpÇZÔðÈÚß

γP (wΦ)
ÈWÄ�ÓÕï�ÈWÄ

MT
k,ε,

ù�ÞËÍÎÌ§ÞUÍÂØ0ÆZÞ�ÒîÌ'ÈWÔJòqÖpÌíÆfòqÖÚÇ×ÆfÈÚß
Mk,ε

Ì
ÈWÄ�Æ§ÖpÍÂÄ�Ò'É
ÍÎÄ�Ö"Ä�Ò'ÍÂçWÞ�÷�ÈpÊ�ÇZÞ�È�È�É>Èpß�ÇZÖpÉ�ÍÂÊ�Ø

rε = ε/2
Èpß {0, 0} × R. Ý0Þ�Ò[ß(Ê�Ä�ÌíÆµÍÂÈWÄ γ Ò
û�Ê�ÖpÓÎØ ε4 cosh2 s ÖÚÆÆµÞËÒ�Ì=Ö*ÆµÒ'ÄËÈWÍÎÉqÖÚÓ2Ò
Ä�É�Ø�Èpß

MT
k,ε,

Ò'û?ÊqÖpÓÂØ
ε4/|x|4 ÖÚÆ·ÆµÞËÒ�ÔJÍÎÉ�ÉËÓÎÒ0Ò'ÄËÉ75�Ò'û?ÊqÖÚÓÎØ ε4 ßÖpÇ�Ö=ù5Ö=ï!ÆZÞ�Ò�Ò
Ä�É�Ø'Á<qÊ�ÇáÆµÞ�Ò
ÇZÔJÈWÇZÒfÍÂÆ�ÍÎØ·Ò=ÖÚØ×ïJÆµÈ[ò�Ç×È�õWÒ�ÆZÞqÖÚÆ�ÆZÞ�ÒôÞ�ÈpÇZÍ=�
ÈWÄ?ÆµÖpÓ2Ì
ÈWÔ"ò�ÈpÄ�Ò'Ä�ÆµØ

N1, N2
Èpß¸ÆZÞ�ÒôÄ�ÈpÇZÔ"ÖpÓqõWÒ
Ìíâ

ÆµÈpÇvÆµÈ�ÆZÞ�ÒTçWÇZÖpò�Þ�Èpß
wΦ

Öp÷�ÈWÊËÆ5ÆZÞ�ÒTÔJÍÎÉ�É�ÓÂÒ�Ò'ÄËÉxÈpß
MT

k,ε,
ÖpÇ×Ò�5ËÍÎÄ�Öp÷�ØZÈpÓÎÊËÆZÒôõÚÖpÓÂÊ�Ò�5ËØZÔ"ÖpÓÂÓÎÒ
Ç·ÆµÞqÖÚÄ

Ö!Ì
ÈWÄ�ØáÆ§ÖpÄ�ÆfÆZÍÎÔJÒ'Ø
ε2
ÁiT.ÒîçWÒ
Æ ‖Eε (γP (wΦ)) ‖C0,α

δ (Mk,ε)
6 c ε5/2.

�ËÀ



ñôØîß(ÈWÇTÆµÞ�ÒJÓøÖpØáÆ�ÆZÒ'Ç×Ô_5�ùvÒJÇZÒ'Ì'ÖpÓÎÓ9ÆµÞ�ÖÚÆ�ÆZÞ�Ò"ÈWò�Ò
ÇµÖÚÆZÈWÇ
Qε

Þ�ÖpØ�ÆÅùvÈUÉ�ÍÂä%Ò'Ç×Ò'Ä�Æ«Òíì�ò�Ç×Ò'ØZØZÍÂÈWÄ�Ø[ÍÕß�ùvÒ
Ì'ÈpÄ�ØZÍÂÉ�Ò'Ç�ÆµÞ�Ò«Ì'ÖÚÆZÒ'Ä�ÈWÍÂÉqÖpÓ¸Æ�ï�ò�Ò«Ò'ÄËÉ{ÖpÄËÉUÆµÞËÒ«ò�ÓÎÖpÄqÖpÇ�Ò
Ä�Ér\ØZÒ
Ò[Ò
û?ÊqÖÚÆµÍÂÈWÄ¤\½Ï�ÁéÙ?Ï�]�ÖÚÄ�Ér\�Ï�ÁÜÛpü�]o]íÁ5ÃþÆ
Þ�ÈWÓÂÉ�Ø5ÆµÞqÖ*Æ

‖Eε (γQε (wΦ)) ‖C0,α
δ (Mk,ε)

6 cκε
5/2.

ÃÅÄ8ßÖpÌ
Æ
‖Eε (γQε (wΦ)) ‖C0,α

δ (Mk,ε)
6 cε2‖ wΦ

ε2 cosh s
◦Xt,ε‖2C2,α

δ/2
([s0+1,sε]×S1)

+

cε2‖ wΦ

ε2 cosh s
◦Xb,ε‖2C2,α

δ/2
([−sε,−s0−1]×S1)

+ cε2(1−α)‖|x|
2

ε2
wΦ ◦Xm,ε‖2C2,α([ρε,ρ0/2]×S1) 6 cκε

5/2.

ñôØ0ß(ÈWÇ5ÆZÞ�ÒîØZÒ
Ì'ÈWÄ�ÉUÒ'ØáÆµÍÂÔ@ÖÚÆZÒ�5�ùvÒ�Ç×Ò'Ì'ÖpÓÎÓ�ÆZÞqÖÚÆ
T (Φ, v) := Gε,δ ◦ Eε

(
γ
(
P (wΦ + v) + L̃ε(wΦ + v)− LMk,ε

wΦ +Qε (wΦ + v)
))

.

Ý0Þ�Ò
Ä
‖T (Φ, v2)− T (Φ, v1)‖C2,α

δ (Mk,ε)
6

6 ‖Eε (γ (P (wΦ + v2)− P (wΦ + v1))) ‖C0,α
δ (Mk,ε)

+ ‖Eε
(
γL̃ε(v2 − v1)

)
‖C0,α

δ (Mk,ε)
+

+‖Eε (γ (Qε (wΦ + v1)−Qε (wΦ + v2))) ‖C0,α
δ (Mk,ε)

.T.Ò�Èp÷�ØZÒ
Ç×õWÒîÆµÞqÖ*Æ�ß(Ç×ÈWÔ ÆµÞ�ÒîÌ
ÈWÄ�Ø×ÍÎÉ�Ò
ÇµÖÚÆZÍÎÈWÄ�Ø�Öp÷�È�õWÒîÍÂÆ5ß(ÈWÓÎÓÂÈ�ù�Ø5ÆZÞqÖÚÆ

‖Eε (γ (P (wΦ + v2)− P (wΦ + v1))) ‖C0,α
δ (Mk,ε)

6 cε3/2||v2 − v1||C2,α
δ (Mk,ε)

,

‖Eε
(
γL̃ε(v2 − v1)

)
‖C0,α

δ (Mk,ε)
6 cε2||v2 − v1||C2,α

δ (Mk,ε)ÖpÄ�É
‖Eε (γ (Qε (wΦ + v1)−Qε (wΦ + v2))) ‖C0,α

δ (Mk,ε)

6 c||v2 − v1||C2,α
δ (Mk,ε)

(
ε2‖ wΦ

ε2 cosh s
◦Xt,ε‖C0,α(Et,ε) + ε2‖ wΦ

ε2 cosh s
◦Xb,ε‖C0,α(Eb,ε)+

+ε2−α‖|x|
2

ε2
wΦ ◦Xm,ε‖C0,α(Em,ε)

)
6 cκε

2||v2 − v1||C2,α
δ (Mk,ε)

.

Ý0Þ�Ò
Ä
‖T (Φ, v2)− T (Φ, v1)‖C2,α

δ (Mk,ε)
6 cε3/2||v2 − v1||C2,α

δ (Mk,ε)
.

Ý<ÈJØZÞ�È�ùLÆµÞ�ÒîÓÎÖpØ×Æ�Ò
Ø×ÆZÍÎÔ"ÖÚÆµÒjÍÂÆ0ÍÎØ0ØZÊA�"Ì
ÍÎÒ
Ä?ÆfÆZÈJÈp÷�ØZÒ
Ç×õWÒîÆµÞqÖÚÆ
‖T (Φ2, v)− T (Φ1, v)‖C2,α

δ (Mk,ε)
6 ‖Eε (γ (P (wΦ2 + v)− P (wΦ1 + v))) ‖C0,α

δ (Mk,ε)
+

+‖Eε
(
γL̃ε(wΦ2 − wΦ1)

)
‖C0,α

δ (Mk,ε)
+

��Ï



+‖Eε (γ (Qε (wΦ2 + v)−Qε (wΦ1 + v))) ‖C0,α
δ (Mk,ε)

6

6 cε3/2‖Φ2 − Φ1‖+ c‖v‖C0,α
δ (Mk,ε)

‖Φ2 − Φ1‖ 6 cε3/2‖Φ2 − Φ1‖.

v ¬��?¨2¼*��¯ ¿7w��¸?w¸Hw�¦ �R~ ª � B := {w ∈ C2,αδ (Mk,ε) | ||w||2,α 6 2cκε
5/2}. µ7�x�R�³~��x��� z � } �l�V� |�{�E| ���j�l� � T �c�����V�9� |�ªRzb� ��� | � | �c�x��«6�x�����A�9��� z �l�x~ v �l� B.� ¼*¨¸¨2ª`w Ý0Þ�Ò�ò�Ç×Ò
õ�ÍÎÈWÊËØfÓÂÒ'ÔJÔ@Ö[ØZÞ�È�ù�ØfÆZÞqÖÚÆ65qÍÕß

ε
ÍÎØ0ÌXÞ�ÈpØZÒ'ÄUØZÔ"ÖpÓÂÓ¸Ò
Ä�ÈWÊ�çpÞ75qÆZÞ�ÒîÄ�ÈWÄ�ÓÂÍÎÄ�Ò'ÖpÇ5Ô@ÖÚò�â

ò�ÍÂÄ�ç
T
ÍÎØ�ÖAÌ'ÈWÄ�ÆµÇZÖpÌ
ÆZÍÎÈWÄhÔ"Öpò�òËÍÎÄ�ç.ß(ÇZÈpÔ ÆµÞ�Ò�÷qÖÚÓÎÓ

B
Èpß�ÇZÖpÉ�ÍÎÊËØ

2cκε
5/2 ÍÎÄ C2,αδ (Mk,ε)

ÍÎÄ�ÆµÈ
ÍÂÆZØZÒ
ÓÂß�Á�Ý0Þ�ÍÎØ�õÚÖÚÓÎÊ�Òîß(ÈWÓÂÓÂÈ�ù�Ø5ß(ÇZÈWÔ ÆµÞ�Ò�Ò'ØáÆµÍÎÔ"ÖÚÆZÒ�ÈÚß�ÆµÞ�Ò�Ä�ÈWÇ×ÔêÈpß

T (Φ, 0).
àvÈWÄËØZÒ'û?Ê�Ò'Ä�ÆµÓÂï8ÆµÞ�ÖpÄ�æ?Ø

ÆµÈ%��Ì§Þ0�pÊ�ÉËÒ'Ç�úËì�Ò
É>ò�ÈWÍÂÄ?Æ5ÆµÞ�Ò
ÈWÇZÒ
Ô_5
T
ÞqÖÚØ�ÖmÊ�Ä�ÍÂû?Ê�ÒTúËì�Ò'ÉUò�ÈWÍÎÄ�Æ

w
ÍÂÄ�ÆµÞ�ÍÂØ0÷qÖpÓÎÓ�Á

Ý0Þ�ÍÂØTÖpÇZçpÊ�Ô"Ò
Ä?ÆjòËÇZÈ�õ�ÍÂÉ�Ò'ØTÖ@Ô"ÍÂÄ�ÍÂÔ"ÖÚÓ<Ø×Ê�Ç×ßÖÚÌ'Ò
MT

k,ε(Φ)
ù�Þ�ÍÂÌXÞ{ÍÂØjÌ
ÓÎÈpØZÒ[ÆZÈ

MT
k,ε

ÖpÄ�É{Þ�ÖpØôÆµÞ�Ç×Ò'Ò
÷�ÈWÊ�ÄËÉqÖpÇZÍÂÒ'Ø
Á5Ý0Þ�ÍÎØfØ×Ê�Ç×ßÖpÌ
Ò«ÍÎØ,52Ì'ÓÂÈWØZÒîÆZÈ"ÍÂÆZØfÊËò�ò�Ò'ÇôÖpÄËÉ>ÓÂÈ�ùvÒ
Çf÷�ÈpÊ�Ä�ÉqÖpÇáï�5%Ö!õWÒ
Ç×ÆZÍÎÌ=ÖÚÓ�çWÇµÖÚò�ÞUÈ�õWÒ
Ç
ÆµÞËÒ«ÖÚÄ�Ä�Ê�ÓÂÊ�Ø

Brε −Brε/2,
ù�ÍÂÆZÞ

rε = ε/2,
ù�Þ�ÈWØ×Ò�òqÖpÇµÖÚÔ"ÒíÆµÇZÍ��=ÖÚÆZÍÂÈpÄ�ÍÎØ,5�ÇZÒ'Ø×ò�Ò'ÌíÆµÍÂõpÒ'ÓÂï�52çWÍÕõWÒ'Äx÷�ï

Ut(r, θ) = σt,ε + ε2 ln

(
2r

ε2

)
+Hϕt(sε − ln

2r

ε2
, θ) + Vt(r, θ),

Ub(r, θ) = −Ut
(
r, θ − π

k + 1

)

ù�Þ�Ò
ÇZÒ
sε = − ln ε.

WfÒ=ÖÚÇZ÷?ï�ÆµÞËÒUÔJÍÂÉ�É�ÓÂÒ�÷�ÈWÊ�Ä�É�ÖpÇ×ï�ÆµÞËÒUØ×Ê�Ç×ßÖÚÌ'ÒUÍÂØJÖRõWÒ
Ç×ÆµÍÂÌ=ÖpÓ0çWÇµÖÚò�Þ�ù�ÞËÈWØZÒ
òqÖpÇZÖpÔJÒ
ÆµÇ×Í=�'ÖÚÆµÍÂÈpÄ�ÍÂØ

Um(r, θ) = H̃ρε,ϕm

(
ε2

r
, θ

)
+ Vm(r, θ).

Ý0Þ�Ò�÷�ÈWÊ�Ä�ÉqÖÚÇZÍÎÒ
Ø�ÈÚß¸ÆZÞ�Ò�ØZÊËÇ×ßÖpÌ
ÒôÌ
ÈWÇZÇ×Ò'ØZò�ÈpÄ�É@ÆµÈ
r = rε.

ñ�ÓÎÓ�ÆµÞ�Òfß(ÊËÄ�Ì
ÆZÍÎÈWÄËØ
Vi, i = t,m,

É�Ò'ò�Ò
Ä�É
Ä�ÈWÄxÓÂÍÎÄËÒ=ÖpÇ×ÓÕï@ÈWÄ

ε, ϕ.� ��¯A¯A�.¿?w�¹¸?w ÿ w µ7�x� � �A� � ~�� z � Vt(ε, ϕt) � | ~��=�����k� ‖Vt(ε, ϕt)(rε·, ·)‖C2,α(B̄1−B1/2)
6 cε2

| �j�
‖Vt(ε, ϕi,2)(rε·, ·)− Vt(ε, ϕi,1)(rε·, ·)‖C2,α(B̄1−B1/2)

6 cε3/2−δ‖ϕi,2 − ϕi,1‖C2,α

\½Ï�ÁÜë���]
µ7�x� � �c� � ~�� z � Vm(ε, ϕ) � | ~��=�����k� ‖Vm(ε, ϕ)(ρε·, ·)‖C2,α(B̄1−B1/2)

6 cε2
| �j�

‖Vm(ε, ϕm,2)(ρε·, ·)− Vm(ε, ϕm,1)(ρε·, ·)‖C2,α(B̄1−B1/2)
6 cε3/2‖ϕm,2 − ϕm,1‖C2,α

\½Ï�ÁÜë���]
� ¼*¨¸¨2ª`w T.Ò�ØáÆ§ÖpÇáÆ�ÈW÷ËØZÒ'Çáõ�ÍÎÄ�ç0ÆµÞ�ÖÚÆ¸ÆµÞ�Ò9ß(Ê�Ä�ÌíÆµÍÂÈWÄ�Ø

Vt, Vb, Vm
ÖpÇ×Ò9ÆµÞËÒ3ÇZÒ'ØáÆµÇZÍÂÌ
ÆZÍÎÈWÄËØ�ÆµÈ

Et,ε, Eb,ε, Em,εÈpß�ÖmúËì�Ò
É>ò�ÈpÍÎÄ?Æ5ß(ÈWÇ5ÆµÞËÒ�Èpò�Ò'ÇµÖ*ÆµÈWÇ
T.
Ý0ÞËÒ'ÄxÆµÞ�ÒTù5ÖÚÄ?ÆµÒ
ÉUÒ'ØáÆµÍÂÔ@ÖÚÆZÒ'Ø5ß(ÈWÓÂÓÂÈ�ùVß(ÇZÈpÔ

‖Vi(ε, ϕ2)(·, ·)− Vi(ε, ϕ1)(·, ·)‖C2,α(B̄rε−Brε/2) 6 ceδsε‖T (Φ2, Vi)− T (Φ1, Vi)‖C2,α
δ (Ei,ε)

,
ß(ÈWÇ

i = t, b
ÖpÄ�É

‖Vm(ε, ϕ2)(·, ·)− Vm(ε, ϕ1)(·, ·)‖C2,α(B̄rε−Brε/2) 6 c‖T (Φ2, Vm)− T (Φ1, Vm)‖C2,α(Em,ε)ÖpÄ�É8ÆZÞ�ÒTÆµÞ�ÍÂÇZÉ8Ò
Ø×ÆµÍÂÔ"ÖÚÆµÒTÈÚß�ò�Ç×ÈWò�ÈWØ×ÍÂÆµÍÂÈWÄxÏ�ÁÕÀ�
ËÁéÛËÁ
�WÛ



ôLó6ò�ò úëû + 1 ö�2� û Q,$0/ &�üÔþ×ö�O' û . -�öD2�ö
ÃÅÄ8ÆµÞ�ÍÂØ0ØZÒ'ÌíÆµÍÂÈWÄ8ùvÒ�Ø×ÞqÖpÓÂÓ¸Ì'ÈWÔJò�ÓÂÒ
ÆZÒjÆµÞ�Òîò�Ç×È�Èpß�ÈÚßGÆZÞ�Ò'ÈWÇ×Ò'ÔdÏ�ÁÕÀWÁÕÀWÁ
J�Ø×ÍÎÄ�çmÆµÞ�ÒîÇZÒ'Ø×Ê�ÓÂÆfÈÚß�ØZÒ'ÌíÆµÍÂÈWÄ>Ï�Á��c5�ùvÒ�ÈW÷�Æ§ÖpÍÂÄ�Æ�ù�È"ÔJÍÎÄ�ÍÂÔJÖpÓ%ØZÊ�ÇáßÖpÌ'Ò
ØfÆµÞqÖ*Æ�ÖpÇZÒîò�Ò
Ç×ÆZÊ�ÇZ÷qÖ*ÆµÍÎÈpÄ�Ø�Èpß
ÆÅùvÈ�òqÖpÇáÆµØ�Èpß%ÆZÞ�Ò�Ì=ÖÚÆZÒ'Ä�ÈpÍÎÉJÉËÒ
úqÄ�Ò
É@ÍÂÄ M2×R. Ý0Þ�Ò�úqÇ×Ø×Æ·ØZÊ�ÇáßÖpÌ
Ò�5?ÆµÞ�ÖÚÆ�ù�ÒfÉ�Ò'ÄËÈpÆµÒf÷�ï St,dt(ϕt),ÖÚß$ÆZÒ'Ç!Ö{ÆZÇµÖpÄËØZÓøÖ*ÆµÍÎÈpÄ�÷�ï

dt
ÖpÓÎÈWÄËç�ÆµÞ�Ò

x3
âÅÖ*ì�ÍÎØ,5·Ì=ÖÚÄ�÷�Ò8òqÖpÇµÖÚÔ"ÒíÆµÒ'Ç×Í=�
Ò'É,ÍÎÄ

B2rε − Brε

ÖpØmÆµÞËÒ
õWÒ'ÇáÆµÍÂÌ=ÖpÓ¸çWÇZÖpò�ÞxÈÚß

Ūt(r, θ) = ε2 ln
2r

ε2
+ dt +Hrε,ϕt(r, θ) +OC2,α

b
(ε2),

Ý0Þ�ÒjØZÒ'Ì
ÈWÄ�É8ØZÊËÇ×ßÖpÌ
Ò�5ËÆZÞqÖÚÆvùvÒjÉ�Ò'ÄËÈpÆµÒj÷?ï
Sb,db(ϕb),

ù�Þ�Ò
ÇZÒ
ϕb(θ) = ϕt(θ− π

k+1
)
ÖÚÄ�É

db = −dt,Ì=ÖÚÄU÷�ÒîòqÖÚÇµÖpÔJÒ
ÆZÒ'ÇZÍ��'Ò
ÉxÍÂÄ
B2rε −Brε

ÖpØ0ÆZÞ�ÒTõWÒ'ÇáÆµÍÎÌ'ÖpÓ¸çWÇµÖÚò�ÞxÈpß

Ūb(r, θ) = −Ūt
(
r, θ − π

k + 1

)

J�Ø×ÍÎÄ�ç8ÆµÞ�ÒJÇZÒ
ØZÊ�ÓÕÆ«Èpß5ØZÒ
Ì
ÆZÍÎÈWÄ�Ï�ÁÜëA5�ùvÒ"Ì'ÖpÄAÌ
ÈWÄ�Ø×ÆZÇZÊ�ÌíÆ«ÆµÞ�ÒJÔ"ÍÂÄ�ÍÂÔ"ÖÚÓ9çWÇZÖpò�Þ
Sm(ϕm).

ÃþÆ«Ì=ÖÚÄA÷�Ò
òqÖpÇZÖpÔJÒ
ÆµÒ
ÇZÍ��'Ò
É75�ÍÎÄ

B2rε −Brε ,
ÖpØ0ÆZÞ�ÒTõWÒ'ÇáÆµÍÎÌ'ÖpÓ¸çWÇµÖpòËÞxÈpß

Ūm(r, θ) = Hrε,ϕm(r, θ) +OC2,α
b

(ε2).

��ï�ÆµÈRÆµÞ�ÒxÇ×Ò'ØZÊËÓÂÆJÈpßôØZÒ'ÌíÆµÍÂÈWÄhÏ�ÁÕÀ�
^5·ù�ÒUÌ'ÖpÄ}ÈW÷ËÆµÖpÍÎÄ�ÖRÔ"ÍÂÄ�ÍÂÔ"ÖpÓ�ØZÊ�Ç×ßÖÚÌ'Ò
MT

k,ε(Ψ),
ù�ÍÂÆµÞ

Ψ =
(ψt, ψb, ψm),

ù�Þ�Ò
ÇZÒ
ψb(θ) = ψt(θ − π

k+1
),
ù�ÞËÍÎÌ§ÞxÍÎØ0Ì
ÓÎÈWØ×ÒTÆµÈJÖ�ÆµÇZÊËÄ�Ì=ÖÚÆZÒ'ÉUÖpÄ�ÉxØ×Ì=ÖpÓÂÒ'ÉxçWÒ
Ä�Ê�Ø

kàvÈWØáÆ§Ö*âÅã�Èpä%Ô"ÖpÄ�âáåxÒ'Ò'æ?Ø9Ø×Ê�Ç×ßÖÚÌ'Ò0ÖpÄ�É�ÞqÖpØ�ÆZÞ�ÇZÒ
Ò5÷�ÈWÊ�Ä�É�ÖpÇZÍÂÒ'Ø'Á�Ý5Þ�ÍÎØ�ØZÊ�ÇáßÖpÌ'Ò5ÍÂØ65pÌ'ÓÎÈpØZÒ�ÆµÈjÍÕÆµØ�ÊËò�ò�Ò'Ç
ÖpÄ�ÉJÓÎÈ�ùvÒ
Ç�÷�ÈWÊ�Ä�É�ÖpÇ×ï�5�ÖTõWÒ'ÇáÆµÍÎÌ'ÖpÓqçWÇZÖpò�ÞJÈ�õWÒ'Ç�ÆZÞ�Ò�ÖpÄËÄ�Ê�ÓÂÊ�Ø

Brε−Brε/2,
ù�Þ�ÈpØZÒ�ò�ÖpÇµÖpÔJÒíÆµÇZÍ��=ÖÚÆZÍÂÈWÄ

ÍÎØ,5�ÇZÒ
ØZò�Ò'ÌíÆµÍÕõWÒ'ÓÂï�52çWÍÕõWÒ'Ä8÷?ï

Ut(r, θ) = σt,ε + ε2 ln

(
2r

ε2

)
+Hψt(sε − ln

2r

ε2
, θ) +OC2,α

b
(ε2),

Ub(r, θ) = −Ut
(
r, θ − π

k + 1

)

ù�Þ�Ò
ÇZÒ
sε = − ln ε.

WfÒ=ÖÚÇZ÷?ï�ÆZÞ�Ò8ÔJÍÎÉ�ÉËÓÎÒ@÷�ÈWÊ�Ä�É�ÖpÇ×ï�ÆZÞ�Ò8ØZÊËÇ×ßÖpÌ
ÒxÍÂØ!Ö{õpÒ'Ç×ÆZÍÎÌ'ÖpÓ5çWÇµÖpòËÞ,ù�ÞËÈWØZÒ
òqÖpÇZÖpÔJÒ
ÆµÇ×Í=�'ÖÚÆµÍÂÈpÄ�ÍÂØ

Um(r, θ) = H̃ρε,ψm

(
ε2

r
, θ

)
+OC2,α

b
(ε2).

T.Ò«ÖÚØZØZÊËÔ"ÒTÆµÞ�ÖÚÆ0ÆµÞ�ÒîòqÖpÇZÖpÔJÒ
ÆµÒ
ÇZØ�ÖpÄ�É8ÆµÞËÒî÷%ÈpÊ�Ä�ÉqÖÚÇ×ï�ß(Ê�Ä�ÌíÆµÍÎÈpÄ�ØfÖÚÇZÒîÌ§Þ�ÈWØ×Ò'ÄUØZÈ!ÆµÞ�ÖÚÆ
|ηt|+ |ηb|+ ‖ϕt‖C2,α(S1) + ‖ϕm‖C2,α(S1)+

+‖ψt‖C2,α(S1) + ‖ψm‖C2,α(S1) 6 κε2,

�pÙ



ù�Þ�Ò
ÇZÒ
ηt = dt − σt,ε,

ÆZÞ�Ò!Ì'ÈpÄ�Ø×ÆµÖpÄ?Æ
κ > 0

ÍÂØjúËì�Ò'É.ÓÎÖpÇZçpÒ�Ò'Ä�ÈWÊËçWÞ¸ÁmÝ0Þ�Òmß(Ê�Ä�ÌíÆµÍÎÈpÄ�Ø OC2,α
b

(ε2)ÇZÒ
ò�ÓøÖÚÌ'Ò�ÆµÞ�Ò�ß(Ê�Ä�ÌíÆµÍÎÈpÄ�Ø
Vt, Vm, V̄t, V̄m

ÆµÞ�ÖÚÆ�Öpò�ò�Ò'ÖpÇîÖÚÆTÆµÞËÒ!Ò'ÄËÉ.ÈÚß�ØZÒ'ÌíÆµÍÂÈWÄ�Ø«Ï�ÁÜëA5<Ï�Á���ÖpÄËÉAÏ�ÁÕÀ�
ËÁ
Ý0Þ�Òíï.É�Ò'ò�Ò
Ä�É�Ä�ÈWÄ�ÓÂÍÎÄ�Ò'ÖpÇZÓÕï�ÈWÄ.ÆZÞ�Ò"É�ÍÂä%Ò'Ç×Ò'Ä�Æ[ò�ÖpÇµÖpÔJÒ
ÆZÒ'Ç×Ø[ÖpÄ�É.÷�ÈWÊ�Ä�ÉqÖÚÇ×ï ÉqÖÚÆµÖ8ß(Ê�Ä�Ì
ÆZÍÎÈWÄËØ«÷�Ê�Æ
ÆµÞËÒ
ï!ÖpÇZÒ0÷�ÈWÊ�ÄËÉ�Ò'É"÷�ï!ÖTÌ'ÈWÄËØ×Æ§ÖÚÄ?Æ�\ÍÂÄ�É�Ò
ò�Ò'Ä�É�Ò
Ä?Æ�ÈÚß

κ
ÖpÄËÉ

ε
]GÆµÍÂÔ"Ò
Ø

ε2
ÍÂÄ
C2,α
b

ÆµÈWò�ÈWÓÂÈWçpï�5pù�Þ�Ò'Ç×Ò
òqÖpÇáÆµÍÎÖpÓ3É�Ò'Ç×ÍÂõÚÖ*ÆµÍÂõWÒ
Ø[ÖpÇ×ÒJÆ§ÖpæpÒ
ÄAù�ÍÂÆZÞAÇ×Ò'ØZò�Ò
Ì
Æ[ÆµÈUÆZÞ�ÒJõWÒ'ÌíÆµÈWÇ«ú�Ò'ÓÎÉËØ

r∂r
ÖpÄ�É

∂θ.
ÃþÆ[ÇZÒ
Ô"ÖpÍÎÄ�ØTÆµÈ

ØZÞËÈ�ù¡ÆZÞqÖÚÆ65�ß(ÈWÇTÖpÓÂÓ
ε
ØZÔ"ÖpÓÎÓ<Ò'ÄËÈWÊ�çWÞ75¸ÍÂÆjÍÎØôò�ÈWØZØ×ÍÎ÷�ÓÂÒ[ÆµÈ�Ì§Þ�È�ÈWØ×ÒmÆZÞ�Òmò�ÖpÇµÖpÔJÒ
ÆZÒ'Ç×ØîÖÚÄ�ÉR÷�ÈWÊËÄ�ÉqÖpÇáï

ß(Ê�Ä�ÌíÆµÍÂÈWÄ�Ø�ÍÂÄ8ØZÊËÌXÞ>ÖmùvÖ�ï�ÆµÞ�ÖÚÆ0ÆµÞ�ÒîØZÊËÇ×ßÖpÌ
Ò
St,dt(ϕt) ∪ Sb,db(ϕb) ∪ Sm(ϕm) ∪ M̄T

k,ε(Ψ)

ÍÎØjÖ
C1 Ø×Ê�Ç×ßÖpÌ
Ò!ÖÚÌ'ÇZÈpØZØjÆZÞ�Ò�÷�ÈWÊ�ÄËÉqÖpÇZÍÂÒ'ØjÈÚß�ÆµÞËÒ�É�ÍÂä%Ò'Ç×Ò'Ä�ÆTØZÊËÔ"Ô"ÖpÄ�ÉËØ'ÁîöfÒ
çWÊ�ÓÎÖpÇZÍÕÆ�ï�ÆµÞËÒ'ÈWÇáïUù�ÍÎÓÂÓÆµÞËÒ'Ä}Ò
Ä�ØZÊ�Ç×ÒxÆZÞqÖÚÆ!ÆZÞ�ÍÎØmØZÊ�ÇáßÖpÌ
ÒxÍÎØmÍÎÄ�ßÖpÌíÆJØZÔJÈ�ÈpÆµÞ�ÖpÄ�É�÷�ï,Ì
ÈWÄ�ØáÆµÇZÊËÌ
ÆµÍÂÈWÄ�ÍÂÆmÞqÖpØmÆµÞ�Ò8É�Ò'Ø×ÍÎÇ×Ò'É

ò�Ç×ÈWò�Ò'ÇáÆµÍÎÒ
Ø'Á�Ý5Þ�ÍÎØ0ù�ÍÂÓÎÓ%ÆZÞ�Ò'Ç×Ò
ß(ÈWÇ×Ò�Ì
ÈWÔJò�ÓÎÒíÆµÒjÆZÞ�Òîò�ÇZÈ�ÈpßGÈpß<ÆµÞ�ÒîÔ"ÖpÍÎÄ@ÆµÞ�Ò
ÈWÇZÒ
ÔUÁ
ÃþÆfÍÂØ0Ä�Ò'Ì
Ò'ØZØZÖpÇ×ï8ÆZÈ!ß(ÊËÓÂúqÓÂÓ%ÆµÞËÒîß(ÈpÓÎÓÂÈ�ù�ÍÂÄ�çmØáï�ØáÆµÒ
ÔdÈpßGÒ'û?ÊqÖ*ÆµÍÎÈpÄ�Ø





Ut(rε, ·) = Ūt(rε, ·)
Ub(rε, ·) = Ūb(rε, ·)
Um(rε, ·) = Ūm(rε, ·)
∂rUb(rε, ·) = ∂rŪb(rε, ·)
∂rUt(rε, ·) = ∂rŪt(rε, ·)
∂rUm(rε, ·) = ∂rŪm(rε, ·)

ÈWÄ
S1.

Ý0Þ�ÒîúqÇ×Ø×Æ�ÆµÞËÇZÒ'ÒîÒ'û?ÊqÖ*ÆµÍÎÈpÄ�Ø�ÓÎÒ'ÖpÉ�ÆµÈmÆµÞ�ÒîØáï�ØáÆµÒ
Ô
{
ηt + ϕt − ψt = OC2,α

b
(ε2)

ϕm − ψm = OC2,α
b

(ε2),

\½Ï�ÁÜëpü�]
ù�Þ�Ò
ÇZÒ

ηt = dt − σt,ε.
Ý0Þ�Ò�ÓÎÖpØ×ÆfÆµÞ�Ç×Ò'Ò[Ò'û?ÊqÖ*ÆµÍÎÈpÄ�ØôçWÍÕõWÒ«ÆZÞ�Ò[Ø×ï�ØáÆµÒ'Ô \(ù�ÒmÖpòËò�ÓÎÍÂÒ'ÉUÓÎÒ
Ô"Ô"Ö"Ï�ÁÕÀ�Ï�Á Ù

ÖpÄ�É>Ï�ÁÂÀ�Ï�ÁÐë�]
{

∂θ(ϕt + ψt) = OC1,α
b

(ε2)

∂θ(ϕm + ψm) = OC1,α
b

(ε2).

\½Ï�Áéè�
�]
ã�Ò
ÇZÒ�5�ÆµÞ�Ò�ß(ÊËÄ�Ì
ÆZÍÎÈWÄËØ OCl,α(ε

2)
ÍÂÄ"ÆµÞËÒjÖp÷�È�õWÒôÒXì�òqÖpÄ�Ø×ÍÎÈWÄ�ØvÉ�Ò'ò�Ò
Ä�É�Ä�ÈWÄ�ÓÂÍÎÄ�Ò'ÖpÇZÓÕïmÈWÄ"ÆµÞ�ÒôÉ�ÍÕä%Ò'ÇZÒ
Ä?Æ

òqÖpÇZÖpÔJÒ
ÆµÒ
ÇZØ�ÖpÄ�Éî÷�ÈWÊ�Ä�É�ÖpÇ×ïTÉ�ÖÚÆ§Ö5ß(Ê�ÄËÌ
ÆµÍÂÈWÄ�ØF÷�ÊËÆFÆµÞ�ÒíïîÖpÇZÒ3÷�ÈWÊ�ÄËÉ�Ò'É«÷�ïîÖ0Ì'ÈpÄ�Ø×ÆµÖpÄ?Æ�\(ÍÎÄ�É�Ò
ò�Ò'Ä�ÉËÒ'Ä�Æ
Èpß
κ
ÖpÄ�É

ε
]�ÆµÍÂÔ"Ò
Ø

ε2
ÍÂÄ
C l,α ÆZÈWò�ÈWÓÂÈWçpïpÁjÑ3ÇZÈba×Ò
Ì
ÆµÍÂÄ�ç�ÒíõWÒ'Çáï�Ò'û?ÊqÖ*ÆµÍÎÈpÄ�Èpß3ÆµÞËÍÎØôØáï�Ø×ÆµÒ
Ô È�õWÒ
ÇôÆµÞËÒ

L2 âÅÈpÇ×ÆµÞËÈWçWÈWÄqÖÚÓ�Ì'ÈpÔ"ò�ÓÂÒ'ÔJÒ'Ä�Æ�ÈÚß Span{1} 5�ù�Ò�ÈW÷ËÆµÖpÍÎÄ�ÆµÞ�ÒîØáï�Ø×ÆµÒ
Ô




ϕt − ψt = OC2,α
b

(ε2)

ϕm − ψm = OC2,α
b

(ε2)

∂θϕt + ∂θψt = OC1,α
b

(ε2)

∂θϕm + ∂θψm = OC1,α
b

(ε2)

\½Ï�ÁéèËÀS]

��ë



� ��¯A¯A�.¿?w�2�xw�Xw µ7�x� z �x� {9| ~ zb{ h �c�����V�9� ª �
C2,α(S1)→ C1,α(S1)

ϕ→ ∂θϕ|c� ~��l� �ez � � �A� � ~�� z �^��~�� | ~ |�{ � zb{ ~l� z9�cz � |�} ~ z ~l�x� ��z �^�R~ | �x~ � �A� � ~�� z �³�l�³~��x� L2 § ���R�^��� | �j� |�{ �� � �R�^¨��=���l� � � { ~�� ª6} �6�� ¼*¨¸¨2ª`w TAÒîÈW÷�Ø×Ò'ÇáõWÒ�ÆZÞqÖÚÆ�ÍÂß<ù�Ò�É�Ò
Ì'ÈWÔJò�ÈWØ×Ò
ϕ =

∑
j>1 ϕj cos(jθ),

ÆµÞ�Ò
Ä

h(ϕ) = −
∑

j>1

ϕj cos(jθ),

ÆµÞ�ÖÚÆôÍÂØfÌ'ÓÎÒ'ÖpÇZÓÕï�ÍÎÄ?õpÒ'Ç×ÆZÍÎ÷�ÓÂÒTß(ÇZÈWÔ
H1(S1)

ÍÂÄ?ÆZÈ
L2(S1).

W�È�ùºÒ
ÓÎÓÂÍÂòËÆµÍÕÌîÇZÒ
çWÊ�ÓøÖÚÇZÍÂÆÅï�ÆZÞ�Ò'ÈpÇ×ïxÍÎÔJò�ÓÂÍÕÒ'Ø
ÆµÞ�ÖÚÆ�ÆZÞ�ÍÎØ0ÍÂØ�ÖpÓÎØ×ÈmÆµÞ�ÒîÌ'ÖpØZÒTù�Þ�Ò'ÄxÆµÞËÍÎØ0ÈWò�Ò'ÇZÖÚÆµÈpÇ�ÍÂØ0É�Ò
ú�Ä�Ò'ÉU÷�Ò
ÆÅùvÒ'Ò
Ä�ã�ÈWÓÂÉ�Ò'Ç0Ø×òqÖpÌ
Ò'Ø'ÁJ�Ø×ÍÎÄ�çmÆµÞËÍÎØ0ÇZÒ
ØZÊ�ÓÕÆ�5ËÆµÞ�ÒîØ×ï�ØáÆµÒ'Ô \½Ï�ÁéèËÀ�]vÌ=ÖpÄx÷�ÒîÇZÒíù�ÇZÍÕÆZÆµÒ
ÄUÖpØ

(ϕt, ϕm, ψt, ψm) = OC2,α(ε2).
\½Ï�Áéè�Ï�]

ö�Ò'Ì=ÖÚÓÎÓfÆµÞqÖ*Æ�ÆµÞËÒ{ÇZÍÂçWÞ?Æ@ÞqÖpÄ�É_ØZÍÂÉ�Ò�É�Ò'ò�Ò
Ä�É�Ø8Ä�ÈWÄ�ÓÂÍÎÄ�Ò'ÖpÇ×ÓÂï,ÈWÄ
ϕt, ϕb, ψt, ψm

ÖpÄËÉ�ÖpÓÂØZÈ�ÈWÄhÆµÞËÒ
òqÖpÇZÖpÔJÒ
ÆµÒ
Ç

ηt.
T.Ò[ÓÎÈ�Èpæ8ÖÚÆ�ÆZÞ�ÍÎØfÒ'û?ÊqÖÚÆZÍÎÈWÄ�ÖÚØjÖJúËì�Ò
É{ò�ÈWÍÎÄ�Æ�ò�ÇZÈW÷ËÓÎÒ
Ô ÖpÄËÉ>úËì

κ
ÓøÖÚÇZçWÒ�Ò
Ä�ÈWÊ�çpÞ¸Á

Ý0ÞqÖpÄËæ�Ø[ÆµÈ�Ò'ØáÆµÍÂÔ@ÖÚÆZÒ'Øn\½Ï�ÁÕÀ�Ï�]�5=\½Ï�ÁÐÏpë�]�5.\½Ï�ÁÜë���]�ÖpÄ�É°\½Ï�ÁÐë���]�5�ùvÒ�Ì=ÖpÄ�Ê�ØZÒ�ÖUúËì�Ò'É�ò�ÈWÍÎÄ�Æ«ÆµÞ�Ò
ÈWÇZÒ
Ô
ß(ÈWÇvÌ
ÈWÄ�ÆµÇµÖpÌíÆµÍÂÈWÄ�Ô"Öpò�òËÍÎÄ�çWØ�ÍÂÄ@ÆµÞ�Òj÷�ÖpÓÎÓ�Èpß�ÇµÖÚÉ�ÍÎÊ�Ø

κε2
ÍÂÄ

(C2,α(S1))4
ÆµÈ�ÈW÷�Æ§ÖpÍÂÄ75�ß(ÈWÇvÖpÓÎÓ

ε
ØZÔ"ÖpÓÎÓ

Ò'ÄËÈWÊ�çWÞ75FÖ@ØZÈWÓÂÊËÆµÍÂÈWÄ
(ϕt, ϕm, ψt, ψm)

ÈÚß3\½Ï�Áéè�Ï�]§ÁîÝ0Þ�ÍÂØjØZÈWÓÂÊËÆµÍÂÈWÄ>÷�Ò'ÍÂÄ�ç�ÈW÷ËÆµÖpÍÎÄ�Ò
É{Ö@úËì�Ò'ÉRò�ÈWÍÂÄ?Æ
ß(ÈWÇ�Ì
ÈWÄ?ÆZÇµÖpÌíÆµÍÎÈpÄxÔ@ÖÚò�ò�ÍÎÄËçJÖpÄ�ÉxÆµÞËÒ�ÇZÍÎçpÞ?Æ�ÞqÖpÄ�ÉUØ×ÍÎÉ�Ò�ÈÚß�\½Ï�Áéè�Ï�]v÷�Ò'ÍÂÄ�ç"Ì
ÈWÄ�ÆµÍÎÄ?Ê�ÈWÊ�Ø0ù�ÍÂÆµÞxÇZÒ
ØZò�Ò
Ì
Æ
ÆµÈ[ÖpÓÂÓqÉqÖÚÆµÖ^5?ù�ÒôØ×Ò'Ò�ÆZÞqÖÚÆ·ÆµÞËÍÎØ�úËì�Ò'É�ò�ÈpÍÎÄ?Æ

(ϕt, ϕm, ψt, ψm)
É�Ò'ò�Ò
Ä�É�Ø5Ì
ÈWÄ?ÆZÍÎÄ?Ê�ÈWÊ�Ø×ÓÂï�\�ÖpÄ�É"ÍÎÄJßÖÚÌ
Æ

ØZÔJÈ�ÈpÆZÞ�ÓÂï^]vÈWÄ8ÆZÞ�Ò�òqÖÚÇµÖpÔJÒ
ÆZÒ'Ç
ηt.

ÃÅÄËØZÒ'ÇáÆµÍÂÄ�çJÆZÞ�ÒTß(ÈWÊ�Ä�É�Ò
ÉUØZÈWÓÂÊËÆµÍÂÈWÄ8ÍÂÄ?ÆZÈ_\½Ï�ÁÜëpü�]5ÖpÄËÉ¤\½Ï�ÁÜè�
�]�5�ùvÒ
ØZÒ
ÒîÆµÞqÖ*ÆfÍÕÆ�Ç×Ò'Ô"ÖpÍÎÄ�ØvÆµÈ!ØZÈWÓÕõWÒ�ÖpÄ8Ò'û?ÊqÖÚÆZÍÎÈWÄ�ÆµÞqÖÚÆ�Ì'ÖpÄx÷�Ò�Ç×Ò
ù�Ç×ÍÂÆZÆZÒ'ÄxÊ�ÄËÉ�Ò'ÇfÖpØ

ηt = O(ε2),
\½Ï�ÁéèWÛ�]

ù�Þ�Ò
ÇZÒ>ÆµÞËÍÎØJÆµÍÂÔJÒ�5�ÆµÞ�Ò>Ç×ÍÎçWÞ�Æ"ÞqÖpÄ�ÉhØ×ÍÎÉ�ÒUÉ�Ò'ò�Ò
Ä�É�Ø�ÄËÈWÄ�ÓÂÍÎÄ�Ò'ÖpÇZÓÕï�ÈWÄ
ηt.

W�È�ù�5�òËÇZÈ�õ�ÍÂÉ�Ò'É
κ
Þ�ÖpØ

÷�Ò'Ò
Ä�ú�ìËÒ
É,ÓÎÖpÇZçpÒ"Ò
Ä�ÈWÊ�çWÞV59ùvÒ�Ì'ÖpÄ�Ê�ØZÒ0�FÒ'ÇZÖ�ï�â���ÌXÞ��pÊ�É�Ò
Ç�ú�ìËÒ
É,ò�ÈpÍÎÄ?Æ�ÆµÞ�Ò
ÈWÇZÒ
Ô ÍÂÄAÆZÞ�Ò@÷qÖpÓÂÓ·Èpß
ÇµÖÚÉ�ÍÎÊ�Ø

κε2
ÍÎÄ R ÆZÈJØZÈWÓÕõWÒ%\½Ï�ÁéèWÛ�]�5�ß(ÈpÇfÖpÓÂÓ

ε
ØZÔ"ÖpÓÂÓ¸Ò
Ä�ÈWÊ�çpÞ¸Á�Ý0ÞËÍÎØ�ò�ÇZÈ�õ�ÍÎÉ�Ò
Ø�Ö!ØZÒíÆ�Èpß�òqÖÚÇµÖpÔJÒ
ÆZÒ'ÇZØ

ÖpÄ�ÉA÷�ÈWÊËÄ�ÉqÖpÇáï.ÉqÖ*Æ§ÖUØ×Ê�ÌXÞAÆµÞ�ÖÚÆ0\½Ï�ÁÐëpü�]îÖpÄ�É¡\½Ï�Áéè�
�]TÞ�ÈpÓÎÉ¸Á'>�û?Ê�ÍÕõÚÖpÓÂÒ'Ä�ÆµÓÕï{ùvÒ@ÞqÖ=õWÒ@ò�ÇZÈ�õWÒ'ÄAÆµÞËÒ
Òíì�ÍÂØ×ÆµÒ
Ä�Ì'Ò>ÈÚßTÖ ØZÈWÓÂÊËÆµÍÂÈWÄ�ÈpßjØáï�ØáÆµÒ
Ô"Øq\�Ï�ÁÜëpü�]mÖpÄ�ÉÔ\½Ï�Áéè�
�]XÁ°��È.ÆZÞ�ÒUò�Ç×È�ÈpßjÈpßôÆµÞËÒ'ÈWÇ×Ò'Ô Ï�ÁÂÀWÁÕÀUÍÂØ
Ì'ÈpÔ"ò�ÓÂÒ
ÆZÒpÁ

ôLó6ò¥ô �6575q+.$'-0Q¤,
f�:49�f�:>9 ª�JIH�SmFnLV@EYjRk��[GR]LVDG@EF;LºFI��RlH�JI[GFIH�D
Ý0Þ�ÒîÇ×Ò'ØZÊËÓÂÆµØ0Ì
ÈWÄ?ÆµÖpÍÎÄËÒ'É8ÍÎÄ�ÆZÞ�ÍÎØ5ØZÒ
Ì
ÆZÍÎÈWÄxÖpÇ×ÒîÖp÷�ÈWÊËÆ5ÆµÞ�ÒTÒíì�ÍÂØ×ÆµÒ
Ä�Ì'ÒîÈpßGØ×ÈWÔJÒTÞqÖpÇ×Ô"ÈpÄ�ÍÎÌôÒXì�ÆZÒ'Ä�Ø×ÍÎÈWÄ
ÈWò�Ò
ÇµÖÚÆZÈWÇZØ
Á�Ý0Þ�ÒJúqÇ×Ø×Æ«ÈWÄ�ÒJçWÍÂõpÒ'ØîÆµÞ�ÒJÞqÖpÇ×Ô"ÈpÄ�ÍÎÌmÒíì�ÆZÒ'Ä�Ø×ÍÎÈWÄAÈpß5Ö8ß(Ê�Ä�ÌíÆµÍÎÈpÄ.É�ÒíúqÄ�Ò
É�ÈWÄ

∂Br0

ÆµÈ
D2 \Br0 .

�Wè



� ¼*¨2°3¨�®=¤(¥�¤(¨���¿?w��¿7w��xw µ7�x� { ���o���=�R~�� | � z �X� {o| ~ zb{
Hr0 : C2,α(S1) −→ C2,α

1 (S1 × [r0, 1]),

�R� � ��~l� | ~ ��zb{ � � � { �0� � �R� � �c� � ~�� z � ϕ(θ) ∈ C2,α(S1) ¨�~��x� � �A� � ~�� z � wϕ = Hr0,ϕ � zb} � �k�
{

∆0wϕ = 0
z � S1 × [r0, 1]

wϕ = ϕ
z � S1 × {r0}.

� zb{ � zb� � { ¨
||Hr0,ϕ||C2,α(S1×[r0,1]) 6 c ||ϕ||C2,α(S1),

\½Ï�ÁéèpÙ�]
��zb{ � zb� � �kz �^�R~ | �x~ c > 0 �
� ¼*¨¸¨2ª`w T.Ò�Ì
ÈWÄ�Ø×ÍÎÉ�Ò
Ç>ÆZÞ�Ò�É�Ò
Ì'ÈpÔ"ò�ÈWØ×ÍÂÆZÍÎÈWÄ©ÈpßmÆµÞËÒAß(Ê�Ä�ÌíÆµÍÂÈWÄ

ϕ
ù�ÍÕÆµÞ Ç×Ò'ØZò�Ò
Ì
Æ{ÆZÈ�ÆµÞ�ÒA÷qÖpØ×ÍÎØ

{cos(iθ)} 5ËÆµÞ�ÖÚÆfÍÂØ
ϕ =

∞∑

i=0

ϕi cos(iθ).

Ý0Þ�Ò
ÄUÆZÞ�ÒîØZÈWÓÂÊËÆµÍÂÈWÄ
wϕ

ÍÂØ0çWÍÂõWÒ
Äx÷?ï

wϕ(r, θ) =
∞∑

i=0

(r0
r

)i
ϕi cos(iθ).

��ÍÂÄ�Ì'Ò r0
r

6 1,
ÆµÞ�Ò
Ä ( r0

r

)i
6
(
r0
r

)
,
ùvÒ�Ì'ÖpÄ�Ì'ÈWÄ�Ì
ÓÎÊ�ÉËÒ[ÆZÞqÖÚÆ ||wϕ||C2,α(S1×[r0,1]) 6 c||ϕ||C2,α(S1).

W�È�ù©ùvÒ�çWÍÕõWÒjÆµÞ�ÒîØ×ÆµÖÚÆµÒ
Ô"Ò
Ä?ÆfÈÚß9ÖmÇZÒ
ØZÊ�ÓÕÆ�ù�Þ�ÈWØ×Ò�ò�ÇZÈ�ÈpßGÍÂØ�Ì
ÈWÄ�Æ§ÖpÍÂÄ�Ò'ÉxÍÂÄ³Y è�[�Á
� ¼*¨2°3¨�®=¤(¥�¤(¨���¿?w��¿7wÎ¿7w µ7�x� { ���o���=�R~�� | � z �X� {o| ~ zb{

H : C2,α(S1) −→ C2,α−2 ([0,+∞)× S1),

�R� � �E~l� | ~ ��zb{¥|�}l} ϕ ∈ C2,α(S1) ¨i� � �R� � �c� � ~�� z � | �j� z�{ ~l� z9�cz � |�} ~ z ei, i = 0, 1 �l�0~l�x� L2 § ���R�^���k¨~l�x� � �A� � ~�� z � w = H(ϕ) � zb} � �k�
{

(∂2s + ∂2θ )w = 0 �l� S1 × [0,+∞)

w = ϕ
z � S1 × {0}

� zb{ � zb� � {
‖H(ϕ)‖C2,α

−2 ([0,+∞)×S1) 6 c ‖ϕ‖C2,α(S1),��zb{ � zb� � �kz �^�R~ | �x~ c > 0 �
Ý0Þ�Òîß(ÈpÓÎÓÂÈ�ù�ÍÂÄ�çmÇ×Ò'Ø×Ê�ÓÂÆ�çWÍÂõWÒ
ØfÖ!Þ�ÖpÇZÔJÈWÄ�ÍÂÌjÒíì�ÆµÒ
Ä�ØZÍÂÈWÄUÈpß�Ömß(ÊËÄ�Ì
ÆZÍÎÈWÄ8ÈWÄ R2 \Dρ̄.

���



� ¼*¨2°3¨�®=¤(¥�¤(¨���¿?w��¿7w=7w µ7�x� { ���o���=�R~�� | � z �X� {o| ~ zb{
H̃ρ̄ : C

2,α(S1) −→ C2,α(S1 × [ρ̄,+∞)),

�R� � �_~l� | ~ ��zb{ � |c� �q� � �R� � �c� � ~�� z � ϕ(θ) ∈ C2,α(S1) ¨P�N�c� � ���=� L2 § zb{ ~�� z9�cz � |�} ~ z ~��x� �kz �^�R~ | �x~� �c� � ~�� z �I~��x�R� wϕ = H̃ρ̄,ϕ � zb} � �k�
{

∆wϕ = 0
z � S1 × [ρ̄,+∞)

wϕ = ϕ
z � S1 × {ρ̄}.

� zb{ � zb� � { ¨
||H̃ρ̄,ϕ||C2,α(S1×[ρ̄,+∞)) 6 c ||ϕ||C2,α(S1),

\½Ï�Áéè�ë�]
��zb{ � zb� � �kz �^�R~ | �x~ c > 0 �
� ¼*¨¸¨2ª`w T.Ò�Ì
ÈWÄ�Ø×ÍÎÉ�Ò
Ç>ÆZÞ�Ò�É�Ò
Ì'ÈpÔ"ò�ÈWØ×ÍÂÆZÍÎÈWÄ©ÈpßmÆµÞËÒAß(Ê�Ä�ÌíÆµÍÂÈWÄ

ϕ
ù�ÍÕÆµÞ Ç×Ò'ØZò�Ò
Ì
Æ{ÆZÈ�ÆµÞ�ÒA÷qÖpØ×ÍÎØ

{cos(iθ)} 5ËÆµÞ�ÖÚÆfÍÂØ
ϕ =

∞∑

i=1

ϕi cos(iθ).

Ý0Þ�Ò
ÄUÆZÞ�ÒîØZÈWÓÂÊËÆµÍÂÈWÄ
wϕ

ÍÂØ0çWÍÂõWÒ
Äx÷?ï

wϕ(ρ, θ) =
∞∑

i=1

(
ρ̄

ρ

)i
ϕi cos(iθ).

��ÍÂÄ�Ì'Ò ρ̄
ρ

6 1,
ÆZÞ�Ò'Ä ( ρ̄

ρ

)i
6
(
ρ̄
ρ

)
,
ùvÒ Ì=ÖÚÄ©Ì'ÈWÄ�Ì
ÓÎÊ�ÉËÒRÆµÞqÖÚÆ |w(r, θ)| 6 c|ϕ(θ)| ÖpÄ�É�ÆZÞ�Ò'Ä

||wϕ||C2,α 6 c||ϕ||C2,α .

� ��¯A¯A�h¿?w��¿7w¸�w�¦ �R~ u(r, θ) ª �E~l�x�3� |�{R�Gz �x� � �o��~��R�^�R� z �Z�c�����V�9� z � [r0,+∞) × S1 z�� ~l�x�� � �R� � �c� � � z � ϕ ∈ C2,α(S1)
| �j�L�R� � �'~�� | ~ u(r0, θ) = ϕ(θ). µ7�x�R�

∂θu(r, θ − π/2)|r=r0 = −r0∂ru(r, θ)|r=r0 .
� ¼*¨¸¨2ª`w Ãþß

ϕ(θ) =
∑

i>0 ϕi cos(iθ),
ÆZÞ�Ò'Ä8ÆµÞ�ÒTß(ÊËÄ�Ì
ÆZÍÎÈWÄ

u
ÍÂØ0çWÍÂõWÒ
Äx÷?ï

u(r, θ) =
∑

i>0

ϕi

(
r

r0

)i
cos(iθ).

Ý0Þ�Ò
Ä
∂ru(r, θ) =

∑

i>1

ϕi

(
r

r0

)i
i cos(iθ)

r

���



ÖpÄ�É
∂θu(r, θ) = −

∑

i>0

ϕi

(
r

r0

)i
i sin(iθ).

àvÈWÄ�Ø×Ò'û?Ê�Ò'Ä�ÆµÓÂï
∂θu(r, θ − π/2) = −

∑

i>0

ϕi

(
r

r0

)i
i cos(iθ)

ß(ÇZÈpÔ ù�Þ�ÍÎÌ§ÞxÓÎÒ
Ô"Ô"Ö«ß(ÈWÓÎÓÂÈ�ù�Ø5Ò=ÖpØ×ÍÎÓÂïpÁ
� ��¯A¯A� ¿7w��¿7w ÿ w.¦ �R~ u(r, θ) ª ��~l�x��� |�{��Gz �x� � �o��~��R�^�R� z �q�c�����V�9� z � [0, r0]× S1 z�� ~��x��� � �R�� �c� � � z � ϕ ∈ C2,α(S1)

| �j�L�R� � �'~�� | ~ u(r0, θ) = ϕ(θ). µ7�x�R�
∂θu(r, θ − π/2)|r=r0 = r0∂ru(r, θ)|r=r0 .� ¼*¨¸¨2ª`w Ãþß

ϕ(θ) =
∑

i>0 ϕi cos(iθ),
ÆZÞ�Ò'Ä8ÆµÞ�ÒTß(ÊËÄ�Ì
ÆZÍÎÈWÄ

u
ÍÂØ0çWÍÂõWÒ
Äx÷?ï

u(r, θ) =
∑

i>0

ϕi

(r0
r

)i
cos(iθ).

Ý0Þ�Ò
Ä
∂ru(r, θ) = −

∑

i>1

ϕi

(r0
r

)i i cos(iθ)
r

ÖpÄ�É
∂θu(r, θ) = −

∑

i>0

ϕi

(r0
r

)i
i sin(iθ).

àvÈWÄ�Ø×Ò'û?Ê�Ò'Ä�ÆµÓÂï
∂θu(r, θ − π/2) = −

∑

i>0

ϕi

(r0
r

)i
i cos(iθ)

ß(ÇZÈpÔ ù�Þ�ÍÎÌ§ÞxÓÎÒ
Ô"Ô"Ö«ß(ÈWÓÎÓÂÈ�ù�Ø5Ò=ÖpØ×ÍÎÓÂïpÁ
f�:49�f�:gf hiZNR��VH�F�Fnp$F;p$�NH�FI��FnD�@�[G@>F;L»f�:�¼V:gf
T.Ò�ØáÆ§ÖpÇáÆfçWÍÕõ�ÍÎÄ�ç�ÆZÞ�ÒîØ×ÆµÖÚÆµÒ
Ô"Ò
Ä?ÆfÈÚß9ÖmÌ'ÓøÖÚØZØZÍÂÌ=ÖpÓ�ÇZÒ'Ø×Ê�ÓÂÆfÖp÷�ÈWÊËÆ0ÆµÞËÒ�ÍÂÄba×Ò'ÌíÆµÍÕõ�ÍÂÆÅï@Èpß

∆0.� ��¯A¯A��¿7w��¿?w&%7w ÷�� � �R� 0 < r0 < r1 6 1 ¨ } �R~ w ª � | � zb} �c~�� z � z�� ∆0w = 0
z � S1 × [r0, r1]�R� � ��~l� | ~ w(· , r0) = w(· , r1) = 0 �%µ7�x�R� w = 0 �ñôØxÌ
ÈWÄ�Ø×Ò'û?Ê�Ò'Ä�Ì'ÒAÈpß«ÆµÞËÒ ÓÎÒ
Ô"Ô"Ö,Ï�ÁÕÀ�Ï�Áéè^5�ÆµÞËÒ ÈWò�Ò'ÇZÖÚÆµÈWÇ

∆0
ÍÎØ�ÍÎÄba×Ò
Ì
ÆµÍÕõWÒpÁ ã�Ò
Ä�Ì
Ò�5�<qÇ×Ò'É�Þ�ÈpÓÎÔ

ÖpÓÕÆµÒ'Ç×ÄqÖÚÆZÍÂõWÒ[ÓÎÒíÆTÊ�ØîÖÚØZØZÊ�Ç×ÒmÆZÞqÖÚÆjÆµÞ�Ò
ÇZÒmÒíì�ÍÂØ×ÆµØ,5<ÖÚÄRÊ�Ä�ÍÂû?Ê�Ò
w ∈ C2,α(S1 × [r0, 1])

5¸ù�ÍÕÆµÞ
w(θ, r)ØµÖ*ÆµÍÎØáß$ï�ÍÎÄ�çFU

{
∆0w = f

ÈWÄ
S1 × [r0, 1]

w(·, r0) = w(·, 1) = 0.

\½Ï�ÁéèWè�]
T.ÒîùvÖpÄ?Æ�ÆZÈJòËÇZÈ�õWÒTÆµÞËÒTß(ÈWÓÎÓÂÈ�ù�ÍÂÄ�ç!ÖÚØZØZÒ
Ç×ÆµÍÂÈWÄ¸Á

�Wü



ý�®=®'�?¼�¥�¤(¨���¿7w��¿?w('±wmy�zb{ � � � { � 0 < r0 < 1 ¨ f ∈ C0,α(S1 × [r0, 1])
| �X� w ∈ C2,α(S1 × [r0, 1])� | ~��=� � ���l� � \½Ï�ÁéèWè�] ~��x� { �3�o���=�R~l� |��kz �^�R~ | �x~ c �R� � �'~�� | ~

‖w‖C0,α(S1×[r0,1]) 6 c ‖f‖C0,α(S1×[r0,1]).

T.Ò@Ø×Ê�ò�ò�ÈWØ×Ò�÷?ï Ì
ÈWÄ?ÆZÇµÖpÉËÍÎÌ
ÆZÍÎÈWÄRÆµÞ�ÖÚÆ«ÆZÞ�Ò@ÖpØZØ×Ò'Ç×ÆZÍÎÈWÄ�Ï�ÁÂÀ�Ï�Á��8ÍÂØ�ßÖÚÓÎØZÒ�5<ÆµÞqÖ*Æ[ÍÎØ�ÍÕÆ«É�È�Ò
Ø[Ä�ÈpÆ«Òíì�ÍÎØáÆ
Ö"Ê�Ä�ÍÂõWÒ
ÇZØZÖpÓGÌ'ÈWÄËØ×Æ§ÖÚÄ?Æôß(ÈWÇfù�Þ�ÍÂÌXÞ>ÆZÞ�Ò[ò�ÇZÒíõ�ÍÎÈWÊ�ØôÒ
Ø×ÆZÍÎÔ"ÖÚÆµÒ�Þ�ÈWÓÎÉËØ'Á�Ý0Þ�Ò
Ä75�ß(ÈWÇfÒ=ÖpÌ§Þ

n ∈ N 5�ÆµÞ�Ò
ÇZÒÒíì�ÍÂØ×Æ
r0,n

ÖpÄ�É
fn, wn

ØµÖ*ÆµÍÎØáß$ï�ÍÎÄ�ç_\�Ï�ÁéèWè�]D\$ù�ÍÂÆZÞ
r0,n, fn, wn

ÍÂÄ�Ø×ÆZÒ=ÖpÉ8Èpß
r0, f, w

]5Ø×Ê�ÌXÞxÆZÞqÖÚÆ
sup

S1×[r0,n,1]

|fn| = 1
ÖÚÄ�É

An := sup
S1×[r0,n,1]

|wn| → +∞ ÖÚØ
n→∞.

��ÍÂÄ�Ì'Ò
S1 × [r0,n, 1]

ÍÂØ�Ö!Ì'ÈpÔ"òqÖÚÌ
Æ�ØZÒíÆ�5
An

ÍÂØ�ÖpÌ§Þ�ÍÎÒíõWÒ'É>Ö*Æ�Ömò�ÈWÍÎÄ�Æ
(θn, rn) ∈ S1 × [r0,n, 1]

Á
Ý0Þ�Ò[ØZÒ'û?Ê�Ò
Ä�Ì'ÒmÈpß3ØZÒíÆµØ

In = [ r0,n
rn
, 1
rn
]
Ì'ÈWÄ�õWÒ'ÇZçpÒ'ØL\Ê�ò>ÆZÈ�Ø×ÈWÔJÒ[Ø×Ê�÷�Ø×Ò'û?Ê�Ò'Ä�Ì'Ò�]�ÆµÈ�Ö"ØZÒíÆjÆZÞqÖÚÆ�ùvÒ

É�Ò
Ä�ÈpÆµÒ[÷?ï
I∞.

T.Ò�Ø×ÞqÖpÓÎÓ<Ø×Þ�È�ùºÆµÞ�ÖÚÆjÍÕÆôÍÎØ�Ä�ÈpÄ{Ò
Ô"ò�Æ�ï>ÖÚÄ�É�Ì'ÈWÄ�Æ§ÖpÍÂÄ�Ø
1.
Ãþß
r0,n < r′ < r′′ < 1,Ò'ÓÂÓÎÍÂòËÆZÍÂÌjÒ
Ø×ÆZÍÎÔ"ÖÚÆµÒ
ØfÖÚÓÎÓÂÈ�ù�Ê�Ø0ÆµÈ!Ì'ÈpÄ�Ì'ÓÂÊ�É�Ò

sup
S1×[r0,n,r′]

|∇wn| 6 c( sup
S1×[r0,n,r′′]

|fn|+ sup
S1×[r0,n,r′′]

|wn|) 6 c(1 + An),

ù�ÍÂÆZÞ
c
ÍÂØfÖmÌ'ÈpÄ�Ø×ÆµÖpÄ?ÆfÍÎÄËÉ�Ò'ò�Ò
Ä�É�Ò'Ä�Æ�Èpß

n.

Ý0Þ�Ò
Ä75FÍÕß
n → +∞, r0,n

rn
→ R1 < 1

ÖpÄËÉ 1
rn
→ R2 > 1.

Ý0Þ�Ò[ßÖpÌ
ÆôÆZÞqÖÚÆ
R1 < 1

ß(ÈWÓÂÓÎÈ�ù�Øfß(ÇZÈpÔ
ÆµÞËÒ�ÖÚ÷�È�õWÒTÒ'ØáÆµÍÎÔ"ÖÚÆZÒôß(ÈWÇvÆµÞËÒîçpÇµÖpÉ�ÍÂÒ'Ä�Æ0Èpß

wn
ÄËÒ=ÖpÇ

r = r0,n.
Ý0Þ�ÖÚÆ�ÍÎÔJò�ÓÂÍÂÒ
ØvÆZÞqÖÚÆ5ÆµÞ�ÒTØ×Ê�ò�ÇZÒ
Ô�Ê�Ô

An
Ì'ÖpÄ�Ä�ÈpÆT÷�Ò!ÖpÌ§Þ�ÍÎÒíõWÒ'É ÖÚÆîÖ�ò�ÈpÍÎÄ�Æjù�Þ�ÍÂÌXÞRÍÂØôÆµÈ�È�Ì
ÓÎÈpØZÒ[ÆµÈ

r0,n,
ÆZÞqÖÚÆTÍÂØôÆµÞ�Ò�ÆZÞ�Òmò�ÈWÍÂÄ?Æôù�Þ�Ò'Ç×Ò

wn
õ*ÖpÄ�ÍÎØ×Þ�Ò'Ø
ÁôÃÅÄ�ÈÚÆµÞ�Ò
Ç�ÆZÒ'ÇZÔJØfÆµÞ�Ò«û?Ê�ÈpÆµÍÂÒ'Ä�Æ r0,n

rn

ÇZÒ'Ô"ÖpÍÂÄ�Øf÷�ÈWÊ�Ä�É�Ò
ÉRÖ=ù5Ö�ï8ß(ÇZÈpÔ
1.
J�ØZÍÂÄ�ç@ØZÍÂÔ!â

ÍÎÓÎÖpÇfÖpÇZçpÊ�Ô"Ò
Ä?ÆZØôÍÂÆ�ÍÎØ�ò�ÈWØZØ×ÍÎ÷�ÓÂÒ«ÆZÈ�Ø×Þ�È�ùºÆµÞ�ÖÚÆ ∇wn ÍÂØô÷�ÈpÊ�Ä�É�Ò
ÉRÄËÒ=ÖpÇ 1 ÖÚÄ�É�Ì'ÈWÄ�Ø×Ò'û?Ê�Ò'Ä�ÆµÓÂï�ÖÚÓÎØZÈ
1
rn

Ç×Ò'Ô"ÖpÍÂÄ�Øj÷�ÈWÊ�Ä�É�Ò
ÉAÖ=ù5Ö=ï�ß(Ç×ÈWÔ
1.
Ý0Þ�Ò
Ä ùvÒ!Ì'ÖpÄ Ì
ÈWÄ�Ì
ÓÎÊ�É�Ò�ÆµÞqÖÚÆ

I∞
ÍÎØjÄ�ÈpÆîÒ'ÔJòËÆÅïWÁ�T.Ò!Ø×Ò
Æ

I∞ = [R1, R2]
ù�Þ�Ò
ÇZÒ

0 6 R1 < 1 < R2 < +∞ ∈ R.

T.Ò�ÉËÒ
úqÄËÒ
w̃n(θ, r) :=

1

An
wn(θ, rrn)

ÖpÄ�É
f̃n(θ, r) :=

1

An
fn(θ, rrn),

ß(ÈWÇ�ÖpÓÂÓ
(θ, r) ∈ S1 × In

5�ù�ÍÕÆµÞ
In = [r0,n/rn, 1/rn]

Á3Ý0Þ�Ò'Ø×Ò�ß(Ê�Ä�ÌíÆµÍÎÈpÄ�Ø�ØZÖÚÆµÍÂØ×ß$ï
r2n∆w̃n = f̃n.<qÇZÈpÔ ÆµÞ�ÒîÉ�ÒíúqÄ�ÍÕÆµÍÎÈpÄ8Èpß

w̃n,
ù�Ò�ÈW÷�Æ§ÖpÍÂÄ�ÆµÞ�ÖÚÆ

∇w̃n =
1

An
∇wn(θ, rrn),

ÆµÞËÒ'Ä
|∇w̃n| 6 c

1 + An
An

< 2c.

ü�




��ÍÂÄ�Ì'ÒxÆZÞ�Ò>Ø×Ò'û?Ê�Ò'ÄËÌ'Ò'Ø
(w̃n)n

ÖpÄ�É
(∇w̃n)n

ÖpÇZÒUÊËÄ�ÍÂß(ÈpÇZÔJÓÕï�÷�ÈWÊ�ÄËÉ�Ò'É750ñôØ×Ì'ÈWÓÂÍÕâþñôÇ9�
Ò'Ó=½{ÆµÞ�Ò
ÈWÇZÒ
Ô
ÖpØ×ØZÊ�Ç×Ò'Ø�ÆZÞqÖÚÆôÖ!ØZÊ�÷�Ø×Ò'û?Ê�Ò'Ä�Ì'Ò�Èpß

(w̃n)n
Ì'ÈpÄ?õWÒ'Ç×çWÒ'Ø�ÈWÄUÌ'ÈpÔ"òqÖÚÌ
Æ�Ø×Ò
ÆZØôÈÚß

S1 × I∞
ÆZÈ@ÖJÄ�ÈpÄ�â��
Ò'ÇZÈ

ß(Ê�Ä�ÌíÆµÍÂÈWÄ
w∞,

ÆZÞqÖÚÆ�õÚÖpÄËÍÎØZÞËÒ'ØfÈWÄ
S1 × ∂I∞.

Ý0Þ�Òîß(Ê�Ä�ÌíÆµÍÎÈpÄ
w∞

ÍÂÄ�Þ�Ò
ÇZÍÂÆZØ0ÆZÞ�Ò�ò�Ç×ÈWò�Ò'ÇáÆµÍÎÒ
ØfÈpß
w̃n.ÃÅÄxòqÖpÇáÆµÍÎÌ
Ê�ÓøÖÚÇ5ÍÕÆ�Þ�ÈpÓÎÉ�Ø

sup
S1×I∞

|w∞| = 1.
\½Ï�ÁÜè���]

ÃÅÄ8ÆµÞ�ÒîØµÖÚÔ"Òjù5Ö�ï�ÍÕÆ�  Ø0ò�ÈWØZØ×ÍÎ÷�ÓÂÒTÆZÈJò�Ç×È�õWÒTÆµÞqÖ*Æ�ÖmØZÊ�÷�Ø×Ò'û?Ê�Ò'Ä�Ì'Ò[ÈÚß
(f̃n)n

Ì
ÈWÄ�õWÒ'ÇZçpÒ'Ø�ÈpÄxÌ'ÈWÔJòqÖpÌíÆ
ØZÒíÆµØfÈpß

S1 × I∞
ÆZÈ!ÆZÞ�ÒTß(Ê�Ä�Ì
ÆZÍÎÈWÄ

f∞ ≡ 0
ØZÍÂÄ�Ì'Ò�5qÍÂß

n→∞,

sup
S1×In

|f̃n| → 0.

Ý0Þ�Ò
ÄUÆZÞ�ÒîÓÎÍÂÔJÍÕÆvß(ÊËÄ�Ì
ÆZÍÎÈWÄ
w∞

ÔmÊËØ×Æ�ØµÖÚÆZÍÎØ×ß$ï@ÆZÞ�ÒîÉ�ÍÂä%Ò'Ç×Ò'Ä�ÆµÍøÖÚÓ¸Ò
û?ÊqÖÚÆZÍÎÈWÄ

∆0w∞ = 0

ÈWÄ
S1 × I∞

ù�ÍÕÆµÞ,Ä?Ê�ÓÎÓv÷�ÈpÊ�Ä�ÉqÖpÇáï�Ì'ÈWÄ�ÉËÍÂÆµÍÂÈWÄ�Ø[ÈWÄ
∂I∞.

��È{ùvÒ8Ì'ÖpÄ,Ì'ÈWÄËÌ'ÓÎÊËÉ�Ò�ÆZÞqÖÚÆ ∀r ∈ I∞
w∞(θ, r) = 0.

Ý0Þ�ÍÎØJß(Ê�ÄËÌ
ÆµÍÂÈWÄ}É�È�Ò'Ø@Ä�ÈÚÆ@ØµÖ*ÆµÍÎØáß$ït\�Ï�Áéè���]R55Ö.Ì
ÈWÄ?ÆZÇµÖpÉ�ÍÂÌ
ÆZÍÎÈWÄ¸ÁhÝ0Þ�ÍÂØ@òËÇZÈ�õpÒ'Ø"ÆµÞ�Ò
ÖpØ×ØZÒ'ÇáÆµÍÂÈWÄ>Ï�ÁÕÀ�Ï�Á���Á
Ý0Þ�Ò�Ò
ÓÎÓÂÍÂòËÆµÍÕÌjÒ'ØáÆµÍÎÔ"ÖÚÆZÒ

|∇w| 6 c

(
sup

S1×[r0,1]

|f |+ sup
S1×[r0,1]

|w|
)
,

ÖpÓÂÓÎÈ�ùêÊ�Ø@ÆµÈ�çWÒíÆ8ÖAÊ�Ä�ÍÕß(ÈWÇZÔ Ò
Ø×ÆZÍÎÔ"ÖÚÆµÒUÈpß ∇w. Ý0Þ�ÍÂØ�ò�Ç×È�õWÒ
Ø�ÆµÞËÒ�Òíì�ÍÎØáÆµÒ'ÄËÌ'Ò{Èpß�ÖAØZÈWÓÂÊËÆµÍÂÈWÄ�Èpß
∆0w = f

ÉËÒ
úqÄËÒ'É>ÈpÄ
S1 × [r0, 1]

ß(ÈpÇ5ù�Þ�ÍÎÌ§ÞxÍÂÆ0Þ�ÈWÓÂÉ�Ø

‖w‖C0,α(S1×[r0,1]) 6 c ‖f‖C0,α(S1×[r0,1]).W�È�ùAÍÕÆFÍÂØFØ×Ê^�JÌ'ÍÂÒ'Ä�Æ�ÆµÈ0Ê�ØZÒ·ÖÚç�ÖpÍÎÄjÒ
ÓÎÓÎÍÂòËÆZÍÂÌ�Ò
Ø×ÆµÍÂÔ"ÖÚÆµÒ
Ø¸ÆZÈ�ÈW÷�Æ§ÖpÍÂÄjÆµÞËÒ�Ò
Ø×ÆµÍÂÔ@Ö*ÆµÒ
Ø¸ß(ÈWÇ�ÆZÞ�Ò3É�Ò'Ç×ÍÂõÚÖ*ÆµÍÂõWÒ
Ø'Á

f�:49�f�:�� «½@ELN@>SmJ;y¿¾IH�JI�NZND|@EL
(D2 × R, ghyp)ÃÅÄ�ÆµÞ�ÍÂØ<Ø×Ò'Ì
ÆZÍÎÈWÄV5*ß(ÈWÓÎÓÂÈ�ù�ÍÂÄ�ç�Y ÛWüb[¬5*ù�Ò�ØZÞ�ÖpÓÎÓWúqÄËÉ«ÆµÞ�Ò·Ì
ÈWÄ�É�ÍÕÆµÍÂÈWÄîÆZÈ�÷�Ò·ØµÖÚÆZÍÎØáúqÒ'É«ØZÊ�Ì§Þ«ÆµÞqÖÚÆ�ÆµÞ�Ò·çWÇZÖpò�Þ

Σ
ÈpßGÖ[ß(Ê�Ä�ÌíÆµÍÂÈWÄ�É�ÒíúqÄ�Ò'ÉxÈWÄ D2 ÍÎØvÔ"ÍÂÄ�ÍÂÔ"ÖÚÓ2ù�ÍÂÆZÞ�ÇZÒ'Ø×ò�Ò'ÌíÆ�ÆµÈ�ÆµÞ�ÒjÔ"ÒíÆµÇ×ÍÎÌ ghyp = dx2

1+dx
2
2

F
+ dx23,ù�Þ�Ò
ÇZÒ

F = (1−x21−x22)2.
T.Ò�Ø×ÞqÖpÓÂÓ�ÖpØ×ØZÊ�ÔJÒfÆZÞqÖÚÆ·ÆZÞ�Ò�ÍÂÔ"ÔJÒ
ÇZØ×ÍÎÈpÄ!Èpß

Σ
ÍÎÄ D2×R ÍÎØ�çWÍÕõWÒ'Ä"÷?ïjU

(x1, x2)→ (x1, x2, u(x1, x2)).

Ý0Þ�Ò[àvÞËÇZÍÎØáÆµÈpä%Ò'Ó¸Ø×ï�Ô�÷�ÈWÓÂØ65
Γkij,

ÖÚØZØZÈ�Ì
ÍøÖ*ÆµÒ'É8ÆZÈ
ghyp

ÖpÓÂÓ�õ*ÖpÄ�ÍÂØZÞxÒíì�Ì
Ò'òËÆ

Γ1
11 = Γ2

21 = Γ2
12 = −Γ1

22 =
2x1√
F
,

üËÀ



Γ1
12 = Γ2

22 = Γ1
21 = −Γ2

11 =
2x2√
F
.

�FÒ
Æ
e1, e2, e3

÷�Ò!ÆZÞ�ÒJÌ'ÖpÄ�ÈWÄ�ÍÂÌ=ÖpÓ9÷qÖpØ×ÍÎØîÈpß R3.
Ý0Þ�Ò
Ä

ε1 =
√
Fe1, ε2 =

√
Fe2, ε3 = e3

ÖpÇZÒJÖpÄ
ÈWÇáÆµÞ�ÈWÄËÈWÇZÔ"ÖpÓ�÷�ÖpØZÍÂØ0ß(ÈWÇ M2 × R. Ý0Þ�ÒîÌ'È�ÈWÇ×É�ÍÎÄqÖ*ÆµÒjõWÒ
Ì
ÆZÈWÇ�úqÒ
ÓÎÉ�Ø�ÈpÄ Σ

ÖÚÇZÒ

X1 =
ε1√
F

+ u′x1
ε3, X2 =

ε2√
F

+ u′x2
ε3, N =

1

W

(
−u′x1

√
Fε1 − u′x2

√
Fε2 + ε3

)
,

ù�ÍÂÆZÞ
W =

√
1 + F |∇u|2. Ý5Þ�Ò�ÍÎÄËÉ�Ê�Ì'Ò
ÉUÔJÒ
ÆZÇZÍÂÌTÈWÄ Σ

ÍÎØ0ÉËÒ
úqÄ�Ò
É>÷�ï

g11 =
1

F
+ (u′x1

)2, g22 =
1

F
+ (u′x2

)2, g12 = u′′x1x2
.

Ãþß ∇̄ É�Ò
Ä�ÈpÆZÒ'Ø�ÆZÞ�Ò�Ç×ÍÎÒ'Ô"ÖpÄ�ÄËÍøÖÚÄAÌ
ÈWÄ�Ä�Ò
Ì
ÆZÍÎÈWÄ�Èpß0ÆµÞ�Ò�ÔJÒíÆµÇZÍÂÌ
ghyp,

ÆZÞ�Ò'Ä�ÆZÞ�Ò�Ì'È�ÒR�JÌ'ÍÂÒ'Ä?ÆZØmÈpß0ÆZÞ�Ò
ØZÒ
Ì'ÈWÄËÉUß(Ê�ÄËÉqÖpÔJÒ'Ä�Æ§ÖpÓ�ß(ÈWÇ×ÔðÖpÇZÒ

b11 = 〈∇X1X1, N〉 =
1

W

(
− 2x1√

F
u′x1

+
2x2√
F
u′x2

+ u′′x1x1
ε3

)
,

b22 = 〈∇X2X2, N〉 =
1

W

(
2x1√
F
u′x1

− 2x2√
F
u′x2

+ u′′x2x2
ε3

)
,

b12 = 〈∇X1X2, N〉 =
1

W

(
− 2x2√

F
u′x1

− 2x1√
F
u′x2

+ u′′x1x2
ε3

)
,

ù�Þ�Ò
ÇZÒîùvÒîÊ�ØZÒ
ÉUÆZÞ�ÒTß(ÈWÓÎÓÂÈ�ù�ÍÂÄ�ç�ÍÎÉ�Ò
Ä?ÆZÍÂÆµÍÂÒ'Ø

∇X1X1 = 2x1ε1 − 2x2ε2 + u′′x1x1
ε3, ∇X2X2 = −2x1ε1 + 2x2ε2 + u′′x2x2

ε3,

∇X1X2 = 2x2ε1 + 2x1ε2 + u′′x1x2
ε3.Ý0Þ�Ò�ÔJÒ=ÖÚÄxÌ
Ê�Ç×õ*ÖÚÆµÊ�Ç×Ò�Èpß

Σ
ù�ÍÕÆµÞ8ÇZÒ'Ø×ò�Ò'ÌíÆ�ÆµÈ

ghyp
ÍÎØ0çWÍÕõWÒ'Äx÷�ï

H(Σ) =
1

2

b11g22 + b22g11 + b12g12
g11g22 − g212

.

J�Ø×ÍÎÄ�çîÆµÞ�ÒfÒXìËòËÇZÒ'Ø×ØZÍÎÈWÄËØvÈpß�ÆZÞ�ÒfÌ'È�ÒR�"Ì
ÍÎÒ
Ä?ÆµØ�Èpß%ÆµÞ�Ò�úqÇZØáÆ5ÖÚÄ�É"ØZÒ'Ì
ÈWÄ�É"ß(Ê�Ä�ÉqÖpÔJÒ'Ä�Æ§ÖÚÓqß(ÈWÇ×Ô_5WùvÒ�úqÄ�É
ÆµÞ�ÖÚÆ

H(Σ) =
F

2
div

(
∇u√

1 + F |∇u|2

)
.

ü�Ï



f�:49�f�:�¼ «½@ELN@>SmJ;y¿D�}VH�p8J;YkR]D|FnpqH�Fb[GJb[G@>F;Lº@EL
(D2 × R, ghyp)ÃÅÄ�ÆµÞËÍÎØ�ØZÒ
Ì
ÆµÍÂÈWÄ75pß(ÈWÓÂÓÂÈ�ù�ÍÂÄ�ç�Y ÛWüb[¬5pù�Ò0ØZÞ�ÖpÓÎÓ?úqÄ�É�ÆµÞ�Ò5Ì
ÈWÄ�É�ÍÕÆµÍÂÈWÄ«ÆµÈj÷�Ò5ØµÖÚÆZÍÎØáúqÒ'ÉmØZÊËÌXÞmÆZÞqÖÚÆ3ÖôØZÊ�ÇáßÖpÌ'Ò

Èpß�ÇZÒíõWÈWÓÂÊËÆµÍÂÈWÄ
Σ
ÍÎÄ D2 × R ÍÎØ«Ô"ÍÂÄ�ÍÂÔ"ÖÚÓ3ù�ÍÂÆZÞ�ÇZÒ'Ø×ò�Ò'ÌíÆ!ÆZÈ>ÆµÞ�Ò@Ô"ÒíÆµÇZÍÂÌ

ghyp =
dx2

1+dx
2
2

F
+ dx23,ù�Þ�Ò
ÇZÒ

F = (1 − x21 − x22)
2.
T.Ò[Ø×ÞqÖpÓÂÓ<ÖpØZØ×Ê�Ô"Ò�ÆµÞ�ÖÚÆ�ÆZÞ�Ò«ÍÎÔJÔJÒ'Ç×ØZÍÂÈWÄxÈÚß

Σ
ÍÂÄ D2 × R ÍÎØfçWÍÂõpÒ'Ä75

ÍÎÄ�ÆZÒ'Ç×Ô"Ø0ÈpßGÆZÞ�ÒîÌ
ï�ÓÂÍÎÄ�É�Ç×ÍÎÌ'ÖpÓ�Ì'È�ÈpÇZÉ�ÍÂÄqÖÚÆµÒ
Ø
(r, θ, z)

5q÷�ïjU
(θ, z)→ (r(z), θ, z),

ù�Þ�Ò
ÇZÒ
r(z)

ÍÂØ�Ömß(Ê�ÄËÌ
ÆµÍÂÈWÄ8Èpß
z.ÃþÆfÍÂØ0Ì'ÈWÄ�õWÒ'Ä�ÍÂÒ'Ä�ÆfÆµÈ!Òíì�ò�Ç×Ò'ØZØfÆZÞ�ÒîÔ"ÒíÆµÇZÍÂÌ

ghyp
ÍÂÄ�ÆµÒ
ÇZÔJØ�Èpß<ÆµÞ�ÒîÄ�Òíù Ì'È�ÈWÇ×É�ÍÎÄqÖ*ÆµÒ
Ø'Á#TAÒTúqÄ�É

ghyp =
dr2 + r2dθ2

F
+ dz2,

ù�ÍÂÆZÞ
F = (1− r2)2.

Ý0Þ�Ò«àvÞ�ÇZÍÂØ×ÆµÈÚä�Ò
ÓFØ×ï�Ô�÷�ÈWÓÂØ65
Γkij,

ÖÚØZØZÈ�Ì
ÍøÖ*ÆµÒ'É8ÆZÈ
ghyp

ÖpÓÂÓ�õ*ÖpÄ�ÍÂØZÞxÒíì�Ì
Ò'òËÆ

Γ1
11 =

2r

1− r2
, Γ1

22 = −
r(1 + r2)

1− r2
, Γ2

12 = Γ2
21 =

1 + r2

r(1− r2)
.

�FÒ
Æ
e1, e2, e3

÷�ÒîÆZÞ�ÒîÌ=ÖÚÄ�ÈWÄ�ÍÂÌ=ÖpÓ¸÷qÖÚØZÍÎØ0Èpß R3.
Ý0ÞËÒ'ÄxÆµÞ�ÒîÌ
È�ÈWÇZÉËÍÎÄqÖÚÆZÒjõWÒ'ÌíÆµÈWÇ0úqÒ'ÓÂÉ�Ø�ÈWÄ

Σ
ÖpÇ×Ò

X1 = r′(z)e1 + e3 X2 = e2, N =
−e1 + r′(z)e3

R
,

ù�ÍÂÆZÞ
R =

√
1
F
+ (r′(z))2.

Ý0ÞËÒ�ÍÎÄ�ÉËÊ�Ì'Ò
ÉUÔJÒ
ÆZÇZÍÎÌjÈWÄ
Σ
ÍÎØ0É�ÒíúqÄ�Ò
É>÷�ï

g11 =
(r′(z))2

F
+ 1, g22 =

r2(z)

F
, g12 = 0.

Ãþß ∇̄ É�Ò
Ä�ÈpÆZÒ'Ø�ÆZÞ�Ò�Ç×ÍÎÒ'Ô"ÖpÄ�ÄËÍøÖÚÄAÌ
ÈWÄ�Ä�Ò
Ì
ÆZÍÎÈWÄ�Èpß0ÆµÞ�Ò�ÔJÒíÆµÇZÍÂÌ
ghyp,

ÆZÞ�Ò'Ä�ÆZÞ�Ò�Ì'È�ÒR�JÌ'ÍÂÒ'Ä?ÆZØmÈpß0ÆZÞ�Ò
ØZÒ
Ì'ÈWÄËÉUß(Ê�ÄËÉqÖpÔJÒ'Ä�Æ§ÖpÓ�ß(ÈWÇ×ÔðÖpÇZÒ

b11 = 〈∇̄X1X1, N〉 = −
1

RF

(
2r(r′)2

1− r2
+ r′′

)
, b22 = 〈∇̄X2X2, N〉 =

1

RF

(
r(1 + r2)

1− r2

)
,

b12 = 〈∇̄X1X2, N〉 = 0,ù�Þ�Ò
ÇZÒîùvÒîÊ�ØZÒ
ÉUÆZÞ�ÒTß(ÈWÓÎÓÂÈ�ù�ÍÂÄ�ç�ÍÎÉ�Ò
Ä?ÆZÍÂÆµÍÂÒ'Ø

∇X1X1 =

(
2r(r′)2

1− r2
+ r′′

)
e1, ∇X2X2 = −

r(1 + r2)

1− r2
e1,

∇X1X2 = −
r′(1 + r2)

r(1− r2)
e2.

üWÛ



Ý0Þ�Ò�ÔJÒ=ÖÚÄxÌ
Ê�Ç×õ*ÖÚÆµÊ�Ç×Ò�Èpß
Σ
ù�ÍÕÆµÞ8ÇZÒ'Ø×ò�Ò'ÌíÆ�ÆµÈ

ghyp
ÍÎØ0çWÍÕõWÒ'Äx÷�ï

H(Σ) =
1

2

b11g22 + b22g11 + b12g12
g11g22 − g212

.

J�Ø×ÍÎÄ�çîÆµÞ�ÒfÒXìËòËÇZÒ'Ø×ØZÍÎÈWÄËØvÈpß�ÆZÞ�ÒfÌ'È�ÒR�"Ì
ÍÎÒ
Ä?ÆµØ�Èpß%ÆµÞ�Ò�úqÇZØáÆ5ÖÚÄ�É"ØZÒ'Ì
ÈWÄ�É"ß(Ê�Ä�ÉqÖpÔJÒ'Ä�Æ§ÖÚÓqß(ÈWÇ×Ô_5WùvÒ�úqÄ�É
ÆµÞ�ÖÚÆ

H(Σ) = 0
ÍÂß�ß(Ê�Ä�ÌíÆµÍÎÈpÄ

r(z)
ØµÖ*ÆµÍÎØáúqÒ'Ø0ÆµÞ�ÒTß(ÈpÓÎÓÂÈ�ù�ÍÂÄËçmÉ�ÍÕä�Ò
ÇZÒ
Ä?ÆµÍÎÖpÓ�Ò'û?ÊqÖ*ÆµÍÎÈpÄ7U

r(z)r′′(z)− (r′(z))2 − (1− r(z)4) = 0.

üpÙ



� ÚÜÛ×Ý �x�¢Þ À

� � ���Üá�ìj�8�Ôìî�h�Üá ñ�� �N�J��ÞeãÜñ.�_æ¸� � è��ÎÞ �0æF�ÂÁÎåjç
Ý �²Þ_æ¸��áÜæ?ñ ê æF�Üæ?ê Û×å �0ãðÞ�èCÛÎñ��h�

ù%ó6ò K $L2?M;&%-'O' P2HQR&�$
�vÒ
ØZÍÎÉËÒ'ØjÆµÞ�Òmò�ÓÎÖpÄ�ÒmÖÚÄ�É{ÆZÞ�ÒmÞ�Ò
ÓÎÍÎÌ
ÈWÍÎÉV5%ÆZÞ�Ò�úqÇ×Ø×ÆîØ×ÍÎÄ�çWÓÕïUò�Ò'Ç×ÍÎÈ�É�ÍÂÌ[Ô"ÍÂÄ�ÍÂÔ"ÖÚÓ<ØZÊ�ÇáßÖpÌ'Ò�ù5ÖÚØîÉËÍÎØZÌ
È�õ�â
Ò'Ç×Ò'É�÷?ïG��Ì§Þ�Ò'Ç×æeY Ù��S[�ÍÂÄ>À��WÛ�ë�Á�Ý0Þ�ÍÂØvØZÊËÇ×ßÖpÌ
Ò�5Ëæ?Ä�È�ù�Ä8ÖpØ ® � �x� {`¯?Ê �)��� �kz �j���R� {��,|c� � 5�ÍÎØ�Ö«ò�ÇZÈWò�Ò
ÇZÓÕïÒ'Ô�÷�Ò
É�É�Ò
ÉhÔ"ÍÂÄ�ÍÂÔ"ÖÚÓ5Ø×Ê�Ç×ßÖpÌ
ÒUÍÎÄ R3 ÍÂÄ?õÚÖÚÇZÍÎÖpÄ?Æ!÷?ï,ÈWÄ�Ò8ÆµÇZÖpÄ�ØZÓÎÖÚÆµÍÂÈWÄ T ùvÒUÌ=ÖpÄ�ÖpØZØ×Ê�Ô"ÒUÖpÓÎÈpÄ�ç
ÆµÞËÒ

x2
â�Ö*ì�ÍÎØ,5qÖpÄ�ÉxÌ'ÖpÄx÷�Ò�Ø×Ò'Ò
Ä�ÖpØ0ÆZÞ�ÒîÉ�Ò'Ø×ÍÎÄ�çWÊËÓøÖpÇ×Í=�=Ö*ÆµÍÂÈpÄ�Èpß<Æ�ù�ÈJò�Ò'ÇZò�Ò
Ä�É�ÍÂÌ'Ê�ÓÎÖpÇ�òËÓøÖpÄ�Ò
Ø

P1
ÖpÄËÉ

P2
Ì'ÈWÄ�Æ§ÖpÍÂÄ�ÍÎÄËçxÆZÞ�Ò

x2
âÅÖ*ì�ÍÎØ'Á0T.Ò�ÖpØ×ØZÊ�ÔJÒ

P1, P2
ÖÚÇZÒ"Ø×ï�ÔJÔ"ÒíÆµÇZÍÂÌ!ù�ÍÂÆZÞAÇZÒ'Ø×ò�Ò'ÌíÆmÆZÈUÆµÞ�Ò"ò�ÓøÖÚÄ�Ò'Ø

{x1 = 0} ÖÚÄ�É {x3 = 0} Á��·ïUÌXÞ�ÖpÄ�çWÍÂÄ�ç"ÆµÞ�Ò�ÖpÄËçWÓÎÒ�÷�Ò
ÆÅùvÒ'Ò
Ä P1, P2
ù�Ò�ÈW÷ËÆµÖpÍÎÄ>Ö>À
âþòqÖpÇZÖpÔJÒ
ÆµÒ
Ç

ßÖpÔJÍÎÓ ï�Èpß9ò�ÇZÈWò�Ò
ÇZÓÕï8Ò'Ô�÷�Ò'É�ÉËÒ'É�Ø×ÍÎÄ�çWÓÕï�ò�Ò'Ç×ÍÎÈ�É�ÍÂÌ�ÔJÍÎÄËÍÂÔ"ÖpÓ¸Ø×Ê�Ç×ßÖÚÌ'Ò'Ø,5�ùvÒ«ù0ÍÎÓÎÓ¸ÇZÒ
ß(Ò
ÇfÆµÈ@ÖpØ���Ì§Þ�Ò'Ç×æ
ØZÊËÇ×ßÖpÌ
Ò'Ø'Á_ÃÅÄ�ÆµÞËÒUû?Ê�ÈpÆZÍÎÒ
Ä?Æ R3/T

÷?ï,ÍÕÆµØ!ØZÞ�ÈpÇ×ÆµÒ
Ø×Æ"ÆZÇµÖpÄ�Ø×ÓøÖÚÆZÍÎÈpÄ
T
5vÒ=ÖpÌ§Þ¡��Ì§Þ�Ò
ÇZæ,ØZÊ�ÇáßÖpÌ'ÒUÞ�ÖpØ

çWÒ
Ä�Ê�Ø��
Ò'ÇZÈxÖpÄ�É{ß(ÈWÊ�ÇjÒ'ÄËÉ�Ø«ÖÚØ×ï�Ô"ò�ÆµÈpÆZÍÎÌ[ÆµÈn�2ÖÚÆ�ÖÚÄ�Ä�Ê�ÓÂÍ�Ì'ÈWÄ�Æ§ÖpÍÂÄ�Ò'ÉRÍÂÄ
P1/T, P2/T

Á3��Ê�Ì§Þ Ò'ÄËÉ�Ø
ÖpÇ×ÒîÌ=ÖÚÓÎÓÎÒ
É_��ÌXÞ�Ò
ÇZæWâþÆÅï�ò�Ò«Ò'ÄËÉ�Ø'Á
ÃÅÄ©À=ü���ÏA5vàôÁ·àvÈWØ×ÆµÖ¢YéÏA5�Ûb[�É�ÍÎØ×Ì'È�õWÒ'Ç×Ò'ÉhÖRçpÒ'Ä?Ê�ØJÈWÄ�Ò8Ô"ÍÂÄ�ÍÂÔ"ÖÚÓvØZÊËÇ×ßÖpÌ
Ò8ù�ÍÂÆµÞ�ÆµÞ�Ç×Ò'ÒxÒ
Ôm÷�Ò
É�É�Ò
É
Ò'ÄËÉ�Ø6UxÈWÄ�Ò�ÆµÈWò�Ì'ÖÚÆZÒ'Ä�ÈWÍÂÉqÖpÓ5Ò'ÄËÉ75vÈWÄ�Ò8ÔJÍÎÉ�ÉËÓÎÒ�ò�ÓÎÖpÄqÖÚÇmÒ'ÄËÉ�ÖpÄ�É�ÈWÄ�Ò8÷�ÈpÆZÆZÈWÔ Ì=ÖÚÆZÒ'Ä�ÈpÍÎÉqÖpÓ5Ò
Ä�É¸Á
ó[Á�ã�Èpä%Ô"ÖpÄ�Ä@ÖpÄ�É%TºÁÜã�Á�åUÒ
Ò'æ?ØDYÕÀ=Ù^5�À�ëc5�À�èb[%ò�Ç×È�õWÒ
É�ÆZÞ�ÒôçWÓÂÈW÷qÖpÓqÒ
Ôm÷�Ò
É�É�Ò
É�Ä�Ò
ØZØ5ß(ÈWÇ�ÆµÞ�ÍÂØ5àvÈWØ×ÆµÖ
ÒíìËÖpÔJò�ÓÂÒ�5�ÖpÄ�É,çWÒ
Ä�Ò'ÇZÖpÓÎÍ��'Ò
É�ÍÂÆ[ß(ÈWÇ�Þ�ÍÂçWÞ�Ò
Ç�çWÒ'Ä?Ê�Ø'Á¤<qÈWÇ[Ò=ÖpÌ§Þ

k > 1
5�àvÈWØ×ÆµÖ*â�ãfÈpä%Ô@ÖÚÄ�Ä�âáåxÒ'Ò'æ?Ø

ØZÊËÇ×ßÖpÌ
Ò
Mk

\(ùvÒ�ù�ÍÂÓÎÓ�Öp÷�÷�Ç×Ò
õ�ÍøÖ*ÆµÒ�÷?ïmØµÖ=ï�ÍÂÄ�ç[à5ãôå ÒíìËÖÚÔ"ò�ÓÂÒ�]�ÍÎØ·ÖîòËÇZÈWò�Ò
ÇZÓÂï�Ò'Ô�÷�Ò
É�É�Ò'É"Ô"ÍÂÄ�ÍÂÔ"ÖÚÓ
ØZÊËÇ×ßÖpÌ
Ò�ÈpßGçWÒ'Ä?Ê�Ø

k
ÖÚÄ�É8ÆµÞ�Ç×Ò'ÒîÒ'Ä�ÉËØ6U�ÆÅùvÈJÌ=Ö*ÆµÒ'ÄËÈWÍÎÉ�ÖpÓ¸ÈWÄ�Ò
Ø�ÖpÄËÉUÈpÄ�ÒîÔJÍÎÉ�É�ÓÂÒjòËÓøÖpÄqÖÚÇ0Ò
Ä�É¸Á

<vÁ�å>ÖpÇáÆµÍÂÄ�ÖpÄ�É¢u�Á·ö�ÖpÔJÈWØE�5ÖÚÆµÍÂØ×ÆµÖ¢YÜÏ��b[fÞqÖ�õWÒUÇZÒ
Ì'Ò'Ä�ÆµÓÕï�Ì'ÈWÄ�ØáÆµÇ×Ê�Ì
ÆZÒ'ÉVÖ.òËÇZÈWò�Ò
ÇZÓÂï,Ò
Ôm÷�Ò
É�É�Ò
É
ØZÍÂÄ�çWÓÕï.ò%Ò
ÇZÍÂÈ�É�ÍÎÌ@Ô"ÍÂÄ�ÍÂÔ"ÖÚÓ·ÒíìËÖpÔJò�ÓÎÒ@ù�Þ�ÍÂÌ§Þ�Þ�ÖpØmçWÒ'Ä?Ê�Ø!ÈWÄËÒ8ÖpÄ�É,ØZÍ ì£��ÌXÞ�Ò
ÇZæWâþÆÅï�ò�ÒxÒ'ÄËÉ�Ø!ÍÎÄ�ÆµÞËÒ
û?Ê�ÈpÆZÍÎÒ'Ä�Æ R3/T

5�Ì=ÖÚÓÎÓÂÒ'É¡��Ì§Þ�Ò'Ç×æWâáàvÈWØáÆ§Ö�ØZÊËÇ×ßÖpÌ
Ò�5f÷qÖÚØZÒ'É_ÈWÄVàvÈWØáÆ§Ö�Ø×Ê�Ç×ßÖpÌ
ÒZ\(ß(ÇZÈpÔ Ä�È�ù ÈWÄ75
Tù�ÍÎÓÂÓqÉ�Ò'Ä�ÈÚÆµÒjÖ�ÆZÇµÖpÄËØZÓøÖ*ÆµÍÎÈpÄJÍÎÄJÆµÞËÒ

x2
âþÉ�ÍÎÇ×Ò'Ì
ÆZÍÎÈWÄx]íÁ�öfÈpÊ�çWÞ�ÓÕï!ØZò�Ò'Öpæ?ÍÎÄ�ç^5�ÆµÞ�Òíï"ÇZÒ
Ô"È�õWÒ�Ò=ÖÚÌXÞ�Ò
Ä�É�Èpß

àvÈWØáÆ§ÖfØ×Ê�Ç×ßÖpÌ
Ò�\�ÖpØáï�ÔJòËÆZÈpÆµÍÂÌ3ÆZÈ�Ö�Ì=ÖÚÆZÒ'Ä�ÈpÍÎÉ�ÈWÇ<Ö�ò�ÓÎÖpÄ�Ò�]FÖpÄ�É�ÇZÒ
ò�ÓøÖÚÌ'Ò�ÍÂÆ�÷�ïTÆÅùvÈ���Ì§Þ�Ò
ÇZæWâþÆÅï�ò�ÒvÒ
Ä�É�Ø'Á

ü�ë



ÃÅÄ{ÆµÞ�ÍÂØjòqÖpò�Ò
ÇjùvÒ!Èp÷ËÆ§ÖÚÍÎÄ�ØZÊ�ÇáßÖpÌ'Ò
ØîÍÎÄ�ÆZÞ�ÒmØµÖpÔJÒ�ØZò�ÍÂÇZÍÂÆjÖpØ�å>ÖpÇáÆµÍÂÄRÖpÄ�É öfÖpÔJÈWØ��5ÖÚÆZÍÎØ×ÆµÖ^  ØjÈWÄ�Ò�5
÷�ÊËÆT÷?ï�Ö�Ì'ÈpÔ"òËÓÎÒ
ÆZÒ'ÓÕïUÉ�ÍÕä�Ò
ÇZÒ
Ä?ÆTÔJÒ
ÆZÞ�È�É¸Á�T.Ò�Ì'ÈWÄ�ØáÆµÇZÊËÌ
Æîò�ÇZÈpò�Ò'ÇZÓÕï>Ò
Ôm÷�Ò
É�É�Ò
É Ø×ÍÎÄ�çWÓÕïUò�Ò
ÇZÍÎÈ�ÉËÍÎÌ
ÔJÍÎÄ�ÍÂÔJÖpÓ3Ø×Ê�Ç×ßÖpÌ
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É�Òíß(ÈWÇZÔJÒ'É"à5ãjådÒXì�ÖÚÔ"ò�ÓÂÒ

Mk
ù�ÍÕÆµÞ!ÆZÍÎÓÕÆµÒ
É!Ì'ÖÚÆµÒ
Ä�ÈWÍÂÉqÖpÓ�Ò
Ä�É�Ø65?ÆZÈîÆÅùvÈ�ÞqÖpÓÕõWÒ'Ø�Èpß�Ö���å>ö�ÒíìËÖpÔJò�ÓÂÒ

Mσ,α,0
ÈpÇ
Mσ,0,β

\ØZÒ
Ò¥<�ÍÂçWÊ�ÇZÒ0ÛËÁÕÀS]9ÖpÄ�É"ÖTò�Ò'Ç×ÍÎÈ�É�ÍÂÌ0Þ�ÈpÇZÍ=�
ÈWÄ�Æ§ÖpÓA�2ÖÚÆ·ÖpÄ�Ä?Ê�ÓÎÍËù0ÍÂÆµÞJÖîÉËÍÎØZæ[ÇZÒ
Ô"È�õWÒ'É¸Á
v ¬��?¨2¼*��¯ ?w�xwÂ¿7w�¦ �R~ T �c�R� z ~�� | ~ {9| �^� }d| ~�� z �·�l�¤~l�x� x2 § ��� { � � ~�� z �j� yHzb{ � |c� � k > 1 ¨)~l�x� { ��o���=�R~.~�� z © § � |�{9|�� �R~�� {��,|�� � } �¬�k� K1,K2

z�� � {`z �x� {�} �I� �Eª �9���c�9�n�R�l� ��} ���x� { � z ��� ��� �l�x� �E|�} �R� { §�,|c� �k���l� R3 �N� z ���L«6� z ~��¬�R�x~.�l� R3/T � | � � �R�x��� k ¨)�l�����x�l~�� } � �E| �x�G� zb{ �d� z �x~ |�} ® � �x� {`¯ § ~��k�x��R�j�b� | �j��~�� z�} � � �l~i�R�j�b�6�3µ7�x���R� {l�,|c� �k�)�l� K1 � |�� � |�� � { ~�� �9|�} � }d| �V� z�� �R� �3� �R~ { � zb{ ~�� z9�cz � |�}~ z ~��x� x1 § | ���=�k¨ | �j�3~l�x�¥�R� {l�,|c� �k���l� K2 � |�� � |3� � { ~�� �9|�} � }d| �V� z�� �R� �3� �R~ { � zb{ ~�� z9�cz � |�} ~ z ~l�x�
x2 § | ���=�6��3Á�å>Ö��'ÒíÆ�5�å.Á�Ý<ÇZÖpÍ=�
Ò
ÆvÖpÄ�É�å Á�öfÈ�ÉËÇZÍÎçpÊ�Ò6��YéÏ��b[�ÞqÖ�õWÒ�ÇZÒ
Ì'Ò
Ä?ÆµÓÕïJÌ'ÈpÄ�Ø×ÆZÇZÊ�ÌíÆµÒ'É�ØµÖpÉËÉ�ÓÎÒ�ÆµÈ�ùvÒ'Ç×Ø�ù�ÍÕÆµÞ
ÍÎÄ�úqÄ�ÍÂÆZÒ'ÓÕï�Ô"ÖpÄ?ïmÒ
Ä�É�Ø6U�ÆµÞËÒ
ï"ÖÚÇZÒfÄ�ÈpÄ�âÅò�Ò
ÇZÍÂÈ�É�ÍÎÌ0ò�Ç×ÈWò�Ò'Ç×ÓÂïmÒ'Ô�÷�Ò'ÉËÉ�Ò'É@ÔJÍÎÄ�ÍÂÔJÖpÓËØZÊ�ÇáßÖpÌ'Ò
ØvÍÂÄ R3/Tù�ÍÂÆZÞ.ÍÎÄËúqÄËÍÂÆµÒ
ÓÂï�Ô@ÖÚÄ?ïRÒ
Ä�É�Ø�ÖpÄËÉAÈWÄ�Ò"ÓÂÍÎÔJÍ ÆîÒ'Ä�É�ÁxÃÅÄ.ÆZÞ�Ò"ò�ÇZÒ
ØZÒ
Ä?Æ�òqÖpò�Ò
Ç65GùvÒ"Ì'ÈpÄ�Ø×ÆµÇ×Ê�Ì
Æ0\Ä�ÈWÄ�â
ò�Ò'Ç×ÍÎÈ�É�ÍÂÌ�]�òËÇZÈWò�Ò
ÇZÓÂïJÒ'Ô�÷�Ò
É�É�Ò'É�Ô"ÍÂÄ�ÍÂÔ"ÖÚÓ2Ø×Ê�Ç×ßÖpÌ
Ò'Ø5ÍÎÄ R3/T

ù�ÍÕÆµÞ�ÖpÇ×÷�ÍÂÆZÇµÖpÇáï!ú�Ä�ÍÂÆZÒôçWÒ
Ä�Ê�Ø
k > 0

5
ÍÎÄ�úqÄ�ÍÂÆZÒ'ÓÕï{Ô"ÖpÄ�ïRÒ'Ä�ÉËØ�ÖpÄ�ÉAÈpÄ�Ò"ÓÎÍÂÔJÍÕÆîÒ
Ä�É¸Á0TVÍÕÆµÞ ÆµÞËÍÎØ«ÖpÍÂÔ_5FùvÒ"çWÓÂÊ�ÒJÞqÖpÓÕß0Öe��Ì§Þ�Ò'Ç×æ ÒíìËÖpÔJò�ÓÂÒ
ù�ÍÂÆZÞUÞqÖÚÓÂß9Ö%��å>ö ÒíìËÖpÔJò�ÓÂÒ�52ÍÂÄ8ÆµÞ�Ò�Ì=ÖpØ×Ò

k = 0 ¶ ÖpÄ�É75qù�Þ�Ò
Ä k > 1
5qùvÒ«çWÓÂÊ�Ò�ÖJÌ'ÈpÔ"òqÖÚÌ
Æfò�ÍÎÒ
Ì'Ò

ÈpßGÆµÞ�Ò[à5ãjå ÒXì�ÖÚÔ"ò�ÓÂÒ
Mk

ÆµÈJÞqÖpÓÕß9ÖG��Ì§Þ�Ò
ÇZæ8ØZÊ�ÇáßÖpÌ'ÒG\�ÖÚÆ�ÆµÞ�Ò�÷�ÈpÆ×ÆµÈWÔðÌ'ÖÚÆµÒ
Ä�ÈWÍÎÉ�ÖpÓFÒ'Ä�É>ÈÚß
Mk

]R5

ü��



<�ÍÂçWÊ�ÇZÒTÛËÁÜÏAU3ñºØZæÚÒ
ÆµÌ§Þ>Èpß�Ö!Ø×Ê�Ç×ßÖpÌ
Ò�ÍÂÄ�ÆµÞ�ÒTßÖpÔJÍÂÓÕï"Èpß�Ý0ÞËÒ'ÈWÇ×Ò'ÔdÛËÁÕÀWÁéÛ

Ö�ò�Ò'Ç×ÍÎÈ�É�ÍÂÌjÞËÈWÇZÍ��'ÈWÄ�Æ§ÖpÓj�qÖÚÆ�ÖpÄ�Ä?Ê�ÓÎÍ�ù�ÍÂÆµÞ8Ö�É�ÍÂØZæ"ÇZÒ
Ô"È�õWÒ'Ép\ÖÚÆ5ÆZÞ�ÒTÔJÍÎÉ�É�ÓÂÒ�ò�ÓøÖÚÄqÖpÇvÒ'ÄËÉX]5ÖpÄ�É8Þ�ÖpÓÂß
ÖE��å>öLÒXì�ÖÚÔ"ò�ÓÂÒE\�ÖÚÆ0ÆZÞ�ÒTÆµÈWò8Ì=ÖÚÆZÒ'Ä�ÈWÍÂÉqÖpÓ¸Ò
Ä�ÉX]�52Ø×Ò'Ò�<�ÍÂçWÊ�Ç×ÒîÛËÁÜÏ�Á
v ¬��?¨2¼*��¯ ?w�xw�7w�¦ �R~ T �c�R� z ~�� | ~ {9| �^� }d| ~�� z �·�l�¤~l�x� x2 § ��� { � � ~�� z �j� yHzb{ � |c� � k > 1 ¨)~l�x� { ��o���=�R~ | © § � |�{o|�� �R~�� {.�,|�� � } � z�� � {kz �x� {�} �³� �Eª �9���c�9�_���l� ��} �%�x� { � z ��� �%� �l�x� �E|�} �R� {l�,|c� �k�G�l� R3

�N� z ����«6� z ~��¬�R�x~N�l� R3/T � | � � �R�x��� k > 0 ¨#�l�����x�l~�� } � �E| �x��� zb{ �d� z �x~ |�} ® � �x� {k¯ § ~��k�x���R�j�b� | �j�z �V� } � � �l~m�R�j���
Ý0Þ�Ò0ßÖpÔ"ÍÂÓÕï«ÈpßV��å>ö�ÒíìËÖpÔJò�ÓÎÒ
Ø�ÍÂØ�ÖTÆZÞ�ÇZÒ
Òfò�ÖpÇµÖpÔJÒíÆµÒ'Ç×Ø3ßÖpÔJÍÂÓÕï�ù�Þ�ÍÎÌ§ÞJÌ
ÈWÄ?ÆµÖpÍÎÄ�Ø9ÆÅùvÈ�Ø×Ê�÷ËßÖpÔJÍÎÓÂÍÂÒ
Ø
ù�Þ�ÈWØ×ÒJØ×Ê�Ç×ßÖÚÌ'Ò'ØîÞqÖ�õWÒ!Ö�õWÒ'Ç×ÆZÍÎÌ'ÖpÓ9ò�ÓÎÖpÄ�Ò�Èpß�Ø×ï�ÔJÔ"ÒíÆµÇáïWÁ�ÃÅÄRÆZÞ�Ò!Ì
ÈWÄ�ØáÆµÇZÊËÌ
ÆµÍÂÈWÄRÈpß�ÈWÊËÇTÒíìËÖpÔJò�ÓÎÒ
Ø65
ùvÒ�Ä�Ò'Ò
É>ÆZÈ"Þ�Ö�õWÒ[Ö*Æ�ÓÂÒ=ÖpØáÆ�ÈpÄ�ÒîõWÒ'ÇáÆµÍÎÌ'ÖpÓFò�ÓøÖpÄËÒ�ÈÚß9Ø×ï�ÔJÔ"ÒíÆµÇáï8ÍÂÄUÈpÇZÉ�Ò
Ç�ÆµÈJÌ'ÈWÄ�ÆµÇZÈpÓFÆZÞ�Ò�æpÒ'ÇZÄËÒ'Ó<Èpß
ÆµÞËÒG�WÖpÌ
ÈW÷�Í3ÈWò�Ò
ÇµÖÚÆZÈWÇîÈWÄ Ò'ÖpÌ§Þ.çWÓÎÊËÒ'É ò�ÍÂÒ'Ì
ÒpÁ%<qÈWÇjÆµÞËÍÎØîÇ×Ò=ÖpØ×ÈWÄ75�ùvÒ"ÖÚÇZÒ!Ä�ÈÚÆ«Öp÷�ÓÂÒmÆZÈxò�ÇZÈ�ÉËÊ�Ì'Ò"Ö
Û*âþòqÖpÇµÖÚÔ"ÒíÆµÒ
Ç5ßÖÚÔ"ÍÂÓÕï"Èpß#��å>öLÒíìËÖÚÔ"ò�ÓÂÒ'Ø5ù�ÍÂÆµÞ8Þ�ÍÂçWÞ�Ò'Ç0çpÒ'Ä�ÊËØfÍÎÄ�ÆZÞ�Ò'ÈpÇZÒ'ÔêÛËÁÕÀWÁÜÏ�Á
Ý0Þ�Ò0òqÖpò�Ò'Ç9ÍÎØ9ÈWÇ×ç�ÖpÄ�Í��'Ò
É!ÖpØ9ß(ÈWÓÂÓÎÈ�ù�Ø,U<ÍÎÄ�ØZÒ'ÌíÆµÍÂÈWÄJÛËÁÜÏA5pùvÒ�Öpò�ò�ÓÕï�ÖpÄmÍÎÔJò�ÓÂÍÂÌ
ÍÕÆGß(Ê�Ä�ÌíÆµÍÎÈpÄ�ÆµÞ�Ò
ÈWÇZÒ
Ô¡ÆµÈ
ØZÈpÓÂõWÒ«ÆZÞ�Ò�óôÍÂÇZÍÎÌ§Þ�ÓÂÒ
Æ�òËÇZÈW÷�ÓÂÒ'Ôêß(ÈpÇfÆµÞ�Ò[ÔJÍÎÄËÍÎÔJÖpÓFçpÇµÖpò�Þ>Ò'û?ÊqÖ*ÆµÍÎÈpÄ�ÈWÄ�Ö@ÞËÈWÇZÍ��'ÈWÄ�Æ§ÖpÓ?�2Ö*Æjò�Ò
ÇZÍÎÈ�ÉËÍÎÌ
ÖpÄ�Ä?Ê�ÓÂÍFù�ÍÂÆZÞ�ÖJÉ�ÍÂØZæ

B
ÇZÒ
Ô"È�õWÒ'ÉV5%ò�Ç×Ò'Ø×Ì'ÇZÍÂ÷�Ò'É>ÆZÞ�Ò«÷�ÈWÊ�ÄËÉqÖpÇ×ï8ÉqÖÚÆ§ÖJÈWÄ

∂B
ÖpÄ�ÉUÆZÞ�Ò[ÖpØ×ï�ÔJòËÆµÈÚÆµÍÎÌ

É�ÍÂÇZÒ'ÌíÆµÍÂÈWÄ�Èpß�ÆµÞ�ÒL��Ì§Þ�Ò'Ç×æ�â½Æ�ï�ò�Ò!Ò'Ä�ÉËØ'Á�T.ÒmÌ
ÈWÄ�Ø×ÆZÇZÊ�ÌíÆîÆZÞ�Ò��2Ö*ÆîÖpÄ�Ä�ÊËÓÎÍ<ù�ÍÂÆµÞRÖ�ÉËÍÎØZæUÇ×Ò'ÔJÈ�õWÒ
É{ùvÒ
ù�ÍÎÓÂÓ�çWÓÂÊ�Ò0ÆµÈîÆµÞ�Òôà5ãjå ÒXìËÖpÔJò�ÓÎÒfÖÚÆ·ÍÂÆZØ�Ô"ÍÂÉ�É�ÓÂÒ0ò�ÓÎÖpÄqÖpÇ3Ò'Ä�É�Á#u·ÖpÇáï�ÍÂÄ�çîÆµÞËÒôÖÚØ×ï�Ô"ò�ÆµÈpÆZÍÎÌ�É�ÍÂÇZÒ
Ì
ÆµÍÂÈWÄ
Èpß�ÆZÞ�ÒJÒ
Ä�É�Ø[ÖÚÄ�É ÆZÞ�ÒL�qÊ�ì Èpß�ÆZÞ�ÒJØZÊËÇ×ßÖpÌ
Ò�5<ù�ÒJÈW÷ËÆ§ÖÚÍÎÄ{ÆµÞËÒJò�ÍÂÒ'Ì'Ò
Ø�Èpßm��Ì§Þ�Ò'Ç×æRÒXìËÖpÔ"òËÓÎÒmù�Ò!ù�ÍÎÓÂÓ
çWÓÂÊ�Ò�ÖÚÆ�ÆZÞ�ÒfÆµÈWò�ÖpÄËÉ�÷�ÈÚÆZÆµÈpÔ�Ì'ÖÚÆµÒ
Ä�ÈWÍÂÉqÖpÓ2Ò'Ä�ÉËØ5Èpß�ÆµÞ�Òjà5ãjå ÒXì�ÖÚÔ"ò�ÓÂÒ�\(ò�ÇZÈ�õ�ÍÎÄ�ç�ÆµÞËÒ'ÈWÇ×Ò'Ô ÛËÁÂÀpÁÂÀ�]
ÖpÄ�É8ÆZÈJÞ�ÖpÓÂßGÖE��å>öLÒíìËÖpÔJò�ÓÎÒE\$ÆµÞ�Ò
ÈWÇZÒ
ÔêÛËÁÂÀpÁÜÛ�]íÁ
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ÃÅÄ.ØZÒ'ÌíÆµÍÂÈWÄAÛËÁÜÛ�ùvÒ"÷�Ç×ÍÎÒR��ïRÉ�Ò
ØZÌ
ÇZÍÎ÷�Ò!ÆµÞ�Ò@à0å>ã ÒíìËÖpÔJò�ÓÂÒ'Ø
Mk

ÖpÄ�É.ÈW÷ËÆµÖpÍÎÄV5�ß(ÈWÇîÒ'ÖpÌ§ÞAçWÒ'Ä?Ê�Ø
k
5

ÖRÀíâÅòqÖpÇZÖpÔJÒ
ÆZÒ'ÇôßÖpÔJÍÎÓÕïUÈpß�ØZÊ�Ç×ßÖÚÌ'Ò
Ø
Mk(ξ)

÷�ïR÷�Ò
Ä�É�ÍÂÄ�ç8ÆµÞËÒJÌ'ÖÚÆµÒ
Ä�ÈWÍÂÉqÖpÓ9Ò
Ä�É�Ø�Èpß
Mk = Mk(0)æpÒ'Ò
ò�ÍÂÄ�ç�ÖJõWÒ
Ç×ÆµÍÂÌ=ÖÚÓ<ò�ÓøÖÚÄ�Ò«ÈÚß3Ø×ï�ÔJÔ"ÒíÆµÇ×ïpÁfÝ0Þ�ÍÂØ�ÍÎØfÊ�ØZÒ
É�ÆZÈ@ò�ÇZÒ
ØZÌ
ÇZÍÎ÷�Ò«ÆZÞ�Ò��qÊ�ì>ÈÚß9ÆµÞ�Ò«É�Òíß(ÈWÇZÔJÒ'É

à5ãjå ØZÊËÇ×ßÖpÌ
Ò�5qù�Þ�ÍÎÌ§ÞUÞqÖÚØ�ÆµÈJ÷�ÒîÆZÞ�Ò�ØZÖpÔJÒ�ÖpØ�ÆZÞ�Ò�Ì
ÈWÇZÇ×Ò'ØZò�ÈpÄ�É�ÍÎÄËçG��å>ö ÒíìËÖÚÔ"ò�ÓÂÒTùvÒîùvÖpÄ?Æ�ÆµÈ
çWÓÂÊ�ÒG\(ÆµÞËÒ'ÈWÇ×Ò'Ô ÛËÁÕÀWÁÜÏ�]íÁ0ÝGÈ@ØZÍÂÔ"òËÓÎÍÕßøï�ÆµÞËÒ[Ì
ÈWÄ�Ø×ÆZÇZÊ�ÌíÆµÍÂÈWÄ>Èpß3ÒXì�ÖÚÔ"ò�ÓÂÒ'Ø�ØZÖÚÆµÍÂØ×ß$ï�ÍÎÄËçJÆµÞ�Ò
ÈWÇZÒ
Ô"ØôÛËÁÕÀWÁÕÀ
ÖpÄ�É ÛËÁÕÀWÁéÛ^5¸ù�Ò!Ì'ÈWÄËØZÍÎÉËÒ'ÇîÖqÃ�ÄËÈ8÷�Ò
Ä?Æ4ÄJàvãjå ÒíìËÖpÔJò�ÓÎÒ

Mk
Á�ÃÅÄRØZÒ'ÌíÆµÍÂÈWÄ ÛËÁéÙ�ùvÒ!ò�Ò
Ç×ÆµÊ�Ç×÷

Mk(ξ)Ê�Ø×ÍÎÄ�ç>ÆZÞ�Ò�ÍÂÔ"òËÓÎÍÕÌ'ÍÕÆîß(Ê�Ä�ÌíÆµÍÎÈpÄAÆµÞ�Ò
ÈWÇZÒ
ÔxÁeT.Ò�çWÒíÆ!ÖÚÄ�ÍÂÄËúqÄ�ÍÕÆµÒ"ÉËÍÎÔJÒ'Ä�Ø×ÍÎÈWÄqÖÚÓ�ßÖÚÔ"ÍÂÓÕïRÈÚß�Ô"ÍÂÄ�ÍÂÔ"ÖÚÓ
ØZÊËÇ×ßÖpÌ
Ò'Ø�ÆµÞqÖ*ÆfÞqÖ=õWÒîÆZÞ�ÇZÒ
Ò�÷�ÈpÊ�Ä�ÉqÖpÇ×ÍÎÒ
Ø'Á
ÃÅÄJØZÒ'ÌíÆµÍÂÈWÄ"ÛËÁÐëc5�ùvÒ�Ø×ÆµÊËÉËïmÆµÞËÒ¥��å>ö�ÒíìËÖpÔJò�ÓÎÒ
Ø

Mσ,α,β
ÖpÄ�ÉJÉ�Ò
ØZÌ
ÇZÍÂ÷%ÒfÖîÌ'ÈWÄ�ß(ÈWÇZÔ"ÖpÓËòqÖpÇZÖpÔ"ÒíÆµÇ×Í=�=Ö�â

ÆµÍÂÈWÄ8ÈpßGÆZÞ�Ò'Ø×Ò«ÒíìËÖpÔJò�ÓÂÒ'Ø�ÈWÄUÖ!Ì
ï�ÓÂÍÎÄ�É�Ò
Ç'ÁiTAÒ�ÖpÓÎØ×ÈJÈp÷ËÆ§ÖpÍÂÄxÖpÄxÒíì�òqÖpÄËØZÍÎÈpÄUÈpß�ò�ÍÂÒ'Ì'Ò
ØfÈpßGÆµÞËÒ���å>ö
ÒíìËÖpÔJò�ÓÂÒ'Ø�ÖÚØTÆµÞ�Ò3�qÊ�ìRÈpß

Mσ,α,β
÷�Ò'Ì
ÈWÔJÒ'Ø�Þ�ÈpÇZÍ��'ÈWÄ�Æ§ÖpÓm\Í�ÁéÒÚÁ!ÄËÒ=ÖpÇTÆZÞ�Ò!Ì=ÖÚÆZÒ'Ä�ÈpÍÎÉqÖpÓ9ÓÂÍÎÔ!ÍÕÆk]íÁ3��Ò'ÌXâ

ÆµÍÂÈWÄ�ÛËÁéè@ÍÎØ�É�Ò
õWÈÚÆµÒ
É{ÆµÈ@ÆZÞ�Ò�ØáÆµÊ�ÉËï>Èpß3ÆZÞ�Ò�Ô"Öpò�òËÍÎÄ�ç"ò�ÇZÈpò�Ò'Ç×ÆZÍÎÒ
ØjÈpß9ÆµÞ�ÒL�WÖÚÌ'ÈW÷ËÍ�Èpò�Ò'ÇµÖ*ÆµÈWÇjÖÚ÷�ÈWÊËÆ
ØZÊËÌXÞ

Mσ,α,β
Ä�Ò=ÖÚÇôÆZÞ�Ò[Ì=ÖÚÆZÒ'Ä�ÈpÍÎÉqÖpÓ<ÓÂÍÎÔJÍ Æ=Áfñ�Ä�É�ù�ÒmÖpò�ò�ÓÕïxÍÎÄ>ØZÒ
Ì
ÆµÍÂÈWÄ{ÛËÁ��JÆZÞ�Ò�ÍÂÔ"òËÓÎÍÕÌ'ÍÕÆ�ß(Ê�Ä�ÌíÆµÍÂÈWÄ

ÆµÞËÒ'ÈWÇ×Ò'Ô ÆµÈ�ò�Ò
Ç×ÆµÊËÇZ÷RÞqÖÚÓÂß·Ö0��å>ö±ÒíìËÖpÔJò�ÓÎÒ
Mσ,α,0

5¸ÈW÷ËÆ§ÖÚÍÎÄ�ÍÂÄ�ç�Ö"ßÖpÔ"ÍÂÓÕï8Èpß·ÔJÍÎÄ�ÍÂÔJÖpÓ�ØZÊ�ÇáßÖpÌ'Ò
Ø
ÖpØáï�ÔJòËÆZÈpÆµÍÂÌ�ÆZÈ Þ�ÖpÓÂß�Ö

Mσ,α,0
ÖpÄËÉ,ù�Þ�ÈWØ×Òx÷�ÈWÊ�Ä�É�ÖpÇ×ï�ÍÂØ!Ö³�pÈWÇZÉqÖÚÄ�Ì
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ÇZÒ
Ø×ÆµÇ×ÍÎÌíÆµÒ'É�ÆZÈ C̄ − Bs
ÖÚÄ�É}÷�ï

[Ck,α(C̄ − Bs)]0
ÆµÞ�Ò8ØZÊ�÷�Ø×òqÖpÌ
Ò>Èpß�ÆZÞ�Ò8ß(Ê�ÄËÌ
ÆµÍÂÈWÄ�Ø

õÚÖÚÄ�ÍÎØ×Þ�ÍÎÄ�çmÈWÄ8ÆµÞ�Òî÷�ÈpÊ�Ä�ÉqÖpÇáïWÁ
T.Ò�ÉËÒ'Ä�ÈÚÆµÒ�÷�ï

H(θ, h)
ÆZÞ�ÒîÔ"Ò'ÖpÄ8Ì'Ê�ÇáõÚÖÚÆZÊ�ÇZÒ�ÈÚß

Xθ,h.
�FÒ'ÔJÔ@Ö�Ù�ÁÕÀîÈpß�Y À�ÏS[�Ø×Þ�È�ù�Ø�ÆµÞ�ÖÚÆ

H̄(θ, h) : R2 × C2,α(C̄−Bs) −→ C0,α(C̄−Bs).Ý0Þ�Ò��WÖÚÌ'ÈW÷�Í¸ÈWò�Ò'ÇZÖÚÆµÈpÇfÖÚ÷�ÈWÊËÆ
Aθ

ÍÎØ Lθ. TAÒîØZÒíÆ L̄θ = λLθ
Á

`���¯A��¼�»·7wÂ¿?wÂ¿7w µ7�x� z �X� {o| ~ zb{ � H | �j� Lθ |�{ ��~l�x� � � | � � � {��b| ~�� { � z �x� {9| ~ zb{�| �X�3~l�x�V1 |c�kz�ª �z �x� {o| ~ zb{ �i�l~l� { �k���x� � ~P~ z ~��x� � �R~ { � � |dz|2 z�� C̄. Ì������x�l� � ~��x� z �x� {o| ~ zb{ � H̄ = λH
| �j� L̄θ =

λLθ
� � | �^��~ z��kz �^�R���c� {m| ��� ��� { �R�x~ � �R~ { � ��z � C̄. � � ~�� |�}l} � H̄ | �j� L̄θ |�{ �m~l�x� � � | � � � {��b| ~�� { �z �x� {o| ~ zb{�| �j�$1 |c�kz�ª � z �x� {9| ~ zb{ �i�l~�� { �k���x� � ~P~ z ~��x� � �R~ { � � |dz|2/λ. yV{`zb� ~��x���c�����x�l~�� z � z�� λ| ~C~��x�m�j�c� � ~�� { �k�k¨C�l~ ��zb}l}=z �N��~l� | ~P~l�x� ��zb} � � � z�� C̄ �i�l~�� { �k���x� � ~C~l�c�=� � �R~ { � � �=�����x�l~��6�

L̄θ
ÍÂØôÖ@ØZÒ
Ì'ÈWÄ�É{ÈWÇZÉËÒ'ÇôÓÎÍÂÄ�Ò=ÖÚÇfÒ'ÓÎÓÂÍÂòËÆµÍÕÌ�ÈWò�Ò'ÇZÖÚÆµÈpÇôØZÖÚÆµÍÂØ×ß$ï�ÍÎÄ�ç |L̄θu −∆u| 6 c(|θ1| + |θ2|)|u|

ÖÚÄ�É
ÆµÞËÒ�Ì
È�Ò,�JÌ'ÍÂÒ'Ä�ÆµØfÈpß

Fθu = (∆− L̄θ)u
ÞqÖ�õWÒîÌ'ÈWÔJòqÖÚÌ
Æ�ØZÊ�ò�ò�ÈpÇ×Æ=Á

W�È�ù ùvÒJú�ì
s
ØZÊ�Ì§Þ.ÆµÞqÖ*Æ

Ds = Xθ,h(Bs)
ÍÎØTÆµÞËÒJçWÒ'È�É�Ò
ØZÍÂÌJÉ�ÍÎØ×æ{ÈpßvÇµÖÚÉ�ÍÎÊ�Ø

1/2
√
ε
ÖÚÄ�É ùvÒJÓÎÒíÆ

|T | ÷�Ò'Ì'ÈpÔ"ÍÂÄ�ç«ÓøÖÚÇZçWÒÚÁ�Ý0Þ�Ò'Ä s É�Ò
ò�Ò'Ä�ÉËØ0ÈpÄ@õ*ÖpÓÎÊ�Ò
Ø�Èpß ε ÖpÄ�É |T | ÁNTAÒ�ÌXÞËÈ�ÈWØZÒ |T | ∈ [4/
√
ε,+∞)ØZÊËÌXÞxÆµÞ�ÖÚÆ

s ∈ (0, s0)
ß(ÈWÇ�Ömõ*ÖpÓÎÊËÒ

s0
úËì�Ò'É¸Á

À�
ËÀ



� ¼*¨2°3¨�®=¤(¥�¤(¨��t7wÎ¿7w�7w µ7�x� { �%�o���=�R~�� ε0 > 0
| �j� η0 > 0 �R� � �q~�� | ~ ��zb{ � � � { � ε ∈ (0, ε0)

| �j�
|T | ∈ (η0,+∞) ¨C~l�x� z �x� {9| ~ zb{

Gε,|T | : C0,α(C̄−Bs) −→ C2,α(C̄−Bs)

�=� |G} � � ~C�l� � � { ��� ��zb{ ∆ | �j� ��zb{�|�}l} f ∈ C0,α(C̄−Bs), w := Gε,|T |(f) � | ~��=�����k�
{

∆w = f on C̄−Bs

w ∈ Span{1} on ∂Bs| �j� ||w||C2,α 6 c||f ||C0,α

��zb{ � zb� � �kz �^�R~ | �x~ c > 0 �N�c� � �_� z �k��� z ~��c���x�R�j� z � ε, |T | �
� ¼*¨¸¨2ª`w �FÒ
Æ

u
÷�Ò�Ö�ØZÈpÓÎÊËÆZÍÎÈWÄLÈÚß

∆u = f
ÈWÄ C̄ − Bs

ù�ÍÂÆZÞ
u = 0

ÈWÄ
∂Bs

Á TAÒ�Ø×Ò
Æ
w = u − 1

vol(C̄−Bs)
∫

C̄−Bs u
ÁsT.ÒUù5ÖpÄ�Æ@ÆµÈAÈW÷�Ø×Ò'Ç×õpÒ�ÆZÞqÖÚÆ"ÆµÞ�Ò>ÔJÒíÆµÇZÍÂÌxÍÎÄ�Ê�Ø×Ò�ÈWÄ C̄ ÍÎØ"çWÍÕõWÒ'Ä

÷?ï |dz|2/λ. TVÍÕÆµÞ�Ç×Ò'ØZò�Ò
Ì
Æ!ÆµÈ�ÆµÞËÍÎØ�ÔJÒ
ÆµÇ×ÍÎÌ vol(C̄ − Bs) < +∞ ÖpÄ�É ∫
C̄−Bs u < ∞.

��È{ÆZÞ�Ò
ß(Ê�Ä�ÌíÆµÍÂÈWÄ

w
ÍÎØ5ùvÒ
ÓÎÓ¸É�Ò
ú�Ä�Ò'É>ÖpÄ�É ∫

C̄−Bs w = 0
ù�ÍÂÆZÞ

w ∈ Span{1} ÈWÄ ∂Bs
Á

Ãþß�ÆZÞ�Ò�ò�ÇZÈpò�ÈWØZÍÕÆµÍÎÈpÄ8ÍÎØ0ßÖÚÓÎØ×Ò�5�ÆµÞËÒ'ÇZÒ�ÍÎØ�ÖJØ×Ò'û?Ê�Ò'ÄËÌ'Ò�ÈÚß�ß(Ê�ÄËÌ
ÆµÍÂÈWÄ�Ø
fn
52ÈÚß9Ø×ÈWÓÎÊËÆZÍÎÈWÄËØ

wn
ÖpÄ�ÉUÈpß�ÇZÒ'ÖpÓ

Ä�ÊËÔ�÷%Ò
ÇZØ
sn
Ø×Ê�Ì§ÞxÆµÞqÖÚÆ

sup
C̄−Bsn

|fn| = 1, An := sup
C̄−Bsn

|wn| → +∞ ÖpØ
n→ +∞,

ù�Þ�Ò
ÇZÒ
sn ∈ [0, s0].

W�È�ù�ùvÒ@ØZÒ
Æ
w̃n := wn/An

ÁI>3ÓÎÓÂÍÎò�ÆµÍÂÌJÒ
Ø×ÆZÍÎÔ"ÖÚÆµÒ
Ø[ÍÂÔ"òËÓÂï�ÆµÞqÖ*Æ
sn

ÖÚÄ�É
w̃nÌ'ÈpÄ?õWÒ
ÇZçWÒ�Ê�ò>ÆZÈ�Ö"ØZÊ�÷ËØZÒ'û?Ê�Ò'Ä�Ì'Ò�5FÇ×Ò'Ø×ò�Ò'Ì
ÆZÍÂõWÒ
ÓÂï�5�ÆZÈ

s∞ ∈ [0, s0]
ÖpÄ�ÉUÆµÈ

w̃∞
ÈWÄ C̄ − Bs∞ .

Ý0Þ�ÍÂØ
ß(Ê�Ä�ÌíÆµÍÂÈWÄ8ØµÖÚÆZÍÎØ×ú�Ò'Ø

∆w̃∞ = 0.Ý0Þ�Ò
Ä
w̃∞ = const

ÈWÄ C̄−Bs∞

ÖpÄËÉ ∫
C̄−Bs∞

w̃∞ = 0
5�ÖTÌ'ÈpÄ?ÆµÇZÖpÉ�ÍÂÌ
ÆµÍÂÈWÄ�ù�ÍÕÆµÞ

sup w̃∞ = 1
Á

W�È�ùºùvÒ[úËì |T | > 4/
√
ε
5
θ ∈ (0, ε)2

5
sε =

1
2
√
ε

ÖpÄ�É�ÓÎÒíÆ
ϕ ∈ C2,α(S1)

÷�Ò�Ò
õWÒ
Ä¢\ÈWÇ�È�É�ÉX]
L2 â

ÈWÇáÆµÞ�ÈWçpÈWÄqÖpÓ�ÆµÈ�ÆµÞ�Òjß(Ê�Ä�ÌíÆµÍÎÈpÄ
z → 1

5Ëù�ÍÕÆµÞ ‖ϕ‖C2,α(S1) 6 κε
Á��FÒ
Æ

wϕ = H̃sε,ϕ
\ØZÒ
Òîò�ÇZÈWò�ÈpØZÍÂÆZÍÎÈWÄ

ÛËÁéüËÁÜÏ�]<÷�ÒvÆZÞ�Ò5ÊËÄ�ÍÎû?Ê�Ò5÷�ÈpÊ�Ä�É�Ò
É!ÞqÖpÇ×Ô"ÈpÄ�ÍÎÌ·Òíì�ÆµÒ
Ä�ØZÍÂÈWÄmÈpß
ϕ.
T.ÒvùvÈpÊ�ÓÎÉ�ÓÎÍÂæpÒ·ÆµÈjØ×ÈWÓÂõWÒ�ÆµÞËÒ5Ô"ÍÂÄ�ÍÂÔ"ÖÚÓ

ØZÊËÇ×ßÖpÌ
Ò�Ò
û?ÊqÖÚÆµÍÂÈWÄ
H(θ, v + wϕ) = 0

ù�ÍÂÆZÞAúËì�Ò'É,÷�ÈpÊ�Ä�ÉqÖpÇáïAÉqÖ*Æ§Ö
ϕ
59ò�ÇZÒ
ØZÌ'Ç×ÍÎ÷�Ò
É�ÖpØ×ï�ÔJòËÆµÈÚÆµÍÂÌ

É�ÍÂÇZÒ'ÌíÆµÍÂÈWÄ
θ
ÖpÄ�É8ù�ÍÕÆµÞxò�Ò
ÇZÍÂÈ�É |T | Á3Ý0Þ�Ò'Äxù�Ò�ÞqÖ=õWÒîÆµÈ!ØZÈpÓÂõWÒTÆZÞ�ÒîÒ'û?ÊqÖÚÆZÍÎÈWÄVU

∆v = Fθ(v + wϕ) +Qθ(v + wϕ)

ù�ÍÂÆZÞ
Qθ

Ö[û?ÊqÖpÉËÇµÖÚÆZÍÎÌ�ÆZÒ'ÇZÔ Ø×Ê�Ì§Þ�ÆµÞqÖ*Æ |Qθ(v1)−Qθ(v2)| 6 c|v1− v2|2
Á3Ý5Þ�ÒjÇZÒ'Ø×ÈWÓÎÊ�ÆµÍÎÈpÄ@ÈpßFÆµÞËÒ

ò�Ç×Ò
õ�ÍÎÈWÊËØfÒ
û?ÊqÖÚÆµÍÂÈWÄ8ÍÎØ0ÈW÷ËÆµÖpÍÎÄËÒ'É8÷?ï�Ø×Þ�È�ù�ÍÂÄ�ç!ÆZÞ�ÒîÒíì�ÍÎØáÆµÒ
Ä�Ì'Ò�Èpß9Ö�úËì�Ò'ÉUò�ÈWÍÂÄ?Æ
v = S(θ, ϕ, v)

ù�Þ�Ò
ÇZÒ
S(θ, ϕ, v) = Gε,|T |(Fθ(v + wϕ) +Qθ(v + wϕ)).

À�
�Ï



� ¼*¨2°3¨�®=¤(¥�¤(¨��r7wÂ¿7wd¸Hw µ7�x� { ���o���=��~�� cκ > 0
| �j� εκ > 0 �R� � �G~l� | ~ ��zb{�|�}l} |T | > 4/

√
ε ���.� |�� �

||S(θ, ϕ, 0)||C2,α 6 cκε
2

| �j� ��zb{�|�}l} ε ∈ (0, εκ) ¨
||S(θ, ϕ, v1)− S(θ, ϕ, v2)||C2,α 6

1

2
||v2 − v1||C2,α

||S(θ, ϕ1, v)− S(θ, ϕ2, v)||C2,α 6 cε||ϕ2 − ϕ1||C2,α��zb{q|�}l}
v, v1, v2 ∈ C2,α(C̄ − Bs)

| �j�¤� | ~��=� � ���l� � ||v||C2,α 6 2cκε
2 ¨ ��zb{q|�}l}�ªRz �A�j� |�{ �Z� | ~ |

ϕ, ϕ1, ϕ2 ⊥ 1 ¨#�N� z ���)� zb{�� �=� ªRz �A�j�c�9� ª � |%�kz �^�R~ | �x~ κ ~�� � �k� ε | �j� ��zb{�|�}l} θ = (θ1, θ2) �R� � �~l� | ~ |θ1|+ |θ2| 6 ε.

� ¼*¨¸¨2ª`w JfØZÍÂÄ�ç!ÆZÞ�Òîò�ÇZÈWò�ÈpØZÍÂÆZÍÎÈWÄ�ÛËÁÐÏ�ÁÜÛ^5ËÆZÞ�ÒîÍÎÄ�Ò
û�Ê�ÖpÓÎÍÕÆ�ï |L̄θu−∆u| 6 c(|θ1|+ |θ2|)|u|
ÖpÄËÉxÆZÞ�Ò

û?ÊqÖpÉ�ÇZÖÚÆµÍÂÌ"÷�Ò
ÞqÖ�õ�ÍÂÈWÇ«Èpß
Qθ

ùvÒ@ÉËÒ'ÇZÍÕõWÒ"ÆZÞ�Ò"Ò'Ø×ÆZÍÎÔ"ÖÚÆµÒ!Èpß5ÆµÞËÒ@ò�Ç×ÈWò�ÈWØ×ÍÂÆµÍÂÈWÄ¸Á�Ý0Þ�Ò@É�ÒíÆ§ÖpÍÂÓÎØîÈpß5ÆµÞËÒ
ò�Ç×È�Èpß9ÖÚÇZÒîÓÂÒ
ß$Æ5ÆµÈ!ÆZÞ�ÒîÇZÒ'ÖpÉ�Ò
Ç'Á
ÓjÄ{ÆZÞ�ÒmØZÒíÆ

B2sε − Bsε ,
ÆµÞ�Ò�ß(ÊËÄ�Ì
ÆZÍÎÈWÄ

U = v + H̃sε,ϕ
ÍÂØôÆµÞ�Ò�ØZÈWÓÂÊËÆµÍÂÈWÄ�Èpß�ÆZÞ�ÒmÒ
û�Ê�ÖÚÆµÍÂÈWÄ£\�ÛËÁÕÀS]íÁJ�Ø×ÍÎÄ�çmÆµÞËÒîõWÒ
Ç×ÆZÍÎÌ'ÖpÓ¸ÆZÇµÖpÄËØZÓøÖ*ÆµÍÎÈpÄ

c0e3
ùvÒîÌ=ÖpÄ8úËì�ÆµÞËÒTõÚÖpÓÂÊ�Ò�ÖÚÆ0ÆZÞ�Òî÷�ÈWÊ�Ä�ÉqÖÚÇ×ïjU
U = c0 + H̃sε,ϕ + v.

J�Ø×ÍÎÄ�ç%��Ì§Þ0�pÊËÉ�Ò'ÇfÒ
Ø×ÆµÍÂÔ@Ö*ÆµÒjß(ÈpÇ5ÆµÞ�ÒîÒ'û?ÊqÖ*ÆµÍÎÈpÄxÈWÄxÖmúËì�Ò
É>÷�ÈWÊËÄ�É�Ò'ÉUÉËÈWÔ@ÖÚÍÎÄ
||v(ϕ1)− v(ϕ2)||C2,α(C̄−Bs) 6 cκε||ϕ1 − ϕ2||C2,α(S1).

Ý0Þ�ÍÂØvÌ'ÖpÄ�÷�ÒôÉ�ÈWÄ�Ò�Ê�Ä�ÍÂß(ÈpÇZÔJÓÕïmÍÎÄ
(θ1, θ2)

ÁNT.ÒôÈW÷�Ø×Ò'Ç×õWÒôÆZÞqÖÚÆ�ÆµÞËÒ�ß(Ê�Ä�ÌíÆµÍÎÈpÄ
U
çWÇ×È�ù�ØvÓÂÈWç�ÖÚÇZÍÕÆµÞËÔJÍ â

Ì=ÖÚÓÎÓÕï>Ì'ÓÂÈWØZÒ
∂Bsε .

Ý0Þ�ÒJÞ�ï�ò�ÈÚÆµÞ�Ò
ØZÍÎØîÈpßvÈpÇ×ÆµÞ�ÈpçWÈWÄqÖÚÓÎÍÕÆÅïUÈpß
ϕ
ÆµÈ�ÆµÞ�Ò!Ì
ÈWÄ�ØáÆ§ÖpÄ�Æ�ß(ÊËÄ�Ì
ÆZÍÎÈWÄ75FÍÎÔJò�ÓÂÍÕÒ'Ø

ÆµÞ�ÖÚÆ<ÆZÞ�Ò�ß(Ê�Ä�Ì
ÆZÍÎÈWÄ
wϕ

Ò'ÄSa×È�ï�Ø<ÆµÞ�Ò·ØZÖpÔ"Ò�ò�ÇZÈpò�Ò'Ç×ÆÅï�ÖpÄ�É«ÍÂØ<÷�ÈWÊËÄ�É�Ò'É�Á9ÃþÆGÍÂØ�Ä�ÈpÆ<ÆZÞ�Ò·Ì=ÖpØ×Ò�Èpß
v
ù�ÞËÍÎÌ§Þ

Ì=ÖÚÄ"÷�ÒfØZÒ
Ò'Ä�ÖpØ3ÆµÞ�ÒfØ×Ê�Ô Èpß¸Öî÷�ÈWÊ�Ä�ÉËÒ'É"ß(Ê�ÄËÌ
ÆµÍÂÈWÄ"ÖpÄËÉ@ÖTß(Ê�Ä�ÌíÆµÍÎÈpÄJÈpß%ÆµÞ�Ò0ß(ÈWÇZÔ
c ln(r/sε),

ù�Þ�Ò'Ç×Ò
c = c(|T |, θ1, θ2),

ÉËÒ
úqÄ�Ò
É.ÍÂÄRÖ�Ä�Ò
ÍÎçpÞ�÷�ÈWÊ�Ç×Þ�È�È�ÉRÈÚß
∂Bsε .

T.Ò!ÖpÇZÒmÖp÷�ÓÎÒ[ÆZÈ8ÉËÒ
ÆµÒ
ÇZÔJÍÎÄ�Ò
c
Ê�ØZÍÂÄ�ç�qÊ�ì8ß(ÈpÇZÔ�Ê�ÓøÖ�ÁC�FÒ
Æ

γ1, γ2
÷�ÒîÆ�ù�È"Ì'ÓÂÈWØZÒ
ÉUÌ'Ê�ÇáõWÒ'Ø�ÍÎÄ

Σ̄/T
Ì§Þ�ÈpØZÒ'Ä>ÍÂÄxØZÊ�Ì§Þ�Ö!ùvÖ�ï�ÆµÈJÌ
ÈWÇZÇ×Ò'ØZò�ÈpÄ�É

÷?ï[ÆµÞËÒ�Ì'ÈpÄËß(ÈWÇZÔ"ÖpÓ�Ô@ÖpòËò�ÍÎÄ�çôÆµÈjÆµÞ�Ò0÷�ÈWÊ�Ä�ÉqÖÚÇZÍÎÒ
Ø3Èpß�Æ�ù�È�Ì
ÍÎÇ×Ì'Ê�ÓÎÖpÇ9Ä�Ò
ÍÎçpÞ�÷�ÈWÊ�Ç×Þ�È�È�É�Ø
N1, N2

Èpß�ÆµÞËÒ
ò�Ê�ÄËÌ
ÆµÊËÇZÒ'Ø9Ì'ÈWÇ×ÇZÒ'Ø×ò�ÈWÄ�É�ÍÂÄ�çôÆµÈ�ÆµÞ�ÒvÒ'Ä�ÉËØ9ù�ÍÕÆµÞ[ÓÎÍÂÄ�Ò=ÖpÇ<çpÇZÈ�ù0ÆµÞ¸ÁN��ÒíÆ S = C̄−(Bsε∪N1∪N2).

WfÈ�ù
ùvÒ"ÈW÷�ØZÒ
Ç×õWÒ"ÆµÞqÖÚÆ65�÷�Ò
ÍÎÄ�ç

X
ÆµÞËÒ@ò�ÖpÇµÖpÔJÒ
ÆZÇZÍ��=ÖÚÆZÍÂÈWÄ ÈÚß�ÖUÔJÍÎÄËÍÎÔJÖpÓ9ØZÊËÇ×ßÖpÌ
Ò�5�ÆZÞ�Ò'Ä.ÆµÞ�ÒJß(ÈWÓÎÓÂÈ�ù�ÍÂÄ�ç

Ò'û?ÊqÖÚÓÎÍÕÆ�ï@Þ�ÈWÓÎÉËØ6U
∫

S
∆X = 0.

Ý0ÞqÖpÄËæ�Ø�ÆµÈmÆµÞËÒ�ÉËÍÂõWÒ'Ç×çWÒ'ÄËÌ'ÒîÆZÞ�Ò'ÈWÇ×Ò'Ô�5�ÍÂß
Γ = ∂S, ÆµÞ�Ò
Ä

∫

S
∆X =

∫

Γ

∂X

∂η
ds =

∫

γ1

∂X

∂η
ds+

∫

γ2

∂X

∂η
ds+

∫

∂Bsε

∂X

∂η
ds = 0,

À�
WÛ



ù�Þ�Ò
ÇZÒ
η
É�Ò
Ä�ÈpÆµÒ
Ø�ÆµÞ�ÒîÌ'ÈpÄ�ÈWÇ×Ô@ÖpÓ¸ÖpÓÂÈWÄ�ç

Γ.
Ý0ÞËÍÎØ�Ò
û�Ê�ÖpÓÎÍÕÆ�ï@ÍÎÔJò�ÓÂÍÂÒ
Ø

∫

∂Bsε

∂U

∂η
ds = − sin θ1|T | − sin θ2|T |.

��ï�ÍÂÄ?ÆZÒ'çWÇZÖÚÆµÍÂÈWÄ�ù�Ò�Ì'ÖpÄxÌ'ÈWÄ�Ì
ÓÎÊËÉ�ÒîÆZÞqÖÚÆ�ÈWÄ
B2sε −Bsε ,

ÍÕÆ�Þ�ÈpÓÎÉ�Ø5ÆµÞ�ÖÚÆ

U = −|T |
2π

(sin θ1 + sin θ2) ln(r/sε) + c0 + wϕ + v⊥.

ù�ÍÂÆZÞ
v⊥ ⊥ 1

ÁCWfÈ�ù©ùvÒîÌXÞ�È�ÈpØZÒ |T | Ø×Ê�ÌXÞxÆZÞqÖÚÆ |T |
2π
(sin θ1 + sin θ2) = 1

Á
T.ÒvÈW÷�Ø×Ò'ÇáõWÒvÆµÞqÖÚÆ65pÍÕß

θ2 = θ1 = 0,
ù�ÒvÌ=ÖpÄ[Ø×Æ§Ö*ÆµÒ�ÆZÞqÖÚÆGÆZÞ�Ò'Ç×ÒvÒíì�ÍÎØáÆµØ9ÖpÄ[ÍÎÄ�úqÄ�ÍÂÆZÒ�ßÖpÔJÍÎÓ ïTÈpßqÔJÍÎÄ�ÍÂÔJÖpÓ

ØZÊËÇ×ßÖpÌ
Ò'Ø·ù�Þ�ÍÂÌXÞ@ÖÚÇZÒfÌ
ÓÎÈpØZÒ�ÆZÈîÆµÞ�ÒfØ×Ê�Ç×ßÖpÌ
Ò
Σ−Dsε

Á;TAÒfÉËÒ'Ä�ÈpÆZÒ�÷�ï
Sm(ϕ)

ÈWÄ�ÒfÈÚß¸Ø×Ê�Ì§Þ@ØZÊ�Ç×ßÖÚÌ'Ò
Ø'Á
ÃþÆfÌ'ÖpÄx÷�Ò�Ø×Ò'Ò
Ä�ÖpØ5ÆµÞ�ÒîçWÇZÖpò�ÞUÖÚ÷�ÈWÊËÆ

B2sε −Bsε

Èpß<ÆµÞ�ÒTß(Ê�Ä�ÌíÆµÍÂÈWÄ

Ūm(r, θ) = c0 + H̃sε,ϕ(r, θ) + V̄m

ù�Þ�Ò
ÇZÒ
Vm = OC2,α

b
(ε)

ÖÚÄ�ÉxÍÂÆ0ØµÖÚÆZÍÎØáúqÒ'Ø

||V̄m(ϕ1)− V̄m(ϕ2)||C2,α(B2sε−Bsε ) 6 cκε||ϕ1 − ϕ2||C2,α(S1),
\ÛËÁÐÏ�]

ß(ÈWÇ
ϕ2, ϕ1 ∈ C2,α(S1).

Ãþß
(θ2, θ1) 6= 0,

ùvÒîÌ=ÖpÄ8Ø×Æ§Ö*ÆµÒTÆZÞqÖÚÆ0ÆZÞ�Ò'Ç×ÒîÒíì�ÍÎØáÆµØfÖpÄ8ÍÂÄËúqÄ�ÍÕÆµÒôßÖpÔJÍÎÓ ï"ÈpßGÔJÍÎÄ�ÍÂÔJÖpÓ%Ø×Ê�Ç×ßÖÚÌ'Ò'Ø0ù�Þ�ÍÎÌ§Þ
ÖpÇ×ÒmÌ'ÓÂÈWØZÒ[ÆµÈ�ÆµÞ�Òmò�Ò
ÇZÍÎÈ�ÉËÍÎÌ3��Ì§Þ�Ò'Ç×æ>Æ�ï�ò�Ò!ÒXìËÖpÔJò�ÓÎÒÚÁ«ñ�ß$ÆµÒ
ÇîÖ@õWÒ'ÇáÆµÍÎÌ'ÖpÓGÆµÇµÖÚÄ�ØZÓÎÖÚÆµÍÂÈWÄ75�ÆµÞ�Òíï{Ì'ÖpÄR÷�Ò
ØZÒ
Ò'Ä>ÖpØ0ÆµÞËÒîçWÇµÖpòËÞUÖp÷�ÈWÊ�Æ

B2sε −Bsε

ÈÚßGÆµÞËÒTß(Ê�Ä�Ì
ÆZÍÎÈWÄ

Ūt(r, θ) = − ln(2r) + c0 + H̃sε,ϕ(r, θ) + V̄t

ù�Þ�Ò
ÇZÒ
V̄t = OC2,α

b
(ε)

ÖpÄ�ÉxÍÂÆ0ØµÖ*ÆµÍÎØáúqÒ'Ø

||V̄t(ϕ1)− V̄t(ϕ2)||C2,α(B2sε−Bsε ) 6 cκε||ϕ1 − ϕ2||C2,α(S1),
\ÛËÁÜÛ�]

ß(ÈWÇ
ϕ2, ϕ1 ∈ C2,α(S1).

`���¯A��¼�»Ô7wÎ¿7w ÿ wN�l� ~l�x� ªRz �c�j� |�{ �e� | ~ | ϕ �=� | �²� � �R� � �A� � ~�� z �^¨��l~¥�=� �R} � |�{ ~��x�3�R� {l�,|c� �k�E���� |�� �©°����R~P�c�k� �R{ � ª �9� |�{ ���R� �3� �R~ { � � �i�l~l� { �k���x� � ~#~ z ~l�x� � � { ~�� �9|�} � }d| �V� x2 = 0.
� �^�R~�� | �b¨N� � ~l�x�ªRz �c�j� |�{ �'� | ~ | ϕ �=� | � z ��� � �c� � ~�� z � | �j� θ1 = θ2 ~��x���R� {l�,|c� �k� |�{ ���R� �L� �R~ { � � �i�l~�� { �k���x� � ~~ z ~��x� � � { ~�� �9|�} � }d| �V� x1 = 0.
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ÃÅÄmÆZÞ�ÍÎØ9Ø×Ò'ÌíÆµÍÎÈpÄmùvÒ0Ç×Ò'Ì=ÖÚÓÎÓ�ÆµÞ�Ò0Ç×Ò'Ø×Ê�ÓÂÆ3Ø×Þ�È�ù�Ä!ÍÎÄ'Y ÀWÀ,[qÖp÷�ÈWÊËÆ9ÆZÞ�Ò0ÒXì�ÍÎØ×ÆZÒ'Ä�Ì
Ò�Èpß%ÖôßÖpÔJÍÎÓ ï�Èpß�Ô"ÍÂÄ�ÍÂÔ"ÖÚÓ
ØZÊËÇ×ßÖpÌ
Ò'ØTÌ'ÓÎÈpØZÒ[ÆµÈ@ÆµÞ�Ò!àvÈWØáÆ§Ö*âÅã�Èpä%Ô@ÖÚÄ�âáåUÒ
Ò'æ?ØjØZÊ�ÇáßÖpÌ'Ò
ØîÈpß�çWÒ'Ä?Ê�Ø

k > 1
5¸ÈWÄ�Ò�ò�ÓÎÖpÄqÖpÇ�Ò'Ä�É ÖÚÄ�É

ÆÅùvÈ!Ø×ÓÎÍÎçpÞ?ÆµÓÕïJ÷�Ò'Ä�Æ�Ì=ÖÚÆZÒ'Ä�ÈpÍÎÉqÖÚÓ�Ò'Ä�ÉËØ�÷?ï�ÖpÄxÖpÄËçWÓÎÒ
ξ
Á#T.ÒTÉ�Ò'Ä�ÈÚÆµÒTÈWÄ�ÒTÔJÒ'Ô�÷�Ò
Ç5Èpß�ÆµÞËÒjßÖpÔ"ÍÂÓÕïJ÷�ï

Mk(ξ)
Á�Ý0ÞËÒ'Ä

Mk(0)
ÍÎØ5ÆµÞËÒTßÖpÔ"ÍÂÓÕï"Èpß<ÆµÞ�Ò«àvÈWØáÆ§Ö*âÅã�Èpä%Ô"ÖpÄ�âáåxÒ'Ò'æ?Ø�ØZÊËÇ×ßÖpÌ
Ò�ÈpßGçWÒ'Ä?Ê�Ø

k.

v ¬�� ªþ��¯�¤�£$¦�¨2ªj¥�¬<��²«¨%®í¥���³µ´U¨q¶·¯A�q�¸³§¹ �?�?»F®8®=¢�¼*ª½�q¾W��®�w >�ÖpÌ§Þ�Ô"Ò
Ô�÷%Ò
Ç�Èpß9ÆµÞ�Ò«ßÖÚÔ"ÍÂÓÕï�Èpß
ØZÊËÇ×ßÖpÌ
Ò'Ø

Mk(0)
5qÖÚß$ÆµÒ
Ç�Ø×Ê�ÍÂÆµÖp÷�ÓÎÒjÇZÈÚÆ§ÖÚÆZÍÎÈWÄ8ÖÚÄ�É8ÆµÇµÖÚÄ�ØZÓÎÖÚÆµÍÂÈWÄ75�Ò'ÄSa×È�ï�Ø�ÆµÞËÒîß(ÈpÓÎÓÂÈ�ù0ÍÎÄËçmò�Ç×ÈWò�Ò'ÇáÆµÍÂÒ'Ø'Á

ÀWÁ�ÃþÆ�ÞqÖpØ�ÈpÄ�Ò«ò�ÓÎÖpÄqÖpÇ�Ò
Ä�É
Em

ÖpØáï�Ô"òËÆZÈpÆµÍÂÌîÆZÈJÆµÞ�Ò
x3 = 0

ò�ÓÎÖpÄ�Ò�5�ÈpÄ�Ò�ÆµÈpò>Ò
Ä�É
Et

ÖÚÄ�É>ÈWÄËÒ
÷�ÈÚÆZÆµÈWÔ Ò'Ä�É

Eb
ÆµÞqÖÚÆ�ÖpÇ×Ò�ÇZÒ
ØZò�Ò'ÌíÆµÍÕõWÒ'ÓÕïUÖpØáï�ÔJòËÆZÈpÆµÍÂÌTÆµÈ!ÆµÞ�Ò�ÊËò�ò�Ò'Ç�Ò
Ä�É�ÖÚÄ�ÉxÆµÈ!ÆµÞ�Ò�ÓÂÈ�ùvÒ
Ç

Ò
Ä�É�Èpß<Ö[Ì'ÖÚÆµÒ
Ä�ÈWÍÎÉ"ù�ÍÂÆµÞ
x3
â�Ö*ì�ÍÂØvÈÚß�ÇZÒ
õpÈWÓÎÊËÆZÍÎÈWÄ�Á9Ý0ÞËÒTòËÓøÖpÄqÖÚÇ�Ò'Ä�É

Em
ÍÂØvÓÂÈ�Ì=ÖÚÆZÒ'É�÷�ÒíÆ�ù�Ò'Ò
Ä

ÆZÞ�ÒTÆ�ù�ÈJÌ=ÖÚÆZÒ'Ä�ÈpÍÎÉqÖÚÓ¸Ò'Ä�É�Ø
Á
Ï�Á�ÃþÆ�ÍÂØ·ÍÂÄ?õÚÖÚÇZÍøÖÚÄ?Æ�Ê�Ä�ÉËÒ'Ç·ÆµÞËÒôÖpÌíÆµÍÂÈWÄJÈpß�ÆµÞËÒ�Ç×ÈpÆ§ÖÚÆZÍÎÈWÄ!ÈpßFÖÚÄ�çWÓÂÒ 2π

k+1

Öp÷�ÈWÊËÆ�ÆµÞ�Ò
x3
â�Ö�ìËÍÂØ65?Ê�ÄËÉ�Ò'Ç

ÆZÞ�Ò�ÖÚÌ
ÆµÍÂÈWÄUÈpß9ÆµÞËÒ[Ø×ï�ÔJÔ"ÒíÆµÇáï8ù�ÍÂÆµÞUÇZÒ'Ø×ò�Ò'ÌíÆjÆµÈ"ÆµÞËÒ
x2 = 0

ò�ÓøÖpÄËÒ[ÖpÄ�É>Ê�Ä�ÉËÒ'Ç�ÆµÞ�Ò[ÖpÌ
ÆZÍÎÈWÄ
ÈÚß�ÆZÞ�Ò�Ì'ÈWÔJò�ÈWØ×ÍÂÆµÍÂÈWÄUÈpß·Ö�Ç×ÈpÆ§ÖÚÆZÍÎÈpÄ>Èpß·ÖpÄ�çWÓÂÒ π

k+1

Öp÷�ÈWÊ�ÆjÆZÞ�Ò
x3
â�Ö�ì�ÍÎØjÖpÄËÉ�ÆµÞ�Ò�Øáï�ÔJÔJÒ
ÆZÇ×ï

ù�ÍÕÆµÞ8ÇZÒ
ØZò�Ò'ÌíÆ�ÆZÈ!ÆZÞ�Ò
x3 = 0

ò�ÓÎÖpÄ�ÒpÁ
ÛËÁ�ÃþÆôÍÂÄ?ÆµÒ
ÇZØ×Ò'Ì
ÆZØôÆZÞ�Ò

x3 = 0
ò�ÓøÖÚÄ�Ò«ÍÂÄ

k + 1
Ø×ÆZÇµÖpÍÂçWÞ�Æ�ÓÎÍÎÄËÒ'Ø65qù�Þ�ÍÎÌ§Þ�ÍÂÄ?ÆZÒ'ÇZØ×Ò'ÌíÆôÆµÞËÒ'ÔJØZÒ'ÓÕõWÒ'ØjÖÚÆ

ÆZÞ�Ò�ÈWÇ×ÍÎçWÍÂÄ.ù�ÍÕÆµÞ,ÖpÄ�çpÓÎÒ'Ø[Ò'û?ÊqÖpÓvÆZÈ π
k+1

.
Ý0ÞËÒ8ÍÂÄ?ÆµÒ
ÇZØ×Ò'Ì
ÆZÍÎÈWÄ�Èpß

Mk
ù�ÍÂÆµÞ�ÆZÞ�Ò�òËÓøÖpÄ�Ò

x3 =
const (6= 0)

ÍÎØ[ÖUØZÍÂÄ�çWÓÂÒG�pÈWÇZÉqÖÚÄ�Ì
Ê�Ç×õWÒÚÁ�Ý0ÞËÒ�ÍÂÄ?ÆµÒ
ÇZØ×Ò'Ì
ÆZÍÎÈWÄAÈÚß
Mk

ù�ÍÂÆµÞ.ÆZÞ�Ò@Ê�ò�ò�Ò
Ç�Þ�ÖpÓÂß
Ø×òqÖpÌ
Ò

x3 > 0
\Ç×Ò'ØZò�Áhù�ÍÕÆµÞ�ÆµÞËÒUÓÂÈ�ùvÒ
ÇJÞ�ÖpÓÂßôØ×òqÖpÌ'Ò

x3 < 0
]mÍÎØmÆµÈpò�ÈWÓÎÈWçpÍÂÌ=ÖpÓÕÓÕï�ÖÚÄ�Èpò�Ò'Ä

ÖÚÄ�Ä�Ê�ÓÂÊ�Ø'Á
W�È�ù ùvÒ8çWÍÂõWÒ8ÖRÓÂÈ�Ì'ÖpÓ5ÉËÒ'ØZÌ
ÇZÍÂòËÆµÍÂÈWÄ�ÈÚß�ÆµÞ�Ò8ØZÊËÇ×ßÖpÌ
Ò'Ø

Mk(0)
Ä�Ò=ÖpÇ!ÍÕÆµØmÒ'Ä�ÉËØ@ÖÚÄ�É,ùvÒxÍÎÄ�ÆµÇ×È�É�Ê�Ì'Ò

Ì'È�ÈpÇZÉ�ÍÂÄqÖÚÆµÒ
Ø0ÆZÞqÖÚÆ0ùvÒTù�ÍÎÓÎÓ%Ê�ØZÒÚÁ
v ¬��>°�£(�q����¼����<�Cw Ý0ÞËÒ�ò�ÓøÖÚÄqÖpÇ5Ò'Ä�É

Em
Èpß<ÆµÞ�ÒîØ×Ê�Ç×ßÖpÌ
Ò

Mk
Ì=ÖpÄx÷�ÒîòqÖpÇZÖpÔ"ÒíÆµÇ×Í=�
Ò'É8÷�ï

Xm(x) :=

(
x

|x|2 , um(x)
)
∈ R3

ù�Þ�Ò
ÇZÒ
x ∈ B̄ρ0(0) − {0} ⊂ R2.

ãfÒ'Ç×Ò
ρ0 > 0

ÍÂØjú�ìËÒ
É.Ø×Ô@ÖÚÓÎÓGÒ'ÄËÈWÊ�çWÞ¸Á[Ý0Þ�Ò!ÔJÍÎÄ�ÍÂÔJÖpÓ<ØZÊ�ÇáßÖpÌ'Ò
Ò'û?ÊqÖ*ÆµÍÎÈpÄxÞqÖÚØ�ÆZÞ�ÒTß(ÈWÓÂÓÎÈ�ù�ÍÂÄ�ç[ß(ÈWÇZÔ

|x|4 É�ÍÕõ
( ∇u
(1 + |x|4 |∇u|2)1/2

)
= 0.

\ÛËÁ Ù�]
ÃþÆ�Ì=ÖÚÄJ÷�Ò0ØZÞ�È�ù�Äe\ØZÒ
Ò�YÕÀpÀ6[h]GÆµÞ�ÖÚÆ3ÆZÞ�Ò0ß(ÊËÄ�Ì
ÆZÍÎÈWÄ

um
Ì'ÖpÄJ÷�Ò0Òíì�ÆZÒ'Ä�É�Ò
É�Ö*Æ3ÆZÞ�Ò�ÈpÇZÍÎçpÍÂÄ�Ì'ÈWÄ�ÆµÍÂÄ�Ê�ÈWÊËØZÓÂï

Ê�Ø×ÍÎÄ�ç3T.Ò'ÍÂÒ'Ç×Ø×ÆµÇZÖpØZØ�Ç×Ò'ò�Ç×Ò'ØZÒ
Ä?ÆµÖÚÆµÍÂÈWÄ¸Á�ÃÅÄ8òqÖpÇ×ÆZÍÎÌ
Ê�ÓøÖÚÇ5ÍÕÆ0ÍÎØ5ò�ÈWØZØ×ÍÎ÷�ÓÂÒjÆZÈ!ØZÞ�È�ùLÆZÞqÖÚÆ
um ∈ C2,α(B̄ρ0)

À�
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ÖpÄ�É
um = OC2,α

b
(|x|k+1),

ù�Þ�Ò
ÇZÒîÆµÞ�ÒîÒXìËòËÇZÒ'Ø×ØZÍÎÈWÄ OCn,αb
(g)

É�Ò
Ä�ÈpÆµÒ
Ø�Ömß(Ê�Ä�ÌíÆµÍÂÈWÄ�ÆµÞqÖÚÆ65�ÆZÈWçWÒíÆµÞ�Ò
Ç
ù�ÍÂÆZÞxÍÂÆZØ0òqÖpÇ×ÆZÍøÖpÓ�É�Ò
ÇZÍÕõÚÖÚÆµÍÕõWÒ'Ø�Èpß�ÈpÇZÉ�Ò
ÇfÓÂÒ'Ø×Ø�ÆZÞqÖpÄxÈWÇ�Ò
û?ÊqÖpÓFÆZÈ

n+ α
ÍÎØ0÷�ÈWÊ�Ä�ÉËÒ'ÉU÷?ï8Ö!Ì'ÈWÄËØ×Æ§ÖÚÄ?Æ

ÆµÍÂÔ"Ò
Ø
g.

Ãþß�ùvÒ{ÓÎÍÂÄ�Ò=ÖÚÇZÍ��'Ò>ÍÂÄ
u = 0

ÆµÞ�Ò{Ä�ÈWÄËÓÎÍÂÄ�Ò=ÖpÇ@Ò
û?ÊqÖÚÆµÍÂÈWÄë\�ÛËÁ Ù�]JùvÒ{ÈW÷ËÆµÖpÍÎÄ�ÆµÞ�Ò{ÒXìËòËÇZÒ'Ø×ØZÍÎÈpÄ©ÈÚß[ÖÚÄ
ÈWò�Ò
ÇµÖÚÆZÈWÇ5ù�Þ�ÍÂÌXÞ8ÍÎØ5ÆZÞ�Ò��WÖpÌ
ÈW÷�Í¸ÈWò�Ò'ÇZÖÚÆµÈpÇ�Öp÷�ÈWÊËÆ0ÆZÞ�Òîò�ÓÎÖpÄ�Ò�5ËÆµÞqÖ*Æ�ÍÎØ LR2 = |x|4∆0.

Ý<ÈJ÷�ÒîÔJÈWÇZÒ
ò�Ç×Ò'Ì'ÍÂØZÒ�5qÆZÞ�ÒîÓÎÍÂÄ�Ò=ÖpÇ×Í��=ÖÚÆZÍÂÈpÄ�Èpß�\�ÛËÁ Ù�]vçWÍÕõWÒ'Ø

Lu v = |x|4div
(

∇v√
1 + |x|4|∇u|2

− |x|4∇u ∇u · ∇v√
(1 + |x|4|∇u|2)3

)
.

\ÛËÁÐë�]
T.Ò5ù�ÍÂÓÎÓ�çpÍÂõWÒ�ÆµÞ�Ò5Òíì�ò�Ç×Ò'Ø×ØZÍÎÈWÄ!ÈÚß

Hu+v,
ÆµÞ�Ò5ÔJÒ=ÖpÄ�Ì'Ê�ÇáõÚÖÚÆZÊ�ÇZÒ0ÈÚß2ÆµÞËÒ0çpÇµÖpò�Þ�Èpß2ÆZÞ�Òvß(Ê�Ä�ÌíÆµÍÎÈpÄ

u+v,ÍÎÄ�ÆZÒ'Ç×Ô"Ø0ÈpßGÆZÞ�ÒîÔJÒ=ÖpÄ8Ì'Ê�ÇáõÚÖÚÆZÊ�ÇZÒ�ÈÚß
Σu,

ÆZÞqÖÚÆ�ÍÎØ
Hu.

ãfÒ'Ç×ÒîùvÒîØZÞqÖÚÓÎÓ¸ØZÞËÈ�ùLÆµÞ�ÖÚÆ
2Hu+v = 2Hu + Luv + |x|4Qu(

√
|x|4∇v,

√
|x|4∇2v),

\ÛËÁéè�]
ù�Þ�Ò
ÇZÒ

Qu
ØZÖÚÆµÍÂØ×úqÒ
Ø

Qu(0, 0) = ∇Q′
u(0, 0).Ý<ÈJØZÞ�È�ùÙ\�ÛËÁéè�]�5ËùvÒ�ØáÆ§ÖpÇáÆfÈW÷ËØZÒ'Çáõ�ÍÎÄ�ç!ÆµÞ�ÖÚÆ�U

1√
1 + |x|4|∇(u+ v)|2

=
1√

1 + |x|4|∇u|2
− |x|4 ∇u · ∇v√

(1 + |x|4|∇u|2)3
+Qu,1(v)

\ÛËÁ���]
ù�Þ�Ò
ÇZÒ«ÆZÞ�Ò�ß(ÊËÄ�Ì
ÆZÍÎÈWÄ

Qu,1
ØZÖÚÆµÍÂØ×úqÒ
Ø

Qu,1(0) = ∇Qu,1(0) = 0.
Ý<È@òËÇZÈ�õpÒn\�ÛËÁ���]0ÍÕÆ�  ØfØ×Ê^�JÌ'ÍÎÒ
Ä?Æ�ÆµÈ

ØZÒíÆ
f(t) =

1√
1 + |x|4|∇(u+ tv)|2ÖpÄ�É�ÆµÈ ù0ÇZÍÂÆZÒxÉ�È�ù�Ä}ÆµÞ�ÒxÝ�Ö=ï�ÓÎÈWÇ, éØJØZÒ
ÇZÍÂÒ'Ø"ÈpßjÈpÇZÉ�Ò
Ç"ÈpÄ�ÒUÈÚßôÆµÞ�ÍÂØ!ß(Ê�Ä�ÌíÆµÍÎÈpÄ�ÖpÄ�É�ÆµÈ.ÒíõÚÖpÓÂÊqÖÚÆZÒxÍÂÆ

ÍÎÄ
t = 1

ÁUÝ0Þ�ÖÚÆ�ÍÎØ
f(1) = f(0) + f ′(0) + 1

2
f ′′(t̄),

ù�ÍÂÆZÞ
t̄ ∈ (0, 1).

T.Ò@ÍÎÄ�Ø×Ò'ÇáÆ'\ÛËÁ���]îÍÎÄ ÆµÞ�Ò
Òíì�ò�Ç×Ò'Ø×ØZÍÎÈWÄxÆZÞqÖÚÆ�É�Ò
ú�Ä�Ò'Ø

2Hu+v
ÆµÈ!çWÒíÆ

|x|4div
(

∇(u+ v)√
1 + |x|4|∇u|2

− |x|4∇(u+ v)
∇u · ∇v√

(1 + |x|4|∇u|2)3
+∇(u+ v)Qu,1(v)

)
=

2Hu + |x|4div
(

∇v√
1 + |x|4|∇u|2

− |x|4∇u ∇u · ∇v√
(1 + |x|4|∇u|2)3

)
+ |x|4Qu(|x|2∇v, |x|2∇2v).

<qÇZÈpÔ ÆµÞ�ÍÂØ0ÍÂÆ5ß(ÈWÓÎÓÂÈ�ù�Ø5ÆZÞ�ÒTù5ÖpÄ�ÆµÒ
ÉUÒíì�ò�ÇZÒ
ØZØZÍÂÈWÄ¸Á
��ÍÂÄ�Ì'ÒTù�Ò«ÖpØ×ØZÊ�ÔJÒîÆZÞqÖÚÆ

Σu
ÍÂØfÖmÔ"ÍÂÄ�ÍÂÔ"ÖÚÓ�Ø×Ê�Ç×ßÖÚÌ'Ò�5�ùvÒîù�ÍÂÓÎÓ�Ì
ÈWÄ�ØZÍÂÉ�Ò
Ç

Hu = 0.
Ý0Þ�Ò'ÄxùvÒîçWÒ
Æ�ÆZÞ�Ò

Òíì�ò�Ç×Ò'Ø×ØZÍÎÈWÄUÈÚßGÆµÞËÒ�ÔJÍÂÄ�ÍÂÔ"ÖÚÓ�Ø×Ê�Ç×ßÖpÌ
Ò'ØfÒ
û�Ê�ÖÚÆµÍÂÈWÄ8ÆZÞqÖÚÆ0ùvÒîù�ÍÂÓÎÓ�ÊËØZÒ�ÍÂÄ�ÆµÞ�ÒTß(ÈWÓÂÓÎÈ�ù�ÍÂÄ�ç�ØZÒ
Ì
ÆZÍÎÈWÄ�Ø,U
|x|4

(
∆0v +

√
1 + |x|4|∇u|2

(
L̄uv +Qu(|x|2∇v, |x|2∇2v)

))
= 0,

\ÛËÁº��]
À�
Wè



ù�Þ�Ò
ÇZÒ
L̄u

ÍÂØ�Ö!ØZÒ
Ì'ÈpÄ�É>ÈWÇ×É�Ò'Ç0ÓÎÍÂÄ�Ò=ÖpÇvÈWò�Ò'ÇZÖÚÆµÈWÇ5ù�Þ�ÈpØZÒ�Ì'È�ÒR�JÌ'ÍÎÒ
Ä?ÆZØ�ÖpÇZÒTÍÎÄ OC2,α

(
|x|k+1

)
.

v ¬��.¾W�Ë¥����<¨�¤�<��£����<�<® Á�T.Ò�ÉËÒ'Ä�ÈpÆZÒ�÷?ï
Xc

ÆµÞ�Ò[òqÖpÇZÖpÔJÒ
ÆµÇ×Í=�'ÖÚÆµÍÂÈpÄUÈpß3ÆZÞ�Ò�ØáÆ§ÖpÄËÉqÖpÇZÉ�Ì=ÖÚÆZÒ'Ä�ÈpÍÎÉ
C
ù�Þ�ÈWØ×Ò«Ö*ì�ÍÎØ0Èpß�Ç×Ò
õWÈWÓÂÊËÆµÍÂÈWÄ�ÍÎØ5ÆµÞ�Ò

x3
âÅÖ*ì�ÍÎØ
Á3ÃþÆµØ�Òíì�ò�Ç×Ò'Ø×ØZÍÎÈWÄUÍÂØ

Xc(s, θ) := (cosh s cos θ, cosh s sin θ, s) ∈ R3

ù�Þ�Ò
ÇZÒ
(s, θ) ∈ R× S1.

Ý0Þ�ÒîÊ�Ä�ÍÂÆ0Ä�ÈWÇZÔ"ÖpÓ%õWÒ'ÌíÆµÈWÇ0úqÒ'ÓÂÉUÖp÷�ÈpÊËÆ
C
ÍÂØ0çWÍÂõWÒ
Äx÷?ï

nc(s, θ) :=
1

cosh s
(cos θ, sin θ,− sinh s).

J�ò>ÆµÈ�Ø×ÈWÔ"Ò[ÉËÍÎÓÎÖÚÆµÍÕÈWÄ752ù�Ò�Ì=ÖpÄ{ÖpØZØZÊËÔ"Ò«ÆµÞqÖÚÆôÆZÞ�Ò[ÆÅùvÈ�Ò'ÄËÉ�Ø
Et

ÖÚÄ�É
Eb

Èpß
Mk

ÖpÇ×Ò�ÖpØ×ï�ÔJòËÆµÈpÆZÍÎÌ
ÆµÈ.ØZÈWÔJÒxÆZÇµÖpÄ�Ø×ÓøÖÚÆZÒ'É}Ì'ÈWò�ï}ÈÚßjÆµÞ�ÒUÌ=Ö*ÆµÒ'ÄËÈWÍÎÉ}òqÖpÇµÖÚÔ"ÒíÆµÇZÍ��'Ò
É}÷?ï

Xc
ÍÎÄ�ÆµÞ�ÒxõWÒ
Ç×ÆµÍÂÌ=ÖpÓ�É�ÍÎÇ×Ò'ÌíÆµÍÎÈpÄ¸Á

Ý0Þ�Ò
ÇZÒ
ß(ÈpÇZÒ�5
Et

ÖÚÄ�É
Eb

Ì=ÖÚÄU÷�ÒîòqÖÚÇµÖpÔJÒ
ÆZÇZÍ=�
Ò'É75ËÇZÒ
ØZò�Ò'ÌíÆµÍÕõWÒ'ÓÕï�52÷�ï
Xt := Xc + wt nc + σt e3

ß(ÈWÇ
(s, θ) ∈ (s0,∞)× S1 5

Xb := Xc − wb nc − σb e3ß(ÈWÇ
(s, θ) ∈ (−∞,−s0)× S1 5Ëù�Þ�Ò'Ç×Ò σt, σb ∈ R, ß(Ê�Ä�ÌíÆµÍÂÈWÄ�Ø wt, wb ÆZÒ'Ä�ÉxÒíì�ò�ÈWÄ�Ò
Ä?ÆZÍøÖpÓÂÓÂï"ßÖÚØ×Æ0ÆµÈ

0
ÖÚØ
s
çWÈ�Ò'Ø0ÆZÈ ∞ ÇZÒR�qÒ'ÌíÆµÍÎÄËç!ÆµÞ�ÒTßÖpÌíÆ�ÆZÞqÖÚÆ0ÆµÞ�ÒîÒ
Ä�É�Ø�ÖpÇZÒîÖpØ×ï�ÔJòËÆµÈÚÆµÍÎÌôÆµÈJÖ!Ì'ÖÚÆµÒ
Ä�ÈWÍÂÉqÖpÓ¸Ò'ÄËÉ¸Á

T.Ò«ÇZÒ
Ì=ÖpÓÂÓFÆZÞqÖÚÆfÆµÞËÒ«ØZÊ�ÇáßÖpÌ'Ò«òqÖÚÇµÖpÔJÒ
ÆZÇZÍ=�
Ò'Éx÷?ï
X := Xc + w nc

ÍÎØfÔJÍÎÄËÍÎÔJÖpÓ�ÍÂß9ÖpÄ�É>ÈpÄ�ÓÂï�ÍÂßGÆµÞËÒ
ß(Ê�Ä�ÌíÆµÍÂÈWÄ

w
ØZÖÚÆµÍÂØ×úqÒ
Ø9ÆZÞ�Ò5ÔJÍÎÄËÍÎÔJÖpÓ?Ø×Ê�Ç×ßÖÚÌ'Ò5Ò'û?ÊqÖÚÆZÍÎÈWÄ[ù�Þ�ÍÂÌXÞV5Wß(ÈpÇ�Ä�ÈWÇ×Ô@ÖpÓ?çWÇµÖpòËÞ�Ø9È�õWÒ
Ç3ÖôÌ=ÖÚÆZÒ'Ä�ÈpÍÎÉ

ÞqÖpØ0ÆZÞ�ÒTß(ÈWÓÎÓÂÈ�ù�ÍÂÄ�ç[ß(ÈWÇZÔ

LCw +
1

cosh2 s

(
Q2

( w

cosh s

)
+ cosh sQ3

( w

cosh s

))
= 0,

\ÛËÁéü�]
ù�Þ�Ò
ÇZÒ LC

ÍÂØ5ÆµÞ�Ò��WÖpÌ
ÈW÷�ÍFÈWò�Ò
ÇµÖÚÆZÈWÇ�Öp÷�ÈWÊ�Æ�ÆµÞËÒîÌ=ÖÚÆZÒ'Ä�ÈWÍÂÉ75ËÆµÞqÖ*ÆfÍÂØ

LCw =
1

cosh2 s

(
∂2ssw + ∂2θθw +

2w

cosh2 s

)

ÖpÄ�É
Q2
5
Q3

ÖpÇ×Ò�ÓÂÍÎÄ�Ò'ÖpÇ9Ø×Ò'Ì
ÈWÄ�É"ÈWÇZÉ�Ò
Ç�É�ÍÕä�Ò
ÇZÒ
Ä?ÆZÍøÖpÓËÈpò%Ò
ÇµÖ*ÆµÈWÇZØ9ù�Þ�ÍÂÌXÞ"ÖpÇ×Ò�÷�ÈpÊ�Ä�É�Ò
É"ÍÎÄ Ck(R×S1)ß(ÈWÇ�ÖÚÓÎÓ
k
Á9Ý0Þ�Ò
ØZÒôß(Ê�ÄËÌ
ÆµÍÂÈWÄ�Ø·ØµÖÚÆZÍÎØáß$ï

Q2(0) = Q3(0) = 0
5 ∇Q2(0) = ∇Q3(0) = 0

5∇2Q3(0) = 0ÖpÄ�É8ÆZÞ�Ò'ÄVU

‖Qj(v2)−Qj(v1)‖C0,α([s,s+1]×S1) 6 c

(
sup
i=1,2

‖vi‖C2,α([s,s+1]×S1)

)j−1

‖v2 − v1‖C2,α([s,s+1]×S1)\�ÛËÁÕÀ�
�]
ß(ÈWÇôÖpÓÂÓ

s ∈ R ÖpÄ�É{ÖpÓÂÓ
v1, v2

ØZÊ�Ì§Þ�ÆµÞqÖ*Æ ‖vi‖C2,α[s,s+1]×S1) 6 1
ÁôÝ0ÞËÒ�Ì'ÈWÄËØ×Æ§ÖÚÄ?Æ

c > 0
É�È�Ò
ØjÄ�ÈpÆ

É�Ò
ò�Ò'Ä�ÉUÈWÄ
s
Á

À�
��



v ¬��@ªþ��¯�¤�£$¦{¨�ª5²«¨%®í¥���³µ´U¨q¶·¯A�q�¸³§¹ �?�?»F®«®=¢<¼�ªþ��¾���®ÎÍ"¤(¥�¬¨´3���%¥«¾W�Ë¥����<¨�¤�<�q£<���G�<®�w J�ØZÍÂÄ�ç
ÖpÄ�Ò
ÓøÖp÷�ÈWÇZÖÚÆµÒ8õWÒ
ÇZØ×ÍÎÈWÄ�ÈpßjÆZÞ�Ò>ÍÂÔ"òËÓÎÍÕÌ'ÍÕÆmß(Ê�Ä�ÌíÆµÍÎÈpÄ}ÆµÞËÒ'ÈWÇ×Ò'Ô ÖpÄ�É}ß(ÈWÓÎÓÂÈ�ù�ÍÂÄ�ç¢Y À�üb[ôÖpÄ�ÉÔYéÏpè�[fÍÂÆ"ÍÂØ
ò�ÈWØ×ØZÍÎ÷ËÓÎÒjÆµÈ!ò�ÇZÈ�õWÒîÆZÞ�ÒTß(ÈWÓÂÓÎÈ�ù�ÍÂÄ�ç
v ¬��?¨2¼*��¯ ?w�7w�Ï^�Ð(�2�!Ñ�aSw µ7�x� { �¤�o���=�R~l� ξ0 > 0

| �j� | � �Gz�z ~l� z �V�n� |�{9|�� �R~�� {��,|�� � } � z��� �l�x� �E|�} �c���x� { �R� {��,|c� �k� (Mk(ξ))ξ ¨ ��zb{ ξ ∈ (−ξ0, ξ0) ¨G�i�l~l�¡~�� z²�9| ~��R� z ��� |�} �R�j�b� | �j� z �V�� }d| � |�{ �R�j��� � ��� |�{ ~�� � � }d|�{ Mk(0) =Mk, ~��x���S���x� {t� { �k���V� }=z ��� {  �9| ~��R� z ��� |�} �R�j� z�� Mk(ξ) �=�k¨���n~ z�| ~ {o| �^� }d| ~�� z � |�}=z � � �l~�� | ���=�k¨ | �R� � �j~ z ~�� � ~ z ~l�x�������x� {N� { �k���V� }=z ��� {  �R�j� z�� ~l�x�P�R~ | �j� |�{ ��9| ~��R� z �����N� z ��� | ���=� z��){ � ��zb} �c~�� z �'�=����� { � � ~��9� ª � sin ξ e1+cos ξ e3. � zb{ � zb� � { Mk(ξ) � | � z �V�� zb{ �d� z �x~ |�} � }d| � |�{ �R�j� | �X���=���l� �b|�{ � | �x~m�c�j�c� { ~l�x� |c� ~�� z � z�� ~��x���R� �3� �R~ { �0�i�l~l� { �k���x� � ~m~ z~l�x� x2 = 0 � }d| �V�6�Ý0Þ�Ò[Ê�òËò�Ò'Ç3\(ÓÎÈ�ù�Ò'Ç`]�Ò
Ä�É�Èpß
Mk(ξ)

ÍÂØ65�ÊËò>ÆZÈ�ÖJÆZÇµÖpÄ�Ø×ÓøÖ*ÆµÍÎÈpÄ752ÖpØ×ï�ÔJòËÆµÈÚÆµÍÎÌîÆZÈ"ÆZÞ�Ò[ÊËò�ò�Ò'Ç�\ÓÎÈ�ùvÒ'Ç`]
Ò'ÄËÉxÈpß<ÆµÞËÒîØZÖpÔJÒE\ØáÆ§ÖpÄ�É�ÖpÇZÉX]vÌ'ÖÚÆµÒ
Ä�ÈWÍÂÉ¸Á3Ý0Þ�Ò'Ä8ÆµÞËÒîÊ�òËò�Ò'Ç�Ò'ÄËÉ

Et(ξ)
ÖpÄ�É�ÆµÞ�ÒTÓÎÈ�ùvÒ'Ç5Ò'ÄËÉ

Eb(ξ)Èpß
Mk(ξ),

ÍÂß
Rξ

É�Ò
Ä�ÈpÆZÒ'Ø«ÆµÞËÒ"ÇZÈpÆµÖÚÆµÍÂÈWÄ ÈÚß�ÖÚÄ�çWÓÎÒ
ξ
ÖÚ÷�ÈWÊËÆ�ÆµÞ�Ò

x2
Ö*ì�ÍÎØ,5GÌ=ÖpÄA÷�Ò"òqÖÚÇµÖpÔJÒ
ÆZÇZÍ=�
Ò'É

ÇZÒ
ØZò�Ò
Ì
ÆµÍÕõWÒ'ÓÕï8÷�ï
Xt,ξ = Rξ (Xc + wt,ξ nc) + σt,ξ e3 + ςt,ξ e1

\�ÛËÁÕÀWÀS]

Xb,ξ = Rξ (Xc − wb,ξ nc)− σb,ξ e3 − ςb,ξ e1
\�ÛËÁÕÀ�Ï�]

ù�Þ�Ò
ÇZÒ�ÆµÞËÒ@ß(Ê�Ä�Ì
ÆZÍÎÈWÄËØ
wt,ξ, wb,ξ,

ÆµÞ�Ò�Ä�ÊËÔ�÷%Ò
ÇZØ
σt,ξ, ςt,ξ, σb,ξ, ςb,ξ ∈ R É�Ò
ò�Ò'Ä�É,ØZÔJÈ�ÈpÆµÞËÓÂï ÈWÄ

ξÖpÄ�ÉxØZÖÚÆµÍÂØ×ß$ï
|σt,ξ−σt|+|σb,ξ−σb|+|ςt,ξ|+|ςb,ξ|+‖wt,ξ−wt‖C2,α

−2 ([s0,+∞)×S1)+‖wb,ξ−wb‖C2,α
−2 ((−∞,−s0]×S1) 6 c|ξ|

ß(ÈWÇ |ξ| < |ξ0|.
<qÈWÇ�ÖÚÓÎÓ

ρ < ρ0
ÖpÄËÉ

s > s0
5�ùvÒîÉ�Ò
ú�Ä�Ò

Mk(ξ, s, ρ) :=Mk(ξ)−
[
Xt,ξ((s,∞)× S1) ∪Xb,ξ((−∞,−s)× S1) ∪Xm(Bρ(0))

]
.
\�ÛËÁÕÀ�Û�]

Ý0Þ�ÒJòqÖpÇµÖÚÔ"ÒíÆµÇZÍ��=Ö*ÆµÍÂÈpÄ�ØTÈpß�ÆµÞ�Ò!ÆZÞ�ÇZÒ
Ò"Ò
Ä�É�Ø«ÈÚß
Mk(ξ)

ÍÂÄ�É�Ê�Ì
Ò"ÖxÉËÒ'Ì
ÈWÔ"ò�ÈpØZÍÂÆZÍÎÈWÄ{Èpß
Mk(ξ)

ÍÂÄ?ÆµÈ
ØZÓÂÍÎçWÞ�ÆµÓÕï"È�õWÒ
ÇZÓøÖÚò�ò�ÍÎÄËç!Ì
ÈWÔ"ò�ÈpÄ�Ò'Ä�ÆµØ6U·Ö!Ì
ÈWÔJòqÖpÌíÆfò�ÍÂÒ'Ì
Ò

Mk(ξ, s0 + 1, ρ0/2)
ÖpÄËÉ8ÆµÞ�Ç×Ò'Ò�ÄËÈWÄ�Ì'ÈpÔ!â

òqÖpÌíÆfò�ÍÂÒ'Ì'Ò
Ø
Xt,ξ((s0,∞)× S1)

5
Xb,ξ((−∞,−s0)× S1)

ÖpÄËÉ
Xm(B̄ρ0(0))

Á
T.Ò�ÉËÒ
úqÄËÒ�ÆZÞ�ÒTùvÒ
ÍÎçWÞ�ÆµÒ'ÉxØ×òqÖpÌ'Ò�ÈÚßGß(Ê�ÄËÌ
ÆµÍÂÈWÄ�Ø0ÈWÄ

Mk(ξ)
Á

� �"�9�<¤(¥�¤(¨��£7w�?wÂ¿7w ÷�� � �R� ` ∈ N ¨ α ∈ (0, 1)
| �j� δ ∈ R ¨i~��x��� � |c� � C`,αδ (Mk(ξ)) �=���c�����V�9�3~ zª ��~��x�D��� |c� � z��i� �c� � ~�� z �^���l� C`,αloc (Mk(ξ))

��zb{ �N�c� � �'~l�x� ��zb}l}=z �i�l� � � zb{�� �=�i���x�l~��
‖w‖C`,αδ (Mk(ξ))

:= ‖w‖C`,α(Mk(ξ,s0+1,ρ0/2)) + ‖w ◦Xm‖C`,α(Bρ0 (0))
+ sup

s>s0

e−δs
(
‖w ◦Xt,ξ‖C`,α([s,s+1]×S1) + ‖w ◦Xb,ξ‖C`,α([−s−1,−s]×S1)

)

| �j���N�c� � � |�{ ���l� �b|�{ � | �x~7�A�j�c� { ~��x� |c� ~�� z � z�� ~l�x���R� �3� �R~ { �D�i�l~�� { �k���x� � ~?~ z ~��x� x2 = 0 � }| �±�k¨~l� | ~P�=� w(p) = w(p̄)
��z�{�|�}l}

p ∈Mk(ξ), �N�x� { � p̄ := (x1,−x2, x3) � � p = (x1, x2, x3).

À�
��



T.Ò@ÇZÒ'Ô"ÖpÇ×æ{ÆµÞ�ÖÚÆ«ÆµÞ�Ò
ÇZÒ@ÍÎØ«Ä�ÈUùvÒ
ÍÎçWÞ�Æ�ÈpÄAÆZÞ�Ò@Ô"ÍÂÉ�É�ÓÂÒJÒ
Ä�É¸Á>ÃÅÄAßÖÚÌ
Æ«ùvÒ@Ì'ÈWÔJòqÖpÌíÆµÍÕß$ï{ÆµÞ�ÍÂØ«Ò'Ä�É
ÖpÄ�É{ùvÒ!Ì'ÈWÄ�Ø×ÍÎÉ�Ò
Ç�Ö�ùvÒ'ÍÂçWÞ?ÆZÒ'É Ø×òqÖpÌ'Ò!Èpß·ß(Ê�Ä�Ì
ÆZÍÎÈWÄËØîÉ�ÒíúqÄ�Ò
ÉAÈpÄ.Ö�Æ�ùvÈ8Ò'Ä�ÉËÒ'É.ØZÊ�ÇáßÖpÌ
ÒpÁ3T.Òmù�ÍÎÓÂÓ
ò�Ò'ÇáÆµÊ�Ç×÷@ÆZÞ�Ò�ØZÊ�ÇáßÖpÌ'Ò

Mk(ξ)
÷?ï!ÆZÞ�Ò�Ä�ÈWÇZÔ"ÖpÓqçWÇZÖpò�Þ"Èpß�Öîß(Ê�Ä�ÌíÆµÍÎÈpÄ

u ∈ C2,αδ
ÖpÄËÉ"ÆµÞ�Ò�ÔJÍÎÉ�ÉËÓÎÒ0Ò'Ä�É

Em
ù�ÍÂÓÎÓ�÷�Ò�a×Ê�ØáÆ�ÆµÇµÖÚÄ�ØZÓÎÖÚÆµÒ
ÉxÍÂÄ�ÆµÞ�ÒTõWÒ
Ç×ÆµÍÂÌ=ÖÚÓFÉ�ÍÂÇZÒ
Ì
ÆµÍÂÈWÄ¸Á

v ¬��Ò²��q¾W¨/´G¤v¨2°��?¼��Ë¥�¨2¼�w Ý0Þ�Ò��WÖpÌ
ÈW÷�Í¸ÈWò�Ò'ÇZÖÚÆµÈWÇ�Öp÷�ÈpÊËÆ
Mk(ξ)

ÍÂØ

LMk(ξ) := ∆Mk(ξ) + |AMk(ξ)|2

ù�Þ�Ò
ÇZÒ |AMk(ξ)|
ÍÎØ5ÆµÞ�ÒîÄËÈWÇZÔ ÈpßGÆZÞ�ÒîØZÒ
Ì'ÈWÄËÉUß(Ê�ÄËÉqÖpÔJÒ'Ä�Æ§ÖpÓ�ß(ÈWÇ×Ô ÈWÄ

Mk(ξ)
Á

ÃÅÄ{ÆµÞ�ÒmòqÖÚÇµÖpÔJÒ
ÆZÇZÍ=�'ÖÚÆµÍÕÈWÄ�ÍÂÄ?ÆZÇZÈ�É�Ê�Ì
Ò'É ÖÚ÷�È�õWÒmÈpß·ÆZÞ�ÒmÒ'Ä�ÉËØTÆµÞ�Ò�õWÈWÓÂÊ�ÔJÒ[ß(ÈWÇ×Ô"Ø
dvolMk(ξ)

Ì'ÖpÄR÷�Ò
ù�ÇZÍÕÆZÆZÒ'Ä>ÖpØ

γt ds dθ
ÖpÄ�É

γb ds dθ
Ä�Ò=ÖÚÇ�ÆµÞ�Ò�Ì=Ö*ÆµÒ'ÄËÈWÍÎÉ�ÖpÓ¸Æ�ï�ò�Ò«Ò
Ä�É�ØôÖpÄ�É>ÖpØ

γm dx1 dx2
Ä�Ò'ÖpÇ�ÆµÞËÒ

ÔJÍÎÉ�É�ÓÂÒjÒ
Ä�É¸ÁCW�È�ùLù�Ò�Ì=ÖÚÄUÉËÒ
úqÄ�Ò�çpÓÎÈW÷qÖÚÓÎÓ ï@ÈpÄ
Mk(ξ)

Ö!Ø×Ô"È�ÈÚÆµÞ�ß(Ê�Ä�ÌíÆµÍÎÈpÄ

γ :Mk(ξ) −→ [0,∞)

ÆµÞ�ÖÚÆ�ÍÂØ9ÍÎÉ�Ò
Ä?ÆZÍÎÌ=ÖÚÓÎÓ ï«Ò
û�Ê�ÖpÓ�ÆZÈ
1
ÈWÄ

Mk(ξ, s0−1, 2ρ0)
ÖpÄ�É!Ò
û?ÊqÖpÓËÆµÈ

γt
\(ÇZÒ'Ø×ò¸Á

γb
5
γm
]GÈWÄmÆZÞ�Ò0Ò'Ä�É

Et(ξ)
\Ç×Ò'ØZò�Á

Eb(ξ)
5
Em

]íÁiÓj÷�Ø×Ò'Ç×õWÒ5ÆµÞqÖÚÆ65WÈWÄ
Xt,ξ((s0,∞)×S1)

ÖpÄËÉ!ÈpÄ
Xb,ξ((−∞,−s0)×S1)ùvÒîÞqÖ�õWÒ

γ ◦Xt,ξ(s, θ) ∼ cosh2 s
ÖpÄ�É

γ ◦Xb,ξ(s, θ) ∼ cosh2 s.<�ÍÂÄqÖpÓÂÓÕï"ÈWÄ
Xm(Bρ0)

5ËùvÒîÞqÖ�õWÒ
γ ◦Xm(x) ∼ |x|−4.BTÇµÖpÄ�ÆµÒ'É�ÆµÞ�Ò�Öp÷�È�õWÒîÉ�Ò
úqÄËÒ'ÉUØZòqÖpÌ
Ò'Ø,5�ÈWÄËÒîÌ=ÖpÄxÌ§Þ�Ò'Ì§æ�ÆµÞqÖÚÆ6U

Lξ,δ : C2,αδ (Mk(ξ)) −→ C0,αδ (Mk(ξ))

w 7−→ γ LMk(ξ) (w)

ÍÎØ9Öj÷�ÈWÊ�Ä�ÉËÒ'ÉJÓÂÍÎÄ�Ò'ÖpÇGÈWò�Ò'ÇZÖÚÆµÈpÇ'Á�Ý0ÞËÒ�Ø×Ê�÷�ØZÌ
ÇZÍÂòËÆ
δ
ÍÎØ�Ô"Ò'ÖpÄ?Æ�ÆµÈTæpÒ
Ò'ò!ÆµÇZÖpÌ§æ«Èpß2ÆµÞ�ÒvùvÒ'ÍÂçWÞ?ÆZÒ'É!Ø×òqÖpÌ
Ò

È�õpÒ'ÇTù�Þ�ÍÎÌ§ÞRÆµÞËÒ%�WÖpÌ'ÈW÷ËÍ3ÈWò�Ò
ÇµÖÚÆZÈWÇTÍÎØîÖpÌíÆµÍÂÄ�ç�ÁLÓj÷�ØZÒ
Ç×õWÒ!ÆµÞqÖÚÆ65FÆµÞËÒmß(Ê�Ä�Ì
ÆZÍÎÈWÄ
γ
ÍÂØTÞ�Ò'Ç×Ò!ÆZÈxÌ
ÈWÊ�Ä�â

ÆµÒ
ÇZ÷qÖÚÓøÖpÄ�Ì
Ò[ÆZÞ�Ò�Ò
ä%Ò'ÌíÆîÈpß3ÆµÞËÒ�Ì'ÈWÄËß(ÈpÇZÔ"ÖpÓ�ßÖpÌ
ÆZÈWÇ 1√
|gMk(ξ)|

ÍÎÄ>ÆµÞËÒ�Òíì�ò�ÇZÒ
ØZØZÍÂÈWÄRÈpß3ÆµÞ�Ò3��ÖpòËÓøÖpÌ
ÍøÖpÄ
ÍÎÄ�ÆµÞ�ÒTÌ'È�ÈWÇ×É�ÍÎÄqÖ*ÆµÒ'Ø5ù�Ò�Ê�Ø×ÒîÆZÈ!òqÖpÇµÖÚÔ"ÒíÆµÇZÍ��'ÒôÆZÞ�ÒîÒ
Ä�É�ØfÈpß<ÆµÞËÒîØZÊ�ÇáßÖpÌ'Ò

Mk(ξ)
Á3Ý0Þ�ÍÎØ0ÍÎØ0òËÇZÒ'Ì
ÍÎØ×Ò'ÓÂï

ù�ÞqÖÚÆîÍÂØTÄ�Ò
Ò'ÉËÒ'É ÆµÈ�ÞqÖ�õWÒ�ÆµÞ�ÒmÈWò�Ò'ÇZÖÚÆµÈpÇTÉ�ÒíúqÄ�Ò
É ß(ÇZÈWÔ ÆµÞËÒ!Ø×òqÖpÌ
Ò C2,αδ (Mk(ξ))
ÍÎÄ�ÆµÈ�ÆZÞ�Ò�Æ§ÖpÇ×çWÒ
Æ

ØZò�ÖpÌ'Ò C0,αδ (Mk(ξ))
Á

Ý<È8Þ�Ö�õWÒ!Ö�÷�ÒíÆZÆZÒ'ÇTçWÇZÖpØZò{Èpß3ù�ÞqÖÚÆTÍÎØôçWÈWÍÂÄ�ç�ÈpÄ75¸ÓÎÒíÆjÊ�ØTÓÎÍÂÄ�Ò'ÖpÇZÍ��
Ò«ÆµÞËÒmÄ�ÈpÄ�ÓÎÍÂÄ�Ò=ÖÚÇôÒ
û?ÊqÖÚÆµÍÂÈWÄ£\�Û�ÁÜü�]
ÖÚÆ
w = 0.

TAÒîçWÒíÆ�ÆZÞ�ÒîÒíì�ò�ÇZÒ
ØZØZÍÂÈWÄUÈpß<ÆµÞ�Ò��WÖpÌ
ÈW÷�ÍFÈpò�Ò'ÇµÖ*ÆµÈWÇ�Öp÷�ÈWÊ�Æ�ÆZÞ�ÒîØ×Æ§ÖÚÄ�ÉqÖpÇ×ÉUÌ'ÖÚÆµÒ
Ä�ÈWÍÂÉ

LC :=
1

cosh2 s

(
∂2s + ∂2θ +

2

cosh2 s

)
.

À�
Wü



T.Ò�Ì'ÖpÄ@Èp÷�ØZÒ
Ç×õWÒ�ÆZÞqÖÚÆ�ÆµÞ�ÒfÈWò�Ò'ÇZÖÚÆµÈpÇ
cosh2 sLC

Ô"Öpò�Ø�ÆZÞ�ÒfØZòqÖpÌ
Ò
(cosh s)δ C2,α((s0,+∞)×S1)ÍÎÄ�ÆµÈ�ÆµÞ�ÒîØ×òqÖpÌ'Ò

(cosh s)δ C0,α((s0,∞)× S1)
Á

��ÍÂÔ"ÍÂÓÂÖpÇ×ÓÕï�5qÍÂßGù�Ò«ÓÎÍÎÄËÒ=ÖpÇ×Í��'ÒTÆZÞ�Ò«ÄËÈWÄ�ÓÂÍÎÄ�Ò'ÖpÇ�Ò
û?ÊqÖÚÆµÍÂÈWÄ¤\�Û�ÁéÙ�]�ÖÚÆ
u = 0

5qùvÒ«ÈW÷ËÆµÖpÍÎÄ·\(ØZÒ
Ò0\ÛËÁÐë�]5ù�ÍÕÆµÞ
u = 0

]vÆµÞËÒ�ÒXì�ò�ÇZÒ
ØZØZÍÂÈWÄUÈpßGÆZÞ�Ò��WÖpÌ
ÈW÷�ÍFÈWò�Ò
ÇµÖÚÆZÈWÇ�Öp÷�ÈWÊËÆ0ÆµÞËÒ�òËÓøÖpÄ�Ò
LR2 := |x|4∆0.ñôçWÖpÍÎÄV5ôÆµÞ�Ò ÈWò�Ò'ÇZÖÚÆµÈWÇ |x|−4 LR2 = ∆0
Ì
ÓÎÒ'ÖpÇZÓÕï_Ô"Öpò�Ø8ÆZÞ�Ò.ØZò�ÖpÌ'Ò C2,α(B̄ρ0)

ÍÂÄ?ÆZÈ�ÆZÞ�Ò.Ø×òqÖpÌ
Ò
C0,α(B̄ρ0)

Á�W�È�ù�5�ÆµÞ�Ò[ß(Ê�ÄËÌ
ÆµÍÂÈWÄ
γ
ò�ÓøÖ=ï�Ø65�ß(ÈpÇ�ÆµÞ�Ò�Ò
Ä�É�ØTÈpß3ÆµÞ�Ò�ØZÊËÇ×ßÖpÌ
Ò

Mk(ξ)
5�ÆZÞ�Ò�ÇZÈWÓÂÒ[ò�ÓÎÖ�ïWÒ
É

÷?ï8ÆµÞ�Ò�ß(Ê�Ä�Ì
ÆZÍÎÈpÄ
cosh2 s

ß(ÈWÇ�ÆµÞ�Ò[Ò
Ä�É�ØôÈpß9ÆµÞ�Ò[ØáÆ§ÖpÄËÉqÖpÇZÉ>Ì=ÖÚÆZÒ'Ä�ÈWÍÂÉ�ÖpÄ�ÉUÆµÞ�Ò«ÇZÈWÓÂÒ«ò�ÓÎÖ�ïWÒ
É�÷�ïxÆZÞ�Ò
ß(Ê�Ä�ÌíÆµÍÂÈWÄ |x|−4 ß(ÈWÇ�ÆµÞ�Òjò�ÓÎÖpÄ�ÒÚÁC��ÍÂÄ�Ì'ÒôÆZÞ�Ò��WÖÚÌ'ÈW÷�Í�Èpò�Ò'ÇµÖ*ÆµÈWÇ5Öp÷�ÈWÊËÆ Mk(ξ)

ÍÂØ0ÖÚØ×ï�Ô"ò�ÆµÈpÆZÍÎÌ�ÆµÈ LR2ÖÚÆ
Em

ÖpÄËÉ.ÍÎØîÖpØ×ï�ÔJòËÆµÈpÆZÍÎÌ�ÆµÈ LC
ÖÚÆ
Et(ξ)

ÖpÄ�É
Eb(ξ)

5�ùvÒJÌ'ÈpÄ�Ì'ÓÂÊ�É�Ò!ÆµÞ�ÖÚÆîÆµÞ�Ò!ÈWò�Ò'ÇZÖÚÆµÈWÇ Lξ,δÔ"Öpò�Ø C2,αδ (Mk(ξ))
ÍÎÄ?ÆZÈ C0,αδ (Mk(ξ))

Á
T.Ò�Ç×Ò'Ì'ÖpÓÎÓ�ÆZÞ�ÒîÄ�ÈpÆZÍÎÈWÄ�Èpß�ÄËÈWÄxÉ�Ò
çWÒ'Ä�Ò
ÇµÖpÌíïxÍÂÄ?ÆZÇZÈ�É�Ê�Ì
Ò'ÉxÍÂÄ³YÕÀpÀ6[�U
� �"�9�<¤(¥�¤(¨��¡7w�7w�?w µV�X���R� {l�,|c� � Mk(ξ) �=�D� | ���G~ znª ��� z �³�c� � �R�V� {9| ~���� � Lξ,δ �=���l�±°�� � ~�� � � ��zb{|�}l}

δ < −1.ÃþÆ�Ê�Ø×Ò
ß(Ê�Ó�ÆZÈîÈW÷�Ø×Ò'ÇáõWÒ�ÆµÞqÖ*Æ·ÖTÉ�Ê�ÖpÓÎÍÕÆ�ï[ÖÚÇZçWÊ�ÔJÒ'Ä�Æ3ÍÎÄ�ÆµÞ�Ò5ùvÒ
ÍÎçWÞ�ÆµÒ
É%�FÒ'÷�Ò
ØZçWÊËÒfØZòqÖÚÌ'Ò'Ø,5�ÍÎÔJò�ÓÂÍÂÒ
Ø�ÆµÞ�ÖÚÆ
(Lξ,δ

ÍÎØ0ÍÂÄba×Ò'ÌíÆµÍÕõWÒ
) ⇔ (Lξ,−δ

ÍÎØ0ØZÊ�Çla×Ò'ÌíÆµÍÕõWÒ
)

ÍÂß
δ /∈ Z ÁP��Ò'Ò%Y ÛpÙ�[<ÖÚÄ�ÉpYÕÀ=ü�[¸ß(ÈWÇ0ÔJÈWÇZÒTÉËÒ
Æ§ÖÚÍÎÓÎØ
Á

Ý0Þ�Ò�ÄËÈWÄxÉ�Ò
çWÒ'Ä�Ò
ÇµÖpÌíïxÈÚß
Mk(ξ)

ß(ÈWÓÂÓÎÈ�ù�Øvß(ÇZÈWÔ ÆZÞ�ÒîØ×ÆZÊ�ÉËï8ÈÚßGÆµÞËÒîæpÒ'ÇZÄËÒ'Ó�Èpß Lξ,δ.
v ¬��³²��q¾W¨/´�¤�����£�G®�w ÃþÆTÍÎØôæ?Ä�È�ù�Ä{ÆµÞ�ÖÚÆîÖ�ØZÔJÈ�ÈpÆZÞ{ÈWÄËÒmòqÖÚÇµÖpÔJÒ
ÆZÒ'ÇôçWÇZÈWÊËò{Èpß·ÍÎØ×ÈWÔJÒ
ÆµÇ×ÍÎÒ
ØôÌ
ÈWÄ�â
Æ§ÖÚÍÎÄ�ÍÂÄ�çfÆµÞ�ÒvÍÎÉ�Ò
Ä?ÆZÍÂÆÅï�çWÒ'ÄËÒ'ÇµÖ*ÆµÒ'Ø3ÖD�WÖpÌ'Èp÷�Í�ú�Ò'ÓÎÉV5pÆµÞ�ÖÚÆ9ÍÎØ�ÖôØZÈWÓÂÊËÆµÍÂÈWÄ[ÈpßqÆZÞ�Ò5Ò
û�Ê�ÖÚÆµÍÂÈWÄ LMk(ξ)u = 0.Ý0Þ�Ò
ØZÒ"ØZÈpÓÎÊËÆZÍÎÈWÄ�ØTÖpÇZÒmçWÒ'Ä�Ò
ÇµÖÚÆZÒ'É.÷�ï{ÆZÞ�Òmß(ÈWÓÎÓÂÈ�ù�ÍÂÄ�ç�ÈpÄ�ÒJò�ÖpÇµÖpÔJÒíÆµÒ'ÇTçWÇ×ÈWÊ�ò�ØîÈpß�ÍÎØZÈpÔ"ÒíÆµÇZÍÂÒ'Ø,UjÆµÞËÒ
õWÒ'ÇáÆµÍÂÌ=ÖpÓ3ÆµÇZÖpÄ�ØZÓÎÖÚÆµÍÂÈWÄ�Ø,5�ÆµÞ�ÒJÆZÇµÖpÄ�Ø×ÓøÖÚÆZÍÎÈpÄ�Ø�ÖpÓÎÈpÄ�ç8ÆµÞ�Ò

x1
â�Ö�ìËÍÂØ65�ÆµÞ�Ò"É�ÍÂÓøÖÚÆZÍÂÈWÄËØ'ÁGT.Ò@Ç×Ò
ß(Ò
Ç

[
ÀWÀ
]
ß(ÈWÇ

É�ÒíÆ§ÖpÍÂÓÎØ'Á
Ý0Þ�Ò"çWÇZÈpÊ�ò.ÈpßvõWÒ'ÇáÆµÍÂÌ=ÖpÓ3ÆZÇµÖpÄ�Ø×ÓøÖÚÆZÍÎÈpÄ�ØîçWÒ
Ä�Ò
ÇµÖÚÆZÒ'ÉA÷?ïRÆZÞ�ÒG�TÍÂÓÎÓÂÍÕÄ�ç�õWÒ
Ì
ÆµÈpÇ�úqÒ'ÓÂÉ

Ξ(p) = e3
çpÍÂõWÒ'Ø

ÇZÍÂØZÒjÆµÈmÆµÞ�Ò��WÖpÌ
ÈW÷�Í�úqÒ'ÓÂÉ
Φ0,+(p) := n(p) · e3.Ý0Þ�ÒRõWÒ'ÌíÆµÈWÇ8úqÒ
ÓÎÉ

Ξ(p) = p
ÆZÞqÖÚÆxÍÂØxÖpØ×ØZÈ�Ì'ÍÎÖÚÆµÒ
É�ÆµÈ,ÆZÞ�Ò ÈWÄËÒ òqÖpÇZÖpÔJÒ
ÆZÒ'Ç8çpÇZÈWÊ�ò�Èpß[É�ÍÂÓøÖ*ÆµÍÂÈpÄ

çWÒ
Ä�Ò'ÇZÖÚÆµÒ
Ø�Ö%�WÖpÌ
ÈW÷�Í�úqÒ'ÓÂÉ�Ø
Φ0,−(p) := n(p) · p.Ý0Þ�Òq�TÍÂÓÎÓÂÍÕÄ�çRõWÒ'ÌíÆµÈWÇ@ú�Ò'ÓÎÉ

Ξ(p) = e1
ÆµÞ�ÖÚÆ�çpÒ'Ä�Ò
ÇµÖÚÆZÒ'Ø@ÆµÞ�Ò>çWÇ×ÈWÊ�òhÈÚßTÆµÇZÖpÄ�Ø×ÓøÖÚÆZÍÎÈWÄËØ@ÖÚÓÎÈWÄ�ç ÆµÞËÒ

x1
âÅÖ*ì�ÍÎØ0ÍÂØ�ÖpØZØZÈ�Ì
ÍøÖ*ÆµÒ'É8ÆZÈ"ÖE�WÖpÌ'Èp÷�Í¸úqÒ
ÓÎÉ

Φ1,+(p) := n(p) · e1.
ÀWÀ�




<�ÍÂÄqÖpÓÂÓÕï�5�ùvÒîÉ�Ò'ÄËÈpÆµÒî÷?ï
Φ1,−(p) := n(p) · (e2 × p)ÆµÞËÒ'�WÖpÌ'Èp÷�Í�úqÒ
ÓÎÉ�ÖpØ×ØZÈ�Ì'ÍÎÖÚÆµÒ
É�ÆµÈ>ÆZÞ�Ò0�TÍÎÓÂÓÂÍÕÄ�çxõWÒ'ÌíÆµÈWÇ[úqÒ'ÓÂÉ

Ξ(p) = e2 × p
ÆµÞqÖÚÆ�çpÒ'Ä�Ò
ÇµÖÚÆZÒ'Ø�ÆZÞ�Ò

çWÇ×ÈWÊ�òxÈÚß�Ç×ÈpÆ§ÖÚÆZÍÎÈWÄËØ�ÖÚ÷�ÈWÊËÆ0ÆµÞ�Ò
x2
â�Ö�ì�ÍÎØ'Á

Ý0Þ�Ò��WÖpÌ
ÈW÷�Í¸Ò
û�Ê�ÖÚÆµÍÂÈWÄ8ÞqÖpØ0ÈpÆZÞ�Ò'Ç0Ø×ÈWÓÎÊËÆZÍÎÈWÄËØvù�Þ�ÍÂÌXÞxÖpÇ×ÒTÄ�ÈpÆ0ÆµÖpæpÒ'ÄxÍÂÄ?ÆZÈ!ÖpÌ'Ì
ÈWÊ�Ä�Æf÷�Ò
Ì=ÖpÊ�Ø×Ò�ÍÎÄ�ÆµÞËÒ
É�ÍÕä�Ò
ÇZÒ'ÄËÌ'Ò8ù�ÍÂÆZÞ�ÆZÞ�Ò8ß(ÈWÊ�Ç%�WÖÚÌ'ÈW÷ËÍ0úqÒ
ÓÎÉ�Ø�a×ÊËØ×Æ"ÍÂÄ?ÆµÇ×È�É�Ê�Ì
Ò'É�ÆµÞËÒ
ï�ÖpÇ×ÒxÄ�ÈÚÆ"ÍÂÄ?õÚÖÚÇZÍøÖÚÄ?ÆmÊ�Ä�É�Ò
ÇJÆµÞËÒ
ÖpÌíÆµÍÎÈpÄ8Èpß<ÆµÞ�ÒîØ×ï�ÔJÔ"ÒíÆµÇáï�ù�ÍÕÆµÞ8ÇZÒ'Ø×ò�Ò'ÌíÆ�ÆZÈ!ÆµÞËÒ

x2 = 0
ò�ÓÎÖpÄ�ÒpÁ

TVÍÂÆZÞ�ÆµÞ�Ò
ØZÒ�Ä�ÈpÆµÖÚÆµÍÂÈWÄ�Ø,5ËùvÒîÉ�ÒíúqÄ�ÒîÆµÞ�ÒîÉ�ÒíúqÌ
ÍÎÒ'ÄËÌ
ï8ØZòqÖÚÌ'Ò
D :=

��òqÖpÄ {χtΦj,±, χbΦ
j,± : j = 0, 1}

ù�Þ�Ò
ÇZÒ
χt

ÍÎØ@ÖAÌ
ÊËÆµÈpä�ß(Ê�Ä�ÌíÆµÍÎÈpÄ�ÆZÞqÖÚÆ@ÍÎØ"ÍÎÉ�Ò
Ä?ÆZÍÎÌ'ÖpÓÎÓ ï,Ò'û?ÊqÖÚÓ�ÆµÈ
1
ÈWÄ

Xt,ξ((s0 + 1,∞) × S1)
5

ÍÎÉËÒ'Ä�ÆµÍÎÌ'ÖpÓÎÓ ï�Ò
û?ÊqÖpÓ2ÆZÈ
0
ÈWÄ

Mk(ξ)−Xt,ξ((s0,∞)×S1)
ÖpÄ�ÉJÆZÞqÖÚÆ·ÍÎØ�ÍÎÄ�õÚÖpÇ×ÍøÖpÄ�Æ�Ê�Ä�ÉËÒ'Ç·ÆZÞ�Ò�ÖpÌ
ÆZÍÎÈWÄ

Èpß<ÆµÞ�ÒîØáï�ÔJÔJÒ
ÆµÇáï�ù�ÍÕÆµÞ8ÇZÒ
ØZò�Ò'ÌíÆ�ÆZÈ!ÆZÞ�Ò
x2 = 0

ò�ÓÎÖpÄ�ÒpÁ3ñ�ÓÎØ×ÈF5ËùvÒ�ÖpçWÇZÒ
ÒTÆµÞ�ÖÚÆ
χb(·) := χt(− ·).

àvÓÎÒ'ÖpÇZÓÕï"ß(ÈWÇ
δ < 0 :

L̃ξ,δ : C2,αδ (Mk(ξ))⊕D −→ C0,αδ (Mk(ξ))

w 7−→ γ LMk(ξ) (w)

ÍÎØ�Öm÷�ÈWÊ�Ä�ÉËÒ'ÉUÓÎÍÂÄ�Ò=ÖÚÇ5ÈWò�Ò'ÇZÖÚÆµÈpÇ'Á
ñ ÇZÒ'Ø×Ê�ÓÂÆ"Èpß���ÁPW�Ö�ï�ÖÚÆµÖpÄ�Í�ØZÞ�È�ù�ÄhÍÂÄtY ÛWèA5�Û��b[�ÖpÄËÉ�Òíì�ÆZÒ'Ä�É�Ò
É_ÍÎÄ�ÌXÞ�ÖpòËÆµÒ
ÇUÀ>ÖpØZØZÊËÇZÒ'Ø"ÆZÞqÖÚÆJÆµÞËÒ
÷�ÈWÊ�ÄËÉ�Ò'ÉL�WÖÚÌ'ÈW÷�Í�úqÒ
ÓÎÉ�ØGÈÚß

Mk
ÍÂÄ?õÚÖÚÇZÍøÖÚÄ?ÆFù�ÍÂÆµÞ«Ç×Ò'Ø×ò%Ò
Ì
Æ�ÆµÈfÆZÞ�Ò�ÔJÍÎÇZÇ×ÈWÇFØ×ï�ÔJÔJÒ
ÆµÇáï�ÖpÌ'Ç×ÈWØZØ<ÆµÞËÒ

x2 =
0
òËÓøÖpÄËÒ�5ËÍÎØ5ÓÎÍÂÄ�Ò=ÖÚÇvÌ'ÈWÔ�÷�ÍÂÄqÖÚÆZÍÂÈWÄ�ÈÚß

Φ0,+ ÖpÄ�É
Φ1,+.

Ý0ÞËÍÎØ5ßÖpÌíÆ0ÆZÈWçWÒíÆµÞ�Ò
Ç5ù�ÍÂÆµÞ8ÖpÄxÖÚÉqÖpòËÆµÖÚÆµÍÂÈWÄ@ÆµÈ
ÈWÊ�Ç9ØZÒíÆZÆµÍÂÄ�çTÈpß�ÆZÞ�Ò0ÓÎÍÂÄ�Ò=ÖÚÇ�É�Ò'Ì
ÈWÔJò�ÈWØZÍÕÆµÍÎÈpÄ3��Ò
Ô"Ô"Öôò�ÇZÈ�õWÒ'ÉJÍÂÄ'YéÏpè�[Ëß(ÈWÇ9Ì'ÈpÄ�Ø×ÆµÖpÄ?Æ�ÔJÒ=ÖpÄmÌ'ÊËÇ×õÚÖÚÆZÊ�ÇZÒ
ØZÊËÇ×ßÖpÌ
Ò'Ø�\Ø×Ò'Ò«ÖpÓÂØZÈ�Y À�üb[Fß(ÈpÇ0Ô"ÍÂÄ�ÍÂÔ"ÖÚÓ�Þ�ï�ò�Ò'ÇZØ×Ê�Ç×ßÖÚÌ'Ò'Øk]fÖÚÓÎÓÂÈ�ù�Ø5Ê�Ø0ÆµÈ!çWÒ
Æ0ÆµÞ�ÒTß(ÈWÓÂÓÎÈ�ù�ÍÂÄ�ç�ÇZÒ
ØZÊ�ÓÕÆ
� ¼*¨2°3¨�®=¤(¥�¤(¨��Ö7w�?w¸HwÓµ ����� δ ∈ (−2,−1). µ7�x�R� � { �9��� � �l� � ξ0 � � ~l�c�=�e�=�e�V� � �k�k� |�{ �  ~l�x�z �x� {o| ~ zb{ L̃ξ,δ, ��zb{ |ξ| < ξ0, �=���R� { °�� � ~�� � � | �j�E� | � |L¯ � { �V� }�z�� ��� � �R�^�R� z � 4 �
<qÇZÈpÔ ÆµÞqÖ*Æ�ùvÒîçWÒíÆ�ÆµÞ�ÒTß(ÈpÓÎÓÂÈ�ù�ÍÂÄËçmÈWÄËÒ�Öp÷�ÈWÊËÆ0ÆµÞ�ÒîÈWò�Ò
ÇµÖÚÆZÈWÇ Lξ,δ
� ¼*¨2°3¨�®=¤(¥�¤(¨��¤7w�?w ÿ wÔµ �;��� δ ∈ (1, 2). µ7�x�R� � { �9��� � �l� � ξ0 � � ~��c�=�¥�=�¥�V� � �k�k� |�{ �  ~��x� z �x� {9| ~ zb{
Lξ,δ �=�G�R� { °�� � ~�� � � | �j�q� | � |q¯ � { �V� })z�� ��� � �R�^�R� z � 4 � � zb{ � zb� � { ¨�~��x� { �e�o���=�R~�� Gξ,δ

|³{ � � �c~�l� � � { ��� ��zb{ Lξ,δ ~�� | ~L�c���x�R�j�b�0� �Gz�z ~�� } � z � ξ | �j�r�l�¤� |�{ ~�� � � }d|�{ �N� z ���_� zb{�� �=� ªRz �c�j�c�`��c�x� ��zb{R�3} � | � |ξ| < ξ0 �

ÀWÀWÀ
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Mk(ξ)
ÃÅÄ�ÆµÞËÍÎØ[Ø×Ò'Ì
ÆZÍÎÈWÄAùvÒ�Ì'ÈWÄËØZÍÎÉËÒ'ÇmÖUÆµÇ×Ê�Ä�Ì'ÖÚÆµÊ�Ç×Ò�Èpß

Mk(ξ)
Áf<�ÍÂÇZØáÆ[ù�Ò�Ç×Ò'Ì'ÖpÓÎÓ�Ö>ÇZÒ'Ø×Ê�ÓÂÆ�Èpß�Y ÀWÀ,[vÆZÞqÖÚÆ

É�Ò
ØZÌ'Ç×ÍÎ÷�Ò
Ø[ÆµÞ�Ò"ÇZÒ
çWÍÎÈWÄ.Èpß5ÆZÞ�Ò@Ø×Ê�Ç×ßÖÚÌ'Ò"ù�Þ�ÍÂÌXÞAÌ=ÖpÄ�÷�Ò"òqÖpÇZÖpÔ"ÒíÆµÇ×Í=�'Ò
É.÷?ïAÖUçpÇµÖpò�ÞAÈpÄ�Ö
x3 = 0ò�ÓÎÖpÄ�ÒpÁ

� ��¯A¯A�³7w¸Hw�{^�Ð(�2�!Ñ�aSw µ7�x� { ���o���=�R~l� ε0 > 0 �R� � �0~l� | ~�¨ ��zb{�|�}l} ε ∈ (0, ε0)
| �j� |�}l} |ξ| 6 ε

| �| �x�x� }d|�{ � |�{ ~ z�� ~l�x�E�R�j�b� Et(ξ), Eb(ξ) | �j� Em z��
Mk(ξ)

�9| � ª ��� { �l~�~��R� | � � � { ~�� �9|�}±��{o| �x���zb� � { ~��x� | �x�x� } ��� B2rε −Brε/2
��zb{ ~l�x� � �A� � ~�� z �^�

Ut(r, θ) = σt,ξ + ln(2r)− ξ r cos θ +OC∞b (ε),
Ub(r, θ) = −σb,ξ − ln(2r)− ξ r cos θ +OC∞b (ε),
Um(r, θ) = OC∞b (r−(k+1)).

� � { � (r, θ) |�{ ��~l�x�.� zb}d|�{��kz�zb{ ���l� | ~��k���l�q~��x� x3 = 0 � }d| �V�6�Gµ7�x� � �A� � ~�� z �^� O(ε)
|�{ ���c�����V�9��l�p~l�x� | �x�F� } ��� B2 rε − Brε/2

| �j� |�{ � ªRz �c�j�c�9�0�l� C∞b ~ z � zb}=z9� � ª � |e��z �^��~ | �x~ � �l�j�c���x�R�j�c�R�x~z � ε  � � } ~���� } �¬�9� ª � ε ¨N�N�x� { �)~��x��� |�{ ~�� |�} �c� { � �b| ~�� � �k� |�{ � ��zb� �j�c~��9���i�l~�� { �k���x� � ~N~ z ~l�x� � � � ~ zb{��� } �b� r ∂r | �j� ∂θ �
Ý0Þ�Ò
Ä

Mk(ε/2)
ÞqÖpØ5ÆÅùvÈ!Ò
Ä�É�Ø

Et(ε/2)
ÖÚÄ�É

Eb(ε/2)
ù�ÞËÍÎÌ§ÞxÖpÇZÒjçWÇµÖÚò�Þ�Ø0È�õWÒ'Ç5ÆµÞËÒ

x3 = 0
ò�ÓøÖÚÄ�Ò

ß(ÈWÇ5ß(Ê�ÄËÌ
ÆµÍÂÈWÄ�Ø
Ut
ÖpÄ�É

Ub
É�ÒíúqÄ�Ò
É>ÈWÄ�ÆµÞ�Ò�ÖpÄËÄ�Ê�ÓÂÊ�Ø

B2 rε −Brε/2
Á#T.Ò�Ø×Ò
Æ

sε = −
1

2
ln ε

ÖÚÄ�É
ρε = 2ε1/2.

T.Ò@É�Ò
ú�Ä�Ò
MT

k (ε/2)
ÆZÈ�÷�Ò"Ò'û?ÊqÖpÓ·ÆµÈ

Mk(ε/2)
ß(Ç×ÈWÔ ù�Þ�ÍÎÌ§ÞAùvÒ@ÞqÖ=õWÒ@ÇZÒ'ÔJÈ�õWÒ'ÉAÆZÞ�Ò@ÍÎÔ"ÖpçpÒJÈpß

(sε,+∞)×S1 ÷�ï Xt,ε/2,
ÆZÞ�Ò0ÍÎÔ"ÖpçWÒvÈÚß

(−∞,−sε)×S1 ÷�ï Xb,ε/2
ÖpÄ�ÉmÆZÞ�Ò0ÍÎÔ"ÖpçWÒvÈÚß

Bρε(0)
÷�ï

Xm.
ÃÅÄ>ÆZÞ�ÍÎØ�Ø×Ò'ÌíÆµÍÎÈpÄ>ùvÒ«ù�ÍÂÓÎÓFò�ÇZÈ�õWÒ«ÆµÞ�Ò«Òíì�ÍÎØáÆµÒ'ÄËÌ'Ò�Èpß�ÖJßÖpÔJÍÎÓ ï�Èpß3ØZÊËÇ×ßÖpÌ
Ò'ØjÌ
ÓÎÈWØ×Ò«ÆZÈ

MT
k (ε/2).T.Òîß(ÈpÓÎÓÂÈ�ù�ÆZÞ�ÒTùvÈWÇ×æqYÕÀpÀ6[�Á

<�ÍÂÇZØ×Æ65*ù�ÒvÔJÈ�É�ÍÕß$ïjÆµÞËÒ�òqÖpÇµÖÚÔ"ÒíÆµÇZÍ��=Ö*ÆµÍÂÈpÄ�ÈpßËÆµÞËÒ�Ò'Ä�É
Et(ε/2)

5
Eb(ε/2)

ÖpÄ�É
Em

5*ß(ÈWÇGÖÚò�ò�ÇZÈpò�ÇZÍÎÖÚÆµÒ
Ø
õÚÖÚÓÎÊ�Ò
Ø�Èpß

s
5�ØZÈ!ÆµÞqÖ*Æ�5Ëù�Þ�Ò'Ä

r ∈ [3rε/4, 3rε/2]
ÆµÞ�ÒîÌ
Ê�Ç×õWÒ
Ø�Ì
ÈWÇZÇZÒ
ØZò�ÈWÄËÉ�ÍÎÄ�ç!ÆZÈ!ÆZÞ�ÒîÍÎÔ"ÖpçWÒôÈpß

θ → (r cos θ, r sin θ, Ut(r, θ)), θ → (r cos θ, r sin θ, Ub(r, θ))

Ì'ÈpÇZÇZÒ
ØZò�ÈWÄËÉUÆZÈ!ÆZÞ�ÒîÌ'Ê�ÇáõWÒ
s = ± log(2r)

Á
Ý0Þ�Ò�Ì
Ê�Ç×õWÒ

θ → (r cos θ, r sin θ, Um(r, θ))
Ì
ÈWÇZÇ×Ò'ØZò�ÈpÄ�É�Ø�ÆµÈ

ρ = 1
r

Á
Ý0Þ�Ò[Ø×Ò'Ì
ÈWÄ�É{ØáÆµÒ
ò�ÍÎØ�ÆµÞ�Ò«ÔJÈ�É�ÍÂúqÌ'ÖÚÆµÍÂÈpÄxÈpß9Ê�Ä�ÍÂÆ�ÄËÈWÇZÔ"ÖpÓ¸õWÒ'Ì
ÆZÈWÇ�úqÒ
ÓÎÉUÈWÄ

Mk(ε/2)
ÍÎÄ�ÆµÈ@Ö!ÆµÇµÖÚÄ�Øáâ

õWÒ'Ç×ØZÒ@Ê�ÄËÍÂÆîõWÒ'Ì
ÆZÈWÇ�úqÒ'ÓÂÉ
ñε/2

ÍÂÄ.Ø×Ê�ÌXÞ�Ö8ù5Ö�ï{ÆµÞqÖÚÆ«ÍÕÆ�Ì'ÈWÍÂÄ�Ì
ÍÎÉ�Ò
Ø�ù�ÍÕÆµÞ ÆZÞ�Ò"Ä�ÈWÇ×Ô@ÖÚÓ9õWÒ'ÌíÆµÈWÇ�úqÒ
ÓÎÉ
nε/2

ÈWÄ
Mk(ε/2)

5qÍÎØ�Ò
û�Ê�ÖpÓ�ÆZÈ
e3
ÈWÄxÆZÞ�Ò�çWÇZÖpò�ÞxÈ�õWÒ'Ç

B3rε/2 − B3rε/4
ÈpßGÆµÞ�Òîß(ÊËÄ�Ì
ÆZÍÎÈWÄ�Ø

Ut
ÖpÄËÉ

ÀWÀ�Ï



Ub
ÖpÄ�É�ÍÂÄ?ÆZÒ'ÇZò�ÈpÓøÖÚÆZÒ�ØZÔJÈ�ÈpÆZÞ�ÓÂï�÷�Ò
ÆÅùvÒ'Ò
Ä{ÆµÞËÒ[É�ÍÂä%Ò'Ç×Ò'Ä�ÆjÉËÒ
úqÄËÍÂÆµÍÂÈWÄ�Ø�ÈÚß

ñε/2
ÍÂÄ>É�ÍÕä�Ò
ÇZÒ'Ä�ÆôØZÊ�÷�Ø×Ò
ÆZØ

Èpß
MT

k (ε/2)
Á

<�ÍÂÄqÖpÓÂÓÕïJùvÒ�Èp÷�ØZÒ
Ç×õWÒîÆµÞqÖ*ÆfÌ
ÓÎÈWØ×ÒTÆµÈ
Et(ε/2),

ùvÒ�Ì'ÖpÄxçWÍÕõWÒTÆZÞ�ÒTß(ÈWÓÎÓÂÈ�ù�ÍÂÄ�ç�Ò'Ø×ÆZÍÎÔ"ÖÚÆµÒ�U
∣∣cosh2 s

(
LMk(ε/2)v − cosh−2 s

(
∂2ssv + ∂2θθv

))∣∣ 6 c
∣∣cosh−2 s v

∣∣ . \�ÛËÁÕÀ=Ù�]
Ý0Þ�ÍÂØ0ß(ÈWÓÎÓÂÈ�ù�Ø0Ò'ÖpØZÍÂÓÂï"ß(ÇZÈWÔÜ\ÛËÁÜü�]vÆZÈWçWÒíÆµÞ�Ò
Ç0ù�ÍÂÆZÞ8ÆµÞËÒîßÖÚÌ
Æ�ÆZÞqÖÚÆ

wt,ξ
\(ØZÒ
ÒG\�ÛËÁÕÀWÀS]o]vÉ�Ò
Ì=Ö�ï�ØôÖ*ÆfÓÂÒ=ÖpØáÆ

ÓÎÍÂæpÒ
cosh−2 s

ÈpÄ
Et(ε/2).

��ÍÎÔJÍÂÓÎÖÚÇ5Ì
ÈWÄ�ØZÍÂÉ�Ò
ÇµÖÚÆµÍÂÈWÄ�Ø0Þ�ÈWÓÂÉxÌ
ÓÎÈWØ×ÒîÆZÞ�Ò�÷�ÈÚÆZÆµÈpÔðÒ
Ä�É
Eb(ε/2).

W�Ò'ÖpÇ
ÆµÞËÒ�ÔJÍÎÉËÉ�ÓÂÒjò�ÓøÖÚÄqÖpÇ5Ò'Ä�É

Em,
ùvÒ�Èp÷�ØZÒ
Ç×õWÒîÆµÞqÖÚÆ0ÆµÞËÒTß(ÈWÓÎÓÂÈ�ù�ÍÂÄ�çmÒ
Ø×ÆZÍÎÔ"ÖÚÆµÒjÞ�ÈWÓÎÉËØ6U

∣∣|x|−4
(
LMk(ε/2)v − |x|4∆0v

)∣∣ 6 c
∣∣|x|2k+3∇v

∣∣ . \�ÛËÁÕÀ�ë�]
Ý0Þ�ÍÂØ�ß(ÈWÓÂÓÎÈ�ù�Ø·Ò=ÖÚØZÍÎÓÕïmß(ÇZÈWÔ \�ÛËÁÜë�]3ÆZÈWçWÒ
ÆZÞ�Ò'Ç·ù�ÍÂÆZÞ@ÆZÞ�Ò�ßÖpÌíÆ�ÆµÞqÖÚÆ

um
É�Ò
Ì=Ö�ï�Ø0ÖÚÆvÓÂÒ=ÖpØáÆvÓÎÍÎæpÒ |x|k+1 ÈWÄ

Em.

Ý0Þ�Ò"çWÇZÖpò�Þ.Èpß0Ö8ß(Ê�ÄËÌ
ÆµÍÂÈWÄ
u
5GÊ�ØZÍÂÄ�çxÆZÞ�ÒJõWÒ
Ì
ÆZÈWÇ�úqÒ'ÓÂÉ

ñε/2
5<ù�ÍÂÓÎÓ9÷�Ò@ÖxÔJÍÎÄ�ÍÂÔJÖpÓ9Ø×Ê�Ç×ßÖÚÌ'Ò"ÍÂß5ÖpÄËÉ

ÈWÄ�ÓÕï�ÍÕß
u
ÍÂØ�Ö!ØZÈpÓÎÊËÆZÍÎÈWÄ�ÈÚß9Ö!Ø×Ò'Ì
ÈWÄ�ÉUÈWÇZÉËÒ'Ç�Ä�ÈpÄ�ÓÎÍÂÄ�Ò=ÖÚÇ0Ò
ÓÎÓÂÍÂòËÆµÍÕÌjÒ'û?ÊqÖ*ÆµÍÎÈpÄxÈpß<ÆµÞ�ÒTß(ÈWÇ×Ô

LMT
k (ε/2) u = L̃ε/2 u+Qε (u)

ù�Þ�Ò
ÇZÒ LMT
k (ε/2)

ÍÎØmÆZÞ�Òe�WÖpÌ
ÈW÷�Í�Èpò�Ò'ÇµÖ*ÆµÈWÇJÖÚ÷�ÈWÊËÆ
MT

k (ε/2)
5
Qε

ÍÎØJÖRÄ�ÈpÄ�ÓÎÍÂÄ�Ò=ÖpÇ�ØZÒ
Ì'ÈWÄ�É�ÈWÇ×É�Ò'Ç
É�ÍÕä�Ò
ÇZÒ'Ä�ÆµÍÎÖpÓ�ÈWò�Ò
ÇµÖÚÆZÈWÇmÖpÄËÉ

L̃ε/2
ÍÎØmÖ�ÓÂÍÎÄ�Ò'ÖpÇ«ÈWò�Ò'ÇZÖÚÆµÈWÇ«ù�Þ�ÍÎÌ§Þ�Æ§ÖÚæpÒ'ØmÍÎÄ�ÆµÈ{ÖpÌ'Ì
ÈWÊ�Ä�ÆmÆµÞ�Ò�Ì§ÞqÖpÄËçWÒ

Èpß�ÆZÞ�ÒJÄ�ÈpÇZÔ"ÖpÓ�õWÒ
Ì
ÆµÈpÇ�ú�Ò'ÓÂÉÕ\(ÈWÄ�ÓÕï>ß(ÈWÇTÆZÞ�Ò!ÆZÈWò.ÖpÄ�É ÷�ÈpÆZÆZÈWÔ Ò
Ä�É�Ø`]�ÖpÄËÉ.Èpß�ÆZÞ�ÒJÌ§ÞqÖpÄËçWÒJÈpß�ÆµÞËÒ
òqÖpÇZÖpÔJÒ
ÆµÇ×Í=�'ÖÚÆµÍÂÈpÄ¸Á{Ý0Þ�ÍÎØ�ÈWò�Ò'ÇZÖÚÆµÈpÇ�ÍÎØ�Ø×Ê�ò�ò�ÈWÇáÆµÒ
É�ÍÎÄ�Ö{ÄËÒ'ÍÎçpÞ�÷�ÈWÊ�Ç×Þ�È�È�É�Èpß {±sε} × S1 ù�Þ�Ò'Ç×ÒÍÂÆZØjÌ'È�ÒR�"Ì
ÍÎÒ
Ä?ÆZØ�ÖpÇZÒmÊËÄ�ÍÂß(ÈpÇZÔJÓÕïU÷�ÈpÊ�Ä�É�Ò
É.÷�ï{Ö�Ì
ÈWÄ�ØáÆ§ÖpÄ�ÆîÆZÍÎÔJÒ'Ø

ε
ÖpÄ�ÉRÈÚß {ρε} × S1 ù�Þ�Ò'Ç×Ò!ÍÂÆZØÌ'È�ÒR�JÌ'ÍÂÒ'Ä?ÆZØ�ÖpÇZÒTÊ�Ä�ÍÂß(ÈpÇZÔJÓÕï"÷%ÈpÊ�Ä�É�Ò
ÉU÷?ï8ÖmÌ'ÈWÄ�ØáÆ§ÖpÄ�ÆfÆZÍÎÔJÒ'Ø

ε2.

W�È�ù�5ËùvÒTÌ'ÈWÄËØZÍÎÉËÒ'Ç5ÆZÞ�ÇZÒ
ÒTß(ÊËÄ�Ì
ÆZÍÎÈWÄ�Ø
ϕt, ϕb, ϕm ∈ C2,α(S1)

ù�Þ�ÍÂÌXÞ8ÖpÇZÒjÒ
õWÒ
Ä75�ù�ÍÂÆµÞ�Ç×Ò'ØZò�Ò
Ì
Æ�ÆµÈ
θ
5

ϕt, ϕb
ÖpÇ×Ò

L2 ÈWÇáÆµÞ�ÈWçpÈWÄqÖpÓ2ÆZÈ 1 ÖpÄ�É cos θ
ù�Þ�ÍÂÓÎÒ

ϕm
ÍÎØ
L2 ÈpÇ×ÆµÞ�ÈpçWÈWÄqÖÚÓ2ÆµÈ 1 Á3ñôØ×ØZÊ�ÔJÒôÆµÞ�ÖÚÆvÆµÞËÒ
ïØµÖ*ÆµÍÎØáß$ï

‖ϕt‖C2,α + ‖ϕb‖C2,α + ‖ϕm‖C2,α 6 κ ε.
\�Û�ÁÂÀ�è�]

T.Ò�Ø×Ò
Æ
Φ := (ϕt, ϕb, ϕm)

ÖpÄ�É8ùvÒîÉ�ÒíúqÄ�Ò
wΦ

ÆµÈ!÷�ÒTÆµÞ�ÒTß(Ê�Ä�ÌíÆµÍÂÈWÄ8Ò'û?ÊqÖpÓ¸ÆµÈ
ÀWÁ
χ+Hϕt(sε − s, ·)

ÈWÄ�ÆZÞ�ÒTÍÂÔ@ÖÚçWÒ�Èpß
Xt,ε/2

ù�Þ�Ò
ÇZÒ
χ+

ÍÂØ0Ö[Ì'ÊËÆáâÅÈpäUß(Ê�Ä�ÌíÆµÍÂÈWÄ�Ò
û?ÊqÖpÓ�ÆZÈ
0
ß(ÈpÇ

s 6 s0 + 1
ÖpÄ�ÉxÍÂÉ�Ò'Ä�ÆµÍÂÌ=ÖpÓÂÓÕï"Ò'û?ÊqÖpÓ¸ÆµÈ

1
ß(ÈWÇ

s ∈ [s0 + 2, sε],

Ï�Á
χ−Hϕb(s− sε, ·)

ÈWÄ@ÆµÞËÒjÍÎÔ"ÖpçWÒfÈpß
Xb,ε/2

ù�ÞËÒ'ÇZÒ
χ−

ÍÎØ5Ö[Ì'Ê�Æ×âÅÈÚäUß(Ê�Ä�ÌíÆµÍÂÈWÄ�Ò'û?ÊqÖpÓ%ÆZÈ
0
ß(ÈpÇ

s > −s0 − 1
ÖpÄ�ÉxÍÂÉ�Ò'Ä�ÆµÍÂÌ=ÖpÓÂÓÕï"Ò'û?ÊqÖpÓ¸ÆµÈ

1
ß(ÈWÇ

s ∈ [−sε,−s0 − 2],

ÛËÁ
χm H̃ρε,ϕm(·, ·)

ÈWÄAÆµÞËÒ�ÍÎÔ"ÖpçWÒJÈÚß
Xm,

ù�Þ�Ò
ÇZÒ
χm

ÍÎØ[Ö>Ì'ÊËÆáâÅÈpä�ß(Ê�Ä�ÌíÆµÍÂÈWÄ�Ò
û�Ê�ÖpÓ�ÆµÈ
0
ß(ÈpÇ

r > ρ0
ÖpÄËÉxÍÎÉ�Ò
Ä?ÆZÍÎÌ=ÖÚÓÎÓÕï"Ò'û?ÊqÖÚÓFÆZÈ

1
ß(ÈWÇ

ρ ∈ [ρε, ρ0/2],

ÀWÀ�Û



Ù�Á)
mÈWÄ8ÆZÞ�ÒîÇZÒ
Ô@ÖpÍÂÄ�ÍÂÄ�ç�òqÖpÇ×Æ�Èpß<ÆµÞ�ÒîØ×Ê�Ç×ßÖpÌ
Ò
MT

k (ε/2).

Ý0Þ�Ò�Èpò�Ò'ÇµÖ*ÆµÈWÇ×Ø
H̃
ÖpÄ�É

H
ÖpÇ×ÒîÞqÖpÇ×Ô"ÈpÄ�ÍÎÌjÒXì�ÆµÒ'ÄËØZÍÎÈpÄ�Ø652ÍÂÄ?ÆµÇ×È�É�Ê�Ì
Ò'ÉxÍÎÄxÖÚò�ò�Ò'Ä�ÉËÍÕì8ñ ÇZÒ'Ø×ò�Ò'ÌíÆµÍÂõWÒ
ÓÂï

ÍÎÄ8òËÇZÈWò�ÈWØ×ÍÂÆZÍÎÈWÄ�Ø0ÛËÁéüËÁÜÏmÖpÄ�ÉUÛËÁéüËÁ Ù�Á
T.Ò�ùvÈWÊ�ÓÂÉ@ÓÎÍÎæpÒ�ÆµÈ[ò�Ç×È�õWÒ�ÆµÞ�ÖÚÆ�5�Ê�Ä�É�Ò
Ç0ÖpòËò�ÇZÈWòËÇZÍøÖ*ÆµÒ'Ø�Þ�ï�ò�ÈpÆµÞ�Ò
ØZÍÂØ65�ÆµÞ�ÒôçpÇµÖpò�Þ�Öp÷�ÈWÊ�Æ

MT
k (ε/2)

Èpß
ÆµÞËÒîß(ÊËÄ�Ì
ÆZÍÎÈWÄ

u = wΦ + v
ÍÂØ�Ö!ÔJÍÎÄ�ÍÂÔJÖpÓ%ØZÊËÇ×ßÖpÌ
ÒpÁ·Ý0ÞËÍÎØ�ÍÂØ�Ò
û?Ê�ÍÂõ*ÖpÓÎÒ
Ä?Æ0ÆµÈ!ØZÈWÓÕõWÒTÆµÞ�ÒîÒ
û�Ê�ÖÚÆµÍÂÈWÄ7U

LMT
k (ε/2)(wΦ + v) = L̃ε/2(wΦ + v) +Qε(wΦ + v)

ÈWÄ
MT

k (ε/2),
ØZÈ«ÆZÞqÖÚÆ·ÆZÞ�Ò�çpÇµÖpò�Þ"Èpß

u = wΦ+ v
ù�ÍÎÓÂÓq÷�Ò�Ö�Ô"ÍÂÄ�ÍÂÔ"ÖÚÓ�ØZÊ�ÇáßÖpÌ'ÒÚÁ3Ý0Þ�Ò�ÇZÒ
ØZÈWÓÂÊËÆµÍÂÈWÄJÈpß

ÆµÞËÒîòËÇZÒ
õ�ÍÂÈWÊ�Ø0Ò'û?ÊqÖ*ÆµÍÎÈpÄ8ÍÂØ5ÈW÷ËÆ§ÖÚÍÎÄ�Ò
É�ÆZÞqÖpÄ�æ?Ø0ÆZÈmÆZÞ�ÒTÈWÄ�ÒTÈÚß<ÆZÞ�Òjß(ÈWÓÎÓÂÈ�ù�ÍÂÄ�ç«úËì�Ò'Éxò�ÈWÍÎÄ�Æ0ò�Ç×ÈW÷�ÓÂÒ'Ô�U
v = T (Φ, v)

\ÛËÁÂÀ���]
ù�ÍÂÆZÞ

T (Φ, v) = Gε/2,δ ◦ Eε
(
γ
(
L̃ε/2(wΦ + v)− LMT

k (ε/2) wΦ +Qε(wΦ + v)
))

ù�Þ�Ò
ÇZÒ
δ ∈ (1, 2),

ÆµÞ�ÒxÈWò�Ò'ÇZÖÚÆµÈpÇ
Gε/2,δ

ÍÎØ!É�Ò
úqÄËÒ'ÉhÍÎÄ�ò�ÇZÈWò�ÈpØZÍÂÆZÍÎÈWÄ�ÛËÁéÛËÁÐëRÖpÄ�É Eε ÍÂØ"Ö ÓÎÍÂÄ�Ò=ÖpÇÒíì�ÆZÒ'Ä�Ø×ÍÎÈWÄxÈWò�Ò'ÇµÖ*ÆµÈWÇ0ØZÊËÌXÞxÆµÞ�ÖÚÆ
Eε : C0,αδ (MT

k (ε/2)) −→ C0,αδ (Mk(ε/2)),

ù�Þ�Ò
ÇZÒ C0,αδ (MT
k (ε/2))

ÉËÒ'Ä�ÈÚÆµÒ'ØFÆZÞ�Ò3ØZòqÖpÌ
Ò�Èpß?ß(Ê�Ä�ÌíÆµÍÎÈpÄ�ØFÈpß C0,αδ (Mk(ε/2))
Ç×Ò'Ø×ÆZÇZÍÂÌ
ÆµÒ
ÉîÆZÈ

MT
k (ε/2).ÃþÆ�ÍÂØ9É�Ò
úqÄËÒ'É"÷�ï Eεv = v

ÍÎÄ
MT

k (ε/2), Eεv = 0
ÍÎÄ�ÆµÞËÒ�ÍÂÔ"ÖpçWÒvÈÚß

[sε+1,+∞)×S1 ÷�ï Xt,ε/2,
ÍÂÄ

ÆµÞËÒjÍÂÔ@ÖpçpÒfÈpß
(−∞,−sε− 1)×S1 ÷�ï Xb,ε/2

ÖpÄËÉ�ÍÂÄ@ÆZÞ�ÒôÍÎÔ"ÖpçWÒfÈpß
Bρε/2×S1 ÷?ï Xm.

<�ÍÎÄ�ÖpÓÂÓÕï
Eεv

ÍÎØ�ÖÚÄxÍÎÄ�ÆµÒ'Ç×ò�ÈWÓøÖ*ÆµÍÂÈpÄ�Èpß<ÆµÞ�Ò
ØZÒîõÚÖÚÓÎÊ�Ò
Ø�ÍÎÄ�ÆµÞËÒ�Ç×Ò'Ô"ÖpÍÂÄ�ÍÂÄ�çmò�ÖpÇ×Æ�Èpß
Mk(ε/2)

Ø×Ê�Ì§ÞUÆZÞqÖÚÆ
(Eεv) ◦Xt,ε/2(s, θ) = (1 + sε − s)(v ◦Xt,ε/2(sε, θ)),

ß(ÈWÇ
(s, θ) ∈ [sε, sε + 1]× S1,

(Eεv) ◦Xb,ε/2(s, θ) = (1 + sε + s)(v ◦Xb,ε/2(sε, θ))
ß(ÈWÇ

(s, θ) ∈ [−sε − 1,−sε]× S1,

(Eεv) ◦Xm(ρ, θ) =

(
2

ρε
ρ− 1

)
(v ◦Xm(ρε, θ))

ß(ÈWÇ
(ρ, θ) ∈ [ρε/2, ρε]× S1.

`���¯A��¼�»³7w¸HwÂ¿?w ��� �kz �^���9«6�x�R� � � z�� ~��x�i� {`z �x� { ~��¬�k� z�� Eε, � � supp v∩(Bρε −Bρε/2

)
6= ∅ ~��x�R�

‖(Eεv) ◦Xm‖C0,α(B̄ρ0 )
6 cρ−αε ‖v ◦Xm‖C0,α(Bρ0−Bρε ).

µ7�c�=���x�x�R� zb� �R� z � z�� �o�,� }=z �R� z � z�� ~l�x��� zb{�� � z �k��� z ~ z��k� � { �V� |�{ ~��x� �9| ~��R� z ��� |�} ~��k�x�3�R�j�b�6�
‖(Eεv) ◦Xt,ε/2‖C0,α([s0,+∞)×S1) 6 c‖v ◦Xt,ε/2‖C0,α([s0,sε]×S1).

�´�R� � � }d|�{ �9«6� | ~�� z �_� zb} �b� ��zb{ ~��x� ªRz ~�~ zb� �R�j���
� �I~l�x� ��zb}l}=z �i�l� � �����i� }l}H| �k�R� � � α > 0

| �j� �R}=z ���D~ z �b� {`z �
ÀWÀ=Ù



Ý0Þ�ÒjÒíì�ÍÎØáÆµÒ
Ä�Ì'ÒTÈpß<Ö[ØZÈWÓÂÊËÆµÍÂÈWÄ
v ∈ C2,αδ (MT

k (ε/2))
ß(ÈpÇ�ÆµÞ�ÒôÒ'û?ÊqÖÚÆZÍÎÈWÄf\�Û�ÁÂÀS��]·ÍÂØ5Ö[Ì'ÈWÄ�Ø×Ò'û?Ê�Ò'Ä�Ì'ÒîÈÚß

ÆµÞËÒîß(ÈpÓÎÓÂÈ�ù�ÍÂÄ�çmÇ×Ò'ØZÊËÓÂÆ0ù�Þ�ÍÎÌ§Þxò�ÇZÈ�õWÒ'Ø�ÆZÞqÖÚÆ
T
ÍÎØ�ÖmÌ'ÈWÄ�ÆµÇZÖpÌ
ÆZÍÎÄ�ç!Ô"Öpò�òËÍÎÄ�ç�Á

� ��¯A¯A�p?w¸Hw�7w µ7�x� { ���o���=�R~ �kz �^�R~ | �x~l� cκ > 0
| �j� εκ > 0 ¨i�R� � �'~�� | ~

‖T (Φ, 0)‖C2,α
δ

6 cκ ε
3/2 \�ÛËÁÕÀ���]

| �j�b¨ ��zb{�|�}l} ε ∈ (0, εκ), 0 < α < 1
2
,

‖T (Φ, v2)− T (Φ, v1)‖C2,α
δ (Mk(ε/2))

6
1

2
‖v2 − v1‖C2,α

δ (Mk(ε/2))
,

‖T (Φ2, v)− T (Φ1, v)‖C2,α
δ (Mk(ε/2))

6 cε ‖Φ2 − Φ1‖C2,α(S1),
\�ÛËÁÕÀ�ü�]

�N�x� { ������� |�� �����R~ ��zb{ �k� zb{ ~
‖Φ2 − Φ1‖C2,α(S1) = ‖ϕt,2 − ϕt,1‖C2,α(S1) + ‖ϕb,2 − ϕb,1‖C2,α(S1) + ‖ϕm,2 − ϕm,1‖C2,α(S1)

��zb{n|�}l}
v, v1, v2 ∈ C2,αδ (MT

k (ε/2))
| �j�_� | ~��=� � ���l� � ‖v‖C2,α

δ
6 2 cκ ε

3/2 | �j� ��zb{G|�}l}�ªRz �c�j� |�{ �
� | ~ | Φ,Φ1,Φ2 ∈ [C2,α(S1)]3 � | ~��=� � ���l� � \�ÛËÁÕÀ�è�] �
� ¼*¨¸¨2ª`w TAÒ!ÇZÒ
Ì=ÖÚÓÎÓ�ÆµÞ�ÖÚÆîÆZÞ�Ò%�WÖpÌ
ÈW÷�Í3ÈWò�Ò
ÇµÖÚÆZÈWÇîÖpØZØ×È�Ì'ÍÎÖÚÆµÒ
ÉRÆµÈ

Mk(ε/2),
ÍÂØîÖpØ×ï�ÔJòËÆµÈpÆZÍÎÌ[ÆµÈ�ÆµÞ�Ò

ÈWò�Ò
ÇµÖÚÆZÈWÇTÈÚß·ÆµÞ�ÒmÌ=ÖÚÆZÒ'Ä�ÈpÍÎÉRÄ�Ò'ÖpÇjÆµÞ�ÒmÌ=ÖÚÆZÒ'Ä�ÈpÍÎÉqÖÚÓ9Ò
Ä�É�Ø65<ÖpÄ�ÉRÍÂÆjÍÎØTÖpØ×ï�ÔJòËÆµÈpÆZÍÎÌ[ÆµÈ�ÆµÞ�ÒmÓøÖpòËÓøÖpÌ
ÍÎÖpÄ
Ä�Ò'ÖpÇjÈpß3ÆZÞ�Ò�ò�ÓÎÖpÄqÖpÇ�Ò
Ä�É¸ÁîÝ0ÞËÒ�ß(Ê�Ä�ÌíÆµÍÂÈWÄ

wΦ
ÍÂØôÍÎÉËÒ'Ä?ÆZÍÎÌ'ÖpÓÎÓ ï'�'Ò'Ç×È�ßÖpÇ�ß(Ç×ÈWÔdÆZÞ�Ò�Ò'ÄËÉ�Øjù�Þ�Ò
ÇZÒ�ÆµÞËÒ

Òíì�ò�ÓÂÍÎÌ
ÍÂÆ0Òíì�ò�Ç×Ò'ØZØ×ÍÎÈWÄUÈpß LMk(ε/2)
ÍÎØ0Ä�ÈpÆfæ?Ä�È�ù�Ä7U�ÆµÞ�ÍÂØ�ÍÎØ5ÆµÞËÒ�Ç×Ò=ÖpØ×ÈWÄUÈpßGÈWÊ�Ç�òqÖÚÇ×ÆµÍÂÌ'Ê�ÓÎÖpÇ5Ì§Þ�ÈWÍÂÌ'ÒîÍÂÄ

ÆµÞËÒ�É�Ò
ú�Ä�ÍÂÆZÍÎÈWÄmÈpß
wΦ.

Ý0Þ�Ò'ÄJß(Ç×ÈWÔ¡ÆZÞ�Ò�É�ÒíúqÄ�ÍÂÆZÍÎÈWÄmÈpß
wΦ,

ÆµÞ�ÖpÄ�æ?Ø�ÆZÈ�òËÇZÈWò�ÈWØ×ÍÂÆZÍÎÈWÄmÛËÁÜÛ�ÁÐëA5pÆµÈ%\�ÛËÁÕÀ=Ù�]
ÖpÄ�É·\ÛËÁÕÀ�ë�]�5ËùvÒîÈW÷ËÆ§ÖÚÍÎÄ�ÆZÞ�ÒîÒ'ØáÆµÍÎÔ"ÖÚÆZÒ

‖Eε
(
γLMT

k (ε/2) wΦ

)
‖C0,α

δ (Mk(ε/2))
=

∣∣∣
∣∣∣
(
γLMT

k (ε/2) −
(
∂2s + ∂2θ

))
(wΦ ◦Xt,ε/2)

∣∣∣
∣∣∣
C0,α
δ ([s0+1,sε]×S1)

+

∣∣∣
∣∣∣
(
γLMT

k (ε/2) −
(
∂2s + ∂2θ

))
(wΦ ◦Xb,ε/2)

∣∣∣
∣∣∣
C0,α
δ ([−sε,−s0−1]×S1)

+

ρ−αε

∣∣∣
∣∣∣
(
γLMT

k (ε/2) −∆0

)
(wΦ ◦Xm)

∣∣∣
∣∣∣
C0,α([ρε,ρ0]×S1)

6 c
∣∣∣∣cosh−2 s (wΦ ◦Xt,ε/2)

∣∣∣∣
C0,α
δ ([s0+1,sε]×S1)

+c
∣∣∣∣cosh−2 s (wΦ ◦Xb,ε/2)

∣∣∣∣
C0,α
δ ([−sε,−s0−1]×S1)

+

cε−
α
2

∣∣∣∣ρ2k+3∇(wΦ ◦Xm)
∣∣∣∣
C0,α([ρε,ρ0]×S1)

6 cκ ε
2 + ck ε

3/2 6 cκε
3/2.

ÀWÀ�ë



Ý<ÈJÈW÷ËÆµÖpÍÎÄ�ÆµÞ�ÍÂØ�Ò
Ø×ÆZÍÎÔ"ÖÚÆµÒôùvÒ�Ê�Ø×Ò'ÉxÆµÞËÒTß(ÈWÓÎÓÂÈ�ù�ÍÂÄ�çmÈpÄ�Ò'Ø,U
sup

[s0+1,sε]×S1

e−δs
∣∣cosh−2 s (wΦ ◦Xt,ε/2)

∣∣
0,α;[s,s+1]

6 c sup
[s0+1,sε]×S1

e−δse−2(sε−s)e−2s|φt|2,α 6

c e−2sε|φt|2,α 6 ckε
2

\�ÖmØZÍÂÔ"ÍÂÓÎÖÚÇvÒ'Ø×ÆZÍÎÔ"ÖÚÆZÒTÞ�ÈWÓÂÉ�Ø5ß(ÈWÇ5ÆµÞ�Òî÷�ÈÚÆZÆµÈpÔðÒ
Ä�ÉX]0ÖpÄ�É
sup

[ρε,ρ0]×S1

|ρ2k+3∇(wΦ ◦Xm)| 6 cε−α/2‖ρ2k+3wΦ‖C2,α([ρε,ρ0]×S1) 6 ckε
3/2.

J�Ø×ÍÎÄ�çmÆµÞËÒ�òËÇZÈWò�Ò
Ç×ÆµÍÂÒ'Ø�ÈÚß
L̃ε/2

5�ùvÒîÈW÷ËÆµÖpÍÎÄ

‖Eε
(
γL̃ε/2 wΦ

)
‖C0,α

δ (Mk(ε/2))
6 cε‖wΦ◦Xt,ε/2‖C0,α

δ ([s0+1,sε]×S1)+cε‖wΦ◦Xb,ε/2‖C0,α
δ ([−sε,−s0−1]×S1)+

+cε1−α/2‖wΦ ◦Xm‖C0,α([ρε,ρ0]×S1) 6 cκε
3/2.ñôØîß(ÈWÇTÆµÞ�ÒJÓøÖpØáÆ�ÆZÒ'Ç×Ô_5�ùvÒJÇZÒ'Ì'ÖpÓÎÓ9ÆµÞ�ÖÚÆ�ÆZÞ�Ò"ÈWò�Ò
ÇµÖÚÆZÈWÇ

Qε
Þ�ÖpØ�ÆÅùvÈUÉ�ÍÂä%Ò'Ç×Ò'Ä�Æ«Òíì�ò�Ç×Ò'ØZØZÍÂÈWÄ�Ø[ÍÕß�ùvÒ

Ì'ÈpÄ�ØZÍÂÉ�Ò'Ç0ÆZÞ�ÒîÌ=ÖÚÆZÒ'Ä�ÈpÍÎÉqÖpÓ�ÆÅï�ò�Ò�Ò
Ä�É>ÖpÄËÉ8ÆµÞ�Òîò�ÓÎÖpÄqÖpÇ5Ò'ÄËÉ¤\Ø×Ò'ÒG\ÛËÁÜü�]5ÖpÄ�É·\�Û�Á���]o]XÁ�ÃþÆ�Þ�ÈWÓÂÉ�Ø0ÆZÞqÖÚÆ
‖Eε (γQε (wΦ)) ‖C0,α

δ (Mk(ε/2))
6 ckε

3/2.

ÃÅÄ8ßÖpÌ
Æ
‖Eε (γQε (wΦ)) ‖C0,α

δ (Mk(ε/2))
6 c‖wΦ ◦Xt,ε/2‖2C2,α

δ/2
([s0+1,sε]×S1)

+

c‖wΦ ◦Xb,ε/2‖2C2,α
δ/2

([−sε,−s0−1]×S1)
+ cε−α‖wΦ ◦Xm‖2C2,α([ρε,ρ0]×S1) 6 ckε

3/2.

ñôØ0ß(ÈWÇ5ÆZÞ�ÒîØZÒ
Ì'ÈWÄ�ÉUÒ'ØáÆµÍÂÔ@ÖÚÆZÒ�5�ùvÒ�Ç×Ò'Ì'ÖpÓÎÓ�ÆZÞqÖÚÆ
T (Φ, v) := Gε/2,δ ◦ Eε

(
γ
(
L̃ε/2(wΦ + v)− LMT

k (ε/2) wΦ +Qε (wΦ + v)
))

.

Ý0Þ�Ò
Ä
‖T (Φ, v2)− T (Φ, v1)‖C2,α

δ (Mk(ε/2))

6 c‖Eε
(
γL̃ε/2(v2 − v1)

)
‖C0,α

δ (Mk(ε/2))
+c‖Eε (γ (Qε (wΦ + v1)−Qε (wΦ + v2))) ‖C0,α

δ (Mk(ε/2))
.

T.Ò�Èp÷�ØZÒ
Ç×õWÒîÆµÞqÖ*Æ�ß(Ç×ÈWÔ ÆµÞ�ÒîÌ
ÈWÄ�Ø×ÍÎÉ�Ò
ÇµÖÚÆZÍÎÈWÄ�Ø�Öp÷�È�õWÒîÍÂÆ5ß(ÈWÓÎÓÂÈ�ù�Ø5ÆZÞqÖÚÆ

‖Eε
(
γL̃ε/2(v2 − v1)

)
‖C0,α

δ (Mk(ε/2))
6 cε||v2 − v1||C2,α

δ (Mk(ε/2))

ÖpÄ�É
‖Eε (γ (Qε (wΦ + v1)−Qε (wΦ + v2))) ‖C0,α

δ (Mk(ε/2))

ÀWÀ�è



6 cκε||v2 − v1||C2,α
δ (Mk(ε/2))

.Ý0Þ�Ò
Ä
‖T (Φ, v2)− T (Φ, v1)‖C2,α

δ (Mk(ε/2))
6 cε||v2 − v1||C2,α

δ (MT
k (ε/2)).

Ý<ÈJØZÞ�È�ùLÆµÞ�ÒîÓÎÖpØ×Æ�Ò
Ø×ÆZÍÎÔ"ÖÚÆµÒjÍÂÆ0ÍÎØ0ØZÊA�"Ì
ÍÎÒ
Ä?ÆfÆZÈJÈp÷�ØZÒ
Ç×õWÒîÆµÞqÖÚÆ
‖T (Φ2, v)− T (Φ1, v)‖C2,α

δ (Mk(ε/2))
6 ‖Eε

(
γL̃(wΦ2 − wΦ1)

)
‖C0,α

δ (Mk(ε/2))
+

+‖Eε (γ (Qε (wΦ2 + v)−Qε (wΦ1 + v))) ‖C0,α
δ (Mk(ε/2))

6

6 cε‖Φ2 − Φ1‖+ c‖v‖C0,α
δ (MT

k (ε/2))‖Φ2 − Φ1‖ 6 cε‖Φ2 − Φ1‖.

v ¬��?¨2¼*��¯ 7w¸Hw¸�w�¦ �R~ ª � B := {w ∈ C2,αδ (Mk,ε) | ||w||2,α 6 2cκε
3/2}. µ7�x�R�¤~��x�%� z � } �l�V� |�{�E| ���j�l� � T �c�����V�9� |�ªRzb� ��� | � | �c�x��«6�x�����A�9��� z �l�x~ v �l� B.� ¼*¨¸¨2ª`w Ý0Þ�Ò�ò�Ç×Ò
õ�ÍÎÈWÊËØfÓÂÒ'ÔJÔ@Ö[ØZÞ�È�ù�ØfÆZÞqÖÚÆ65qÍÕß

ε
ÍÎØ0ÌXÞ�ÈpØZÒ'ÄUØZÔ"ÖpÓÂÓ¸Ò
Ä�ÈWÊ�çpÞ75qÆZÞ�ÒîÄ�ÈWÄ�ÓÂÍÎÄ�Ò'ÖpÇ5Ô@ÖÚò�â

ò�ÍÂÄ�ç
T
ÍÂØfÖJÌ
ÈWÄ�ÆµÇµÖÚÌ
ÆµÍÂÈWÄxÔ"Öpò�ò�ÍÂÄ�çmß(Ç×ÈWÔ ÆµÞËÒ�÷qÖpÓÎÓ

B
ÈÚß9ÇZÖpÉ�ÍÎÊËØ

2cκε
3/2 ÍÎÄ C2,αδ (MT

k (ε/2))
ÍÂÄ?ÆZÈ

ÍÂÆZØZÒ
ÓÂß�Á�Ý0Þ�ÍÎØ�õÚÖÚÓÎÊ�Òîß(ÈWÓÂÓÂÈ�ù�Ø5ß(ÇZÈWÔ ÆµÞ�Ò�Ò'ØáÆµÍÎÔ"ÖÚÆZÒ�ÈÚß�ÆµÞ�Ò�Ä�ÈWÇ×ÔêÈpß
T (Φ, 0).

àvÈWÄËØZÒ'û?Ê�Ò'Ä�ÆµÓÂï8ÆµÞ�ÖpÄ�æ?Ø
ÆµÈ%��Ì§Þ0�pÊ�ÉËÒ'Ç�úËì�Ò
É>ò�ÈWÍÂÄ?Æ5ÆµÞ�Ò
ÈWÇZÒ
Ô_5

T
ÞqÖÚØ�ÖmÊ�Ä�ÍÂû?Ê�ÒTúËì�Ò'ÉUò�ÈWÍÎÄ�Æ

w
ÍÂÄ�ÆµÞ�ÍÂØ0÷qÖpÓÎÓ�Á

Ý0Þ�ÍÂØvÖÚÇZçWÊËÔ"Ò
Ä?Æ·ò�ÇZÈ�õ�ÍÎÉ�Ò
ØvÖîÔ"ÍÂÄ�ÍÂÔ"ÖÚÓ�ØZÊËÇ×ßÖpÌ
Ò
MT

k (ε/2,Φ)
ù�ÞËÍÎÌ§Þ@ÍÂØ·Ì
ÓÎÈWØ×Ò�ÆµÈ

MT
k (ε/2)

ÖÚÄ�É"ÞqÖpØ
ÆµÞËÇZÒ'Òj÷�ÈWÊ�ÄËÉqÖpÇZÍÂÒ'Ø
Á3Ý0Þ�ÍÎØ5Ø×Ê�Ç×ßÖÚÌ'ÒTÍÂØ65�Ì'ÓÂÈWØZÒ�ÆµÈ�ÍÂÆµØvÊËò�ò�Ò'Ç0ÖpÄ�É�ÓÂÈ�ùvÒ
Çv÷�ÈWÊ�Ä�ÉqÖÚÇ×ï�5�Ö[õWÒ
Ç×ÆµÍÂÌ=ÖÚÓ�çWÇZÖpò�Þ
È�õpÒ'Ç0ÆµÞ�Ò�ÖpÄËÄ�Ê�ÓÂÊ�Ø

Brε −Brε/2
ù�Þ�ÈWØ×Ò�òqÖpÇZÖpÔ"ÒíÆµÇ×Í=�=Ö*ÆµÍÂÈpÄ�ÍÎØ,5�ÇZÒ
ØZò�Ò'ÌíÆµÍÕõWÒ'ÓÂï�52çWÍÕõWÒ'Ä8÷?ï

Ut(r, θ) = σt,ε/2 + ln(2r) +
ε

2
r cos θ +Hϕt(sε − ln 2r, θ) + Vt(r, θ),

Ub(r, θ) = −σb,ε/2 − ln(2r) +
ε

2
r cos θ +Hϕb(sε − ln(2r), θ) + Vb(r, θ),

ù�Þ�Ò
ÇZÒ
sε = −1

2
ln ε.

Ý0ÞËÒ�÷�ÈWÊËÄ�ÉqÖpÇ×ÍÎÒ
Ø�Èpß0ÆµÞËÒ�ØZÊ�ÇáßÖpÌ'Ò�Ì
ÈWÇZÇ×Ò'ØZò�ÈpÄ�É�ÆµÈ
rε = 1

2
ε−1/2.

W�Ò'ÖpÇZ÷�ï
ÆµÞËÒUÔ"ÍÂÉ�É�ÓÂÒ8÷�ÈWÊ�ÄËÉqÖpÇ×ï,ÆZÞ�ÒUØZÊËÇ×ßÖpÌ
Ò>ÍÂØ"Ö õWÒ
Ç×ÆµÍÂÌ=ÖpÓ�çWÇZÖpò�Þ}È�õWÒ
Ç"ÆZÞ�Ò>ÖpÄ�Ä?Ê�ÓÎÊËØ

Brε − Brε/2.
ÃþÆµØ

òqÖpÇZÖpÔJÒ
ÆµÇ×Í=�'ÖÚÆµÍÂÈpÄ�ÍÂØ
Um(r, θ) = H̃ρε,ϕm(1/r, θ) + Vm(r, θ).ñôÓÂÓ�ÆZÞ�ÒTß(Ê�Ä�ÌíÆµÍÎÈpÄ�Ø

Vi
ß(ÈWÇ

i = t, b,m
É�Ò
ò�Ò'Ä�ÉUÄ�ÈWÄxÓÂÍÎÄ�Ò'ÖpÇZÓÕï"ÈWÄ

ε, ϕ.� ��¯A¯A��7w¸Hw ÿ w µ7�x� � �A� � ~�� z �^� Vi(ε, ϕi), ��zb{ i = t, b, � | ~��=� � � ‖Vi(ε, ϕi)(rε·, ·)‖C2,α(B̄2−B1/2)
6

cε
| �j�
‖Vi(ε, ϕi,2)(rε·, ·)− Vi(ε, ϕi,1)(rε·, ·)‖C2,α(B̄2−B1/2)

6 cε1−δ/2‖ϕi,2 − ϕi,1‖C2,α

\�ÛËÁÜÏ�
�]
µ7�x� � �c� � ~�� z � Vm(ε, ϕ) � | ~��=�����k� ‖Vm(ε, ϕ)(ρε·, ·)‖C2,α(B̄2−B1/2)

6 cε
| �j�

‖Vm(ε, ϕm,2)(ρε·, ·)− Vm(ε, ϕm,1)(ρε·, ·)‖C2,α(B̄2−B1/2)
6 cε‖ϕm,2 − ϕm,1‖C2,α

\�ÛËÁÜÏ�ÀS]
ÀWÀS�



� ¼*¨¸¨2ª`w T.Ò5Ø×Æ§ÖÚÇ×Æ3ÈW÷ËØZÒ'Çáõ�ÍÎÄ�çjÆµÞ�ÖÚÆ�Ö*ß$ÆµÒ'Ç�ÞqÖ=õ�ÍÂÄ�çjÈW÷�ØZÒ
Ç×õWÒ
É!ÆµÞqÖ*Æ9ÆµÞËÒ5ß(ÊËÄ�Ì
ÆZÍÎÈWÄ�Ø
Vt, Vb, Vm

ÖÚÇZÒvÆµÞËÒ
ÇZÒ
Ø×ÆZÇZÍÎÌíÆµÍÂÈWÄ>ÆµÈ

Et(ε/2), Eb(ε/2), Em
ÈÚß�Ö@úËì�Ò
É ò�ÈWÍÂÄ?Æôß(ÈpÇôÆZÞ�Ò�ÈWò�Ò'ÇZÖÚÆµÈpÇ

T.
Ý0ÞËÒ'Ä{ÆµÞ�Ò[ù5ÖpÄ�ÆµÒ
É

Ò'ØáÆµÍÂÔ@ÖÚÆZÒ'Ø5ß(ÈWÓÂÓÎÈ�ùVß(ÇZÈpÔ

‖Vi(ε, ϕ2)(·, ·)− Vi(ε, ϕ1)(·, ·)‖C2,α(B̄2rε−Brε/2) 6 ceδsε‖T (Φ2, Vi)− T (Φ1, Vi)‖C2,α
δ (Ei(ε/2))

,

ß(ÈWÇ
i = t, b

ÖpÄ�É

‖Vm(ε, ϕ2)(·, ·)− Vm(ε, ϕ1)(·, ·)‖C2,α(B̄2ρε−Bρε/2) 6 c‖T (Φ2, Vm)− T (Φ1, Vm)‖C2,α(Em)

ÖpÄ�É8ÆZÞ�ÒîÒ'ØáÆµÍÎÔ"ÖÚÆZÒE\�Û�ÁÂÀ=ü�]vÈpßGò�ÇZÈpò�ÈWØZÍÕÆµÍÎÈpÄ8ÛËÁ Ù�ÁÜÛ�Á
ù%ó+* Õ � Ö +-,nö�1 5'*R+.4
ÃÅÄAÆZÞ�ÍÎØ«Ø×Ò'ÌíÆµÍÎÈpÄ75GùvÒ@÷�ÇZÍÂÒ,��ï ò�Ç×Ò'Ø×Ò'Ä�Æ�ÆµÞ�Ò�× � c �o� |�� � } �k� Mσ,α,β

Ø×ÆZÊ�É�ÍÎÒ
É�ÍÎÄ²YéÏWÏA5�ÏÚÛ^5GÛËÀ�5<Ù�Ûb[\�ÖÚÓÎØZÈ"Ì'ÖpÓÎÓÂÒ'É ~ zb{`z ��� |�} � |�} � � }d| �V� }d| ��� { � ]�52ù�Þ�ÍÎÌ§Þ{ÖÚÇZÒ�ÆµÞËÒ[ÈWÄ�ÓÕï8ò�ÇZÈpò%Ò
ÇZÓÕïxÒ
Ô�÷%Ò
É�É�Ò
É{É�ÈpÊ�÷�ÓÂï8ò�ÒíâÇZÍÂÈ�É�ÍÎÌ«ÔJÍÎÄ�ÍÂÔ"ÖÚÓ<ØZÊËÇ×ßÖpÌ
Ò'ØTù�ÍÕÆµÞ{çWÒ
Ä�Ê�ØTÈWÄ�ÒmÖpÄ�É{úqÄËÍÂÆµÒ
ÓÂïUÔ"ÖpÄ�ï>òqÖpÇZÖpÓÎÓÂÒ'Ó�\���ÌXÞËÒ'ÇZæWâ½Æ�ï�ò�Ò�]jÒ'ÄËÉ�ØîÍÂÄ
ÆµÞËÒ�û?Ê�ÈÚÆµÍÎÒ
Ä?Æ�\Ø×Ò'Ò%Y Ù�
b[l]XÁ
<qÈWÇ�Ò'ÖpÌ§Þ

σ ∈ (0, π
2
)
5
α ∈ [0, π

2
]
ÖÚÄ�É

β ∈ [0, π
2
]
ù�ÍÂÆµÞ

(α, β) 6= (0, σ)
5?Ì'ÈWÄËØZÍÎÉËÒ'Ç�ÆµÞ�ÒfÇ×Ò'ÌíÆ§ÖpÄ�çpÊ�ÓøÖpÇ

ÆµÈpÇZÊ�Ø
Σσ =

{
(z, w) ∈ C2 | w2 = (z2 + λ2)(z2 + λ−2)

} 5�ù�Þ�Ò
ÇZÒ
λ = λ(σ) = cot σ

2
> 1

ÁfÝ0ÞËÒ
��å>ö ÒíìËÖpÔJò�ÓÂÒ

Mσ,α,β
ÍÂØ�É�ÒíÆµÒ
ÇZÔJÍÎÄ�Ò
ÉU÷�ï8ÍÂÆZØ¥BîÖpÊ�ØZØ�Ô@ÖÚò

g
ÖpÄ�É8ÆµÞ�ÒîÉ�ÍÂä%Ò'Ç×Ò'Ä?ÆZÍøÖpÓ�Èpß�ÍÂÆZØ�Þ�Ò
ÍÎçWÞ�Æ

ß(Ê�Ä�ÌíÆµÍÂÈWÄ
h
5Ëù�Þ�ÍÂÌXÞUÖpÇ×ÒîÉ�ÒíúqÄ�Ò'ÉUÈWÄ

Σσ
ÖÚÄ�ÉxçWÍÕõWÒ'Äx÷�ï±U

g(z, w) =
az + b

i(a− bz)
, dh = µ

dz

w
,

ù�ÍÂÆZÞ
a = a(α, β) = cos α+β

2
+ i cos α−β

2
;

b = b(α, β) = sin α−β
2

+ i sin α+β
2

;

µ = µ(σ) = π cscσ

K(sin2 σ)
,

\�ÛËÁÜÏWÏ�]

ù�Þ�Ò
ÇZÒ
K(m) =

∫ π
2

0
1√

1−m sin2 u
du
5
0 < m < 1

5�ÍÎØ�ÆµÞËÒ�Ì
ÈWÔJò�ÓÎÒíÆµÒ5Ò
ÓÎÓÎÍÂòËÆZÍÂÌvÍÂÄ?ÆZÒ'çWÇZÖpÓ�Èpß�úqÇ×Ø×Æ�æ?ÍÎÄ�É�Á
��Ê�Ì§Þ

µ
ÞqÖpØ·÷�Ò'Ò
Ä@ÌXÞ�ÈpØZÒ'Ä@ØZÈ�ÆZÞqÖÚÆ�ÆµÞ�Ò�õWÒ
Ç×ÆµÍÂÌ=ÖpÓqòqÖpÇáÆ�ÈÚß�ÆµÞËÒ)��Ê�ì"ÈÚß

Mσ,α,β
ÖpÓÂÈWÄ�ç�ÖpÄ�ï!Þ�ÈWÇ×Í=�
ÈWÄ?ÆµÖpÓ

ÓÎÒíõWÒ'ÓFØ×Ò'ÌíÆµÍÎÈpÄxÒ'û?ÊqÖpÓÂØ
2π
Á

`���¯A��¼�»'7w ÿ w�Xw µ7�x� ��zb}l}=z �i�l� � �R~ | ~�� � �R�x~l� � � � �C��� |Dª �R~�~�� { �c�j�c� { �R~ | �j���l� ��z�� ~��x� � � zb� �R~ { � �9|�}� � | �x�l� �0z�� a, b �c�����V�9� |�ªRzb� �6�
� �  b→ 0 � ��| �j� z � } �E� � α→ 0

| �j� β → 0 ¨C�l�I�N�c� � � �9| ��� a→ 1 + i �
ÀWÀ��



� �l�  |b|2 + |a|2 = 2 �
� �l�l�  µ �x�R� β = 0 ¨C~l�x�R� a = (1 + i) cos α

2

| �j� b = (1 + i) sin α
2
� � �%� |�{ ~�� � � }d|�{ ¨ b = O(α) �

� � �  µ �x�R� α = 0 ¨i~l�x�R� a = (1+ i) cos β
2

| �j� b = (−1 + i) sin β
2
� � �L� |�{ ~�� � � }d|�{ ¨ b = O(β) �

� �  � � � �R�V� {o|�} ¨ ∣∣ b
a

∣∣ = tan ϕ
2
¨m�#�x� { � ϕ �=�3~l�x� | � ��} � ª �R~����k�R�³~l�X��Ø zb{ ~l� Æ.zb} � (0, 0, 1) ∈ S2| �j�%~l�x�m� zb} � z�� g ���k�R�I�l� S2 � � | ~l�x���l� � � { ��� z�� ~��x�D�R~�� { � z`��{o| �x�c� � � {`z °�� � ~�� z �j�

Ý0Þ�ÒC��å>ö.ÒXì�ÖÚÔ"ò�ÓÂÒ
Mσ,α,β

Ì=ÖÚÄ�÷�Ò3òqÖpÇZÖpÔJÒ
ÆµÇ×Í=�
Ò'ÉTÈpÄ
Σσ

÷?ïôÆZÞ�Ò3ÍÎÔJÔJÒ'Ç×ØZÍÂÈWÄ
X = (X1, X2, X3) =

<
∫
W 5Ëù�Þ�Ò'Ç×Ò W ÍÎØ5ÆµÞËÒDTAÒ
ÍÎÒ
ÇZØ×ÆZÇµÖpØ×Ø�ß(ÈWÇ×Ô_U

W =

(
1

2

(
1

g
− g

)
dh,

i

2

(
1

g
+ g

)
dh, dh

)
.

Ý0Þ�Ò�Ò
Ä�É�ØjÈpß
Mσ,α,β

Ì'ÈWÇ×ÇZÒ'Ø×ò�ÈWÄ�É�ÆµÈ"ÆµÞ�Ò[ò�Ê�ÄËÌ
ÆµÊËÇZÒ'Ø {A,A′, A′′, A′′′} = g−1({0,∞}) 5¸ÖÚÄ�É>ÆµÞ�Ò÷�ÇZÖpÄ�Ì§ÞxõÚÖÚÓÎÊ�Ò
Ø�Èpß
g
ÖpÇ×ÒTÆµÞËÈWØZÒTù�ÍÂÆZÞ

w = 0
5�Í½Á ÒpÁ

D = (−iλ, 0), D′ = (iλ, 0), D′′ = ( i
λ
, 0), D′′′ = (− i

λ
, 0).

\�Û�ÁÐÏpÛ�]
��Ò
Ò'Ä ÍÂÄ S2 5�ÆZÞ�Ò'Ø×Ò!ò�ÈWÍÂÄ?ÆµØ�ß(ÈWÇZÔdÆ�ù�È8òqÖpÍÂÇZØôÈpß�ÖpÄ�ÆµÍÎò�È�ÉqÖÚÓGò�ÈWÍÂÄ?ÆµØ,U

D′′ = −D ÖpÄËÉ
D′′′ = −D′ Á\�>�ÖpÌ§Þ���å>ö�ÒíìËÖpÔJò�ÓÎÒ�Ì=ÖÚÄ[÷�Ò�çpÍÂõWÒ
Ä«ÍÎÄîÆµÒ'Ç×Ô"Ø�ÈpßËÆµÞËÒ�÷�ÇZÖpÄ�Ì§Þ«õÚÖÚÓÎÊ�Ò
ØGÈpßËÍÂÆµØ;BîÖpÊ�Ø×ØGÔ"Öpò75*ØZÒ
Ò�Y Ù�Ûb[�Á�]

ÃÅÄfY Ù�Ûb[�5�ÍÕÆ5ÍÂØ5òËÇZÈ�õWÒ
Ä�ÆµÞqÖ*Æ5ÆµÞËÒîÖÚ÷%È�õWÒ�T.Ò
ÍÎÒ'Ç×Ø×ÆZÇµÖpØ×Ø0ÉqÖÚÆ§Ö[É�ÒíúqÄ�ÒîÖ�ò�ÇZÈpò�Ò'ÇZÓÕï"Ò'Ô�÷�Ò'É�ÉËÒ'É8Ô"ÍÂÄ�ÍÂÔ"ÖÚÓ
ØZÊËÇ×ßÖpÌ
Ò

Mσ,α,β
ÍÎÄ�õÚÖpÇ×ÍøÖpÄ�Æî÷�ï{ÆÅùvÈUÍÂÄ�É�Ò
ò�Ò'Ä�É�Ò
Ä?Æ�ÆµÇµÖpÄËØZÓøÖ*ÆµÍÂÈWÄ�Ø,UTÆZÞ�Ò!ÆµÇZÖpÄ�Ø×ÓøÖÚÆZÍÎÈWÄ{÷�ï{ÆµÞ�Ò!ò�Ò'ÇZÍÂÈ�É

T
ÖÚÆ�ÍÂÆZØ[Ò
Ä�É�Ø65·ÖÚÄ�É�ÆZÞ�Ò@ÆµÇZÖpÄ�Ø×ÓøÖÚÆZÍÎÈpÄA÷�ï.ÆµÞËÒ�ò�Ò'Ç×ÍÎÈ�É

T̃
ÖpÓÎÈpÄ�ç�Ö>Þ�ÈWÔJÈWÓÂÈWçpïRÌ
ÓøÖÚØZØ'ÁRåUÈWÇ×Ò'È�õWÒ
Ç65

ÆµÞËÒ@çWÇ×ÈWÊ�òAÈpß0ÍÂØZÈWÔJÒ
ÆZÇZÍÂÒ'Ø�ÃÅØ×È
(Mσ,α,β)

Èpß
Mσ,α,β

ÖpÓÕù5Ö�ï�Ø«Ì'ÈpÄ?ÆµÖpÍÎÄ�Ø«ÖUØZÊ�÷�çpÇZÈWÊ�ò�ÍÂØZÈWÔJÈWÇ×ò�Þ�ÍÂÌmÆµÈ
(Z/2Z)2 5Wù�ÍÕÆµÞmçWÒ'Ä�Ò
ÇµÖÚÆZÈWÇZØ D \Ì'ÈpÇZÇZÒ
ØZò�ÈWÄËÉ�ÍÎÄ�çTÆZÈTÆZÞ�Ò0É�Ò'Ì§æ[ÆµÇZÖpÄ�Øáß(ÈWÇZÔ"ÖÚÆµÍÂÈpÄ

(z, w) 7→ (z,−w) ]R5ù�Þ�ÍÂÌXÞ�ÇZÒ
ò�ÇZÒ
ØZÒ'Ä�ÆµØmÍÎÄ R3 Ö>Ì'Ò
Ä?ÆZÇµÖpÓ�Ø×ï�Ô"ÔJÒ
ÆZÇ×ï.Öp÷�ÈWÊËÆmÖpÄ�ï.Èpß0ÆZÞ�Ò@ß(ÈWÊËÇ[÷�ÇZÖpÄ�Ì§Þ�ò�ÈWÍÂÄ?ÆµØ«Èpß0ÆµÞËÒBîÖpÊ�ØZØfÔ"ÖpòxÈpß
Mσ,α,β ¶ ÖpÄ�É F 52ù�ÞËÍÎÌ§Þ>Ì
ÈWÄ�Ø×ÍÎØ×ÆZØ�Èpß9Ö!ÆµÇZÖpÄ�ØZÓÎÖÚÆµÍÂÈWÄ8÷�ï 1

2
(T + T̃ )

Á5ÃÅÄUòqÖpÇáÆµÍÎÌ
Ê�ÓÎÖpÇ65
ÆµÞËÒ�Ò
Ä�É�ØfÈpß

Mσ,α,β
ÖpÇ×ÒîÒ'û?ÊqÖÚÓÎÓÕï�ØZòqÖÚÌ'Ò
É¸Á

T.Ò5ÖpÇZÒ�çWÈWÍÂÄ�çfÆµÈ�ß(È�Ì
Ê�Ø�ÈWÄ[ÆÅùvÈjÔJÈWÇ×Ò�Ø×ï�ÔJÔJÒ
ÆµÇ×ÍÎÌ·ØZÊ�÷ËßÖÚÔ"ÍÂÓÎÍÕÒ'Ø<ÈpßX��å>ö,ÒíìËÖpÔJò�ÓÂÒ'Ø,U {Mσ,α,0 | 0 <
σ < π

2
, 0 6 α 6 π

2
} ÖÚÄ�É {Mσ,0,β | 0 < σ < π

2
, 0 6 β < σ} \$ÆµÞ�Ò
ØZÒ�Æ�ùvÈ�ßÖpÔJÍÎÓÕÍÂÒ
Ø«ùvÒ
ÇZÒÈWÇ×ÍÎçWÍÂÄqÖÚÓÂÓ ï@ØáÆµÊ�É�ÍÂÒ'Éx÷?ï'�îÖpÇ×ÌXÞËÒ'Ç�YéÏWÏA52ÏpÛb[l]XÁ

ÀWÁmTVÞËÒ'Ä
α = β = 0

5
Mσ,0,0

Ì
ÈWÄ?ÆµÖpÍÎÄ�Ø[ß(ÈpÊ�Ç�Ø×ÆµÇZÖpÍÂçWÞ?Æ�ÓÎÍÂÄ�Ò'Ø[òqÖpÇZÖpÓÎÓÂÒ'Ó�ÆµÈ�ÆZÞ�Ò
x1
âÅÖ*ì�ÍÎØ65�ÖpÄËÉ

ÃÅØ×È
(Mσ,0,0)

ÍÂØ9ÍÂØZÈWÔJÈWÇZòËÞ�ÍÂÌ�ÆZÈ
(Z/2Z)4 ù�ÍÂÆZÞmçWÒ
Ä�Ò'ÇZÖÚÆµÈWÇ×Ø S1, S2, S3, RD

U
S1
ÍÎØ9ÖjÇZÒR�qÒ'ÌíÆµÍÎÈpÄ

Øáï�ÔJÔJÒ
ÆZÇ×ï�ÍÂÄxÖ�õWÒ
Ç×ÆZÍÎÌ=ÖÚÓ¸ò�ÓøÖÚÄ�ÒTÈpÇ×ÆµÞËÈWçWÈWÄqÖÚÓ%ÆµÈmÆZÞ�Ò
x1
â�Ö*ì�ÍÎØ ¶ S2

ÍÎØ0ÖmÇZÒR�qÒ'ÌíÆµÍÂÈWÄxØáï�ÔJÔJÒ
ÆZÇ×ï
ÖÚÌ'ÇZÈpØZØ0Ö[òËÓøÖpÄËÒôÈWÇáÆµÞ�ÈpçWÈWÄqÖpÓqÆµÈ[ÆZÞ�Ò

x2
â�Ö*ì�ÍÂØ ¶ S3

ÍÎØvÖ[ÇZÒR�qÒ'ÌíÆµÍÂÈWÄ�Ø×ï�Ô"ÔJÒ
ÆZÇ×ïJÍÎÄ�Ö[Þ�ÈWÇ×Í=�
ÈWÄ?ÆµÖpÓ
òËÓøÖpÄ�Ò_\(ÆZÞ�Ò'Ø×Ò"ÆZÞ�ÇZÒ
Ò"ò�ÓÎÖpÄ�Ò
Ø�Ì=ÖpÄ.÷�Ò"Ì§Þ�ÈWØ×Ò'Ä�ÔJÒ'ÒíÆµÍÂÄ�çUÖÚÆ«ÖxÌ'ÈpÔ"ÔJÈWÄRò%ÈpÍÎÄ�Æîù�Þ�ÍÎÌ§Þ.ÍÎØîÄ�ÈpÆ
Ì
ÈWÄ?ÆµÖpÍÎÄËÒ'ÉxÍÎÄ�ÆµÞ�ÒîØZÊ�ÇáßÖpÌ'Ò�] ¶ ÖpÄ�É RD

ÍÎØ5ÆµÞ�Ò
π
âÅÇ×ÈpÆ§ÖÚÆZÍÎÈpÄ8ÖpÇZÈWÊËÄ�ÉUÈpÄ�Ò�ÈpßGÆZÞ�Òîß(ÈWÊËÇ�Ø×ÆµÇZÖpÍÎçpÞ?Æ

ÓÂÍÎÄ�Ò
Ø0Ì
ÈWÄ?ÆµÖpÍÎÄ�Ò
ÉxÍÂÄ�ÆµÞ�ÒîØ×Ê�Ç×ßÖpÌ
Ò�5qØZÒ'Ò�<GÍÎçWÊËÇZÒîÛ�ÁÜÛmÓÎÒíß$Æ=Á9ÃÅÄxÆZÞ�ÍÎØ0Ì'ÖpØZÒ�5
T = (0, πµ, 0)

Á
ÀWÀ�ü



<�ÍÎçpÊ�ÇZÒTÛËÁéÛ^U��FÒ
ß$Æ�U
Mσ,0,0

5Ëù�ÍÂÆZÞ
σ = π

4

Á·ö�ÍÎçWÞ�Æ�U
Mσ,α,0

ß(ÈWÇ
σ = α = π

4

Á

<�ÍÎçpÊ�ÇZÒTÛËÁéÙ^U
Mσ,0,β

5�ù�ÞËÒ'ÇZÒ
σ = π

4

ÖpÄ�É
β = π

8

Á

Ï�ÁmTVÞËÒ'Ä
0 < α < π

2

5�ÃÅØZÈ
(Mσ,α,0)

ÍÎØfÍÎØ×ÈWÔJÈWÇZò�ÞËÍÎÌjÆµÈ
(Z/2Z)3 52ù�ÍÕÆµÞUçWÒ
Ä�Ò'ÇZÖÚÆµÈWÇ×Ø D 5 S2

ÖpÄËÉ
R2
5Ëù�Þ�Ò'Ç×Ò

S2
Ç×Ò'ò�Ç×Ò'Ø×Ò'Ä?ÆZØôÖ!Ç×Ò,�qÒ
Ì
ÆZÍÎÈWÄxØáï�Ô"ÔJÒ
ÆZÇ×ï�ÖpÌ'Ç×ÈWØZØfÖmò�ÓøÖÚÄ�ÒTÈWÇ×ÆZÞ�ÈWçWÈpÄqÖpÓ%ÆµÈmÆµÞ�Ò

x2
â

Ö�ìËÍÂØ65�ÖpÄËÉ
R2

ÍÂØ«Ö
π
âÅÇ×ÈpÆ§Ö*ÆµÍÂÈWÄ ÖpÇZÈWÊËÄ�É�ÖxÓÎÍÂÄ�Ò!òqÖpÇZÖpÓÎÓÂÒ'Ó�ÆµÈxÆZÞ�Ò

x2
â�Ö�ìËÍÂØîÆµÞ�ÖÚÆ«Ì'ÊËÆZØ

Mσ,α,0ÈpÇ×ÆµÞ�ÈpçWÈWÄqÖÚÓÎÓÕï�5�Ø×Ò'ÒP<�ÍÂçWÊ�ÇZÒ3ÛËÁÜÛ0ÇZÍÎçpÞ?Æ=Á�WfÈ�ù
T = (0, πµtα, 0)

5�ù�ÍÕÆµÞ
tα = sinσ√

sin2 σ cos2 α+sin2 α

Á
ÛËÁ¥��Ê�ò�ò�ÈWØZÒJÆµÞqÖÚÆ

0 < β < σ
Á�Ý0Þ�Ò
Ä

Mσ,0,β
Ì'ÈpÄ?Æ§ÖÚÍÎÄ�Øîß(ÈWÊ�ÇîØ×ÆµÇZÖpÍÎçpÞ?Æ�ÓÎÍÂÄ�Ò'ØîòqÖpÇZÖpÓÎÓÂÒ'Ó�ÆµÈxÆµÞËÒ

x1
âÅÖ*ì�ÍÎØ,5�ÖpÄ�É�ÃÅØZÈ

(Mσ,0,β)
ÍÂØôÍÂØZÈWÔJÈWÇZòËÞ�ÍÂÌ�ÆZÈ

(Z/2Z)3 5%ù�ÍÕÆµÞ�çWÒ
Ä�Ò'ÇZÖÚÆµÈpÇZØ S1
5
R1

ÖpÄ�É
RD

U
S1

ÇZÒ
ò�ÇZÒ
ØZÒ
Ä?ÆµØ"Ö�ÇZÒR�qÒ'ÌíÆµÍÂÈWÄ,Ø×ï�ÔJÔ"ÒíÆµÇ×ï�ÖpÌ
ÇZÈWØ×ØJÖ�ò�ÓøÖpÄËÒ�ÈpÇ×ÆµÞËÈWçWÈWÄ�ÖpÓ�ÆZÈ{ÆZÞ�Ò
x1
â�Ö�ìËÍÂØ ¶ R1Ì
ÈWÇZÇ×Ò'Ø×ò%ÈpÄ�É�Ø9ÆZÈTÖ

π
âÅÇZÈÚÆ§ÖÚÆZÍÎÈpÄ[ÖpÇZÈpÊ�Ä�ÉmÖôÓÂÍÎÄ�Ò·òqÖpÇZÖpÓÎÓÂÒ'Ó�ÆZÈôÆµÞËÒ

x1
âÅÖ*ì�ÍÎØ<ÆZÞqÖÚÆ9Ì
ÊËÆµØ�ÆZÞ�ÒvØZÊ�ÇáßÖpÌ'Ò

ÈpÇ×ÆµÞ�ÈpçWÈWÄqÖÚÓÎÓÕï ¶ ÖpÄ�É RD
ÍÎØFÆµÞËÒ

π
âÅÇZÈÚÆ§ÖÚÆZÍÎÈpÄ�ÖpÇ×ÈWÊ�Ä�É[ÖpÄ�ïîÈWÄ�Ò·Èpß�ÆµÞ�Ò·Ø×ÆZÇµÖpÍÂçWÞ�Æ<ÓÎÍÂÄ�Ò'ØFÌ'ÈWÄ�Æ§ÖpÍÂÄ�Ò'É

ÍÂÄ@ÆµÞËÒjØZÊ�ÇáßÖpÌ'Ò�5�ØZÒ
Ò�<�ÍÎçpÊ�ÇZÒôÛËÁ Ù�Á�åUÈWÇZÒ
È�õWÒ
Ç65
T = (0, πµtβ, 0)

5�ù�ÞËÒ'ÇZÒ
tβ = sinσ√

sin2 σ−sin2 β

Á
<�ÍÂÄqÖpÓÂÓÕï�5ÚÍÂÆGù�ÍÎÓÂÓ�÷�Ò5Ê�ØZÒíß(Ê�ÓËÆZÈTØ×Ò'Ò

Σσ
ÖpØ3Öô÷�ÇµÖpÄËÌXÞËÒ'É

2
âþÌ'È�õWÒ'Ç×ÍÎÄ�çjÈpß C ÆµÞ�Ç×ÈWÊ�çWÞ[ÆµÞ�Ò5Ô"Öpò

(z, w) 7→
z
Á«Ý0Þ�Ê�Ø

Σσ
Ì=ÖÚÄ ÷�ÒmØZÒ
Ò'ÄAÖÚØjÆ�ù�ÈxÌ
ÈWò�ÍÂÒ'Ø C1,C2

Èpß C çpÓÎÊ�Ò
É ÖpÓÂÈWÄ�ç@ÆÅùvÈ8Ì'ÈWÔJÔJÈWÄ�Ì'ÊËÆZØ
γ1, γ2

5
ù�Þ�ÍÂÌXÞxÌ'ÖpÄx÷�ÒîÆµÖpæpÒ'ÄUÖpÓÎÈpÄ�ç�ÆµÞ�ÒîÍÂÔ@ÖpçpÍÂÄqÖÚÇ×ï@Ö*ì�ÍÎØ6U

γ1
ß(ÇZÈpÔ

D
ÆZÈ
D′ ÖpÄ�É γ2 ß(Ç×ÈWÔ D′′ ÆµÈ D′′′ Á

À�Ï�




��:�Ù�:>9
Mσ,α,β

J;DÚJU¾IH�JI�NZPF£BnRlH {x3 = 0}/T
Ý0Þ�ÒE��å>ö ÒXìËÖpÔ"òËÓÎÒ
Ø

Mσ,α,β
Ì
ÈWÄ?õWÒ
ÇZçWÒJÖpØ

(σ, α, β) → (0, 0, 0)
ÆµÈxÖ�õWÒ
Ç×ÆZÍÎÌ=ÖÚÓ9Ì=ÖÚÆZÒ'Ä�ÈpÍÎÉ75¸ØZÍÎÄËÌ'Ò

Σσ
Ì'ÈWÄ�õWÒ'Ç×çWÒ'ØfÆZÈ!Æ�ù�È"ò�ÍÂÄ�Ì§Þ�Ò'ÉUØ×ò�Þ�Ò
ÇZÒ'Ø,5

g(z)→ z
ÖpÄËÉ

dh→ ±dz
z

ÖpØ
(σ, α, β)→ (0, 0, 0)

Á·ÃÅÄ
ßÖpÌíÆ�5�ùvÒmÌ=ÖÚÄRÈW÷ËÆµÖpÍÎÄ>ÆÅùvÈ�Ì=ÖÚÆZÒ'Ä�ÈpÍÎÉ�ØjÍÎÄ>ÆµÞ�Ò�ÓÎÍÎÔ!ÍÕÆ65%É�Ò'ò�Ò
Ä�É�ÍÂÄ�ç8ÈWÄ�ÆµÞ�Ò�ÌXÞ�ÈpÍÎÌ
ÒmÈpß·÷�ÇZÖpÄ�Ì§Þ{ß(ÈWÇ

w\(ß(ÈpÇjÒ=ÖpÌ§Þ Ì'Èpò?ï�Èpß C ÍÎÄ
Σσ
5¸ù�Ò!ÈW÷�Æ§ÖpÍÂÄ{ÈWÄ�ÒmÌ'ÖÚÆµÒ
Ä�ÈWÍÎÉ{ÍÎÄ�ÆZÞ�Ò!ÓÂÍÎÔ!ÍÕÆk]íÁ�ÓjÄ�ÒmÈpß·ÈWÊ�ÇTÖpÍÎÔJØjÖpÓÎÈWÄËç

ÆµÞËÍÎØTòqÖpò�Ò'ÇîÌ
ÈWÄ�ØZÍÂØ×ÆZØ�Èpß�çWÓÎÊ�ÍÂÄ�ç'��å>ö ÒíìËÖpÔJò�ÓÂÒ'Ø
Mσ,α,0

ÈWÇ
Mσ,0,β

ÄËÒ=ÖpÇTÆZÞ�ÍÎØTÌ=Ö*ÆµÒ'ÄËÈWÍÎÉqÖÚÓ9ÓÎÍÎÔ!ÍÕÆ65
ÆµÈxÖ�Ì'ÈWÄ�õWÒ'ÄËÍÎÒ'Ä�Æ«Ì
ÈWÔJòqÖpÌ
ÆîòËÍÎÒ'Ì
Ò!ÈpßvÖ8ÉËÒ
ß(ÈWÇ×Ô"Ò
ÉAà5ãôå ØZÊ�ÇáßÖpÌ'Ò

Mk(ε/2)
ÁmÃÅÄRÆµÞ�ÍÂØTØZÊ�÷ËØZÒ'ÌíÆµÍÂÈWÄ

ùvÒ@Òíì�ò�Ç×Ò'Ø×Ø!ò�ÖpÇ×Æ[Èpß
Mσ,α,β

ÖÚØ�ÖxõWÒ'ÇáÆµÍÎÌ'ÖpÓ·çWÇµÖÚò�Þ�È�õWÒ'Ç«ÆZÞ�Ò {x3 = 0} âÅòËÓøÖpÄËÒJù�Þ�Ò
Ä σ, α, β ÖpÇ×Ò
ØZÔ"ÖpÓÂÓ½ÁGÃÅÄ�ò�ÖpÇ×ÆZÍÎÌ'ÊËÓøÖpÇ3ùvÒôÌ
ÈWÄ�ØZÍÂÉ�Ò'Ç

Mσ,α,β
Ä�Ò'ÖpÇ�ÆZÞ�ÒôÌ'ÖÚÆµÒ
Ä�ÈWÍÂÉqÖpÓ�ÓÂÍÎÔJÍ Æ65?Í½Á ÒÚÁ

σ, α, β
Ì
ÓÎÈWØ×Ò�ÆZÈ��
Ò'Ç×È�ÁTVÍÂÆZÞ�ÈWÊËÆ0ÓÎÈpØ×Æ0ÈpßGçWÒ'Ä�Ò
ÇµÖÚÓÎÍÂÆÅï�5�ù�Ò�Ì'ÖpÄUÖpØ×ØZÊ�ÔJÒ

dh ∼ dz
z

ÍÎÄ C1
ÁiT.Ò�ÖpÇ×ÒîØáÆµÊ�ÉËï�ÍÂÄ�ç!ÆµÞËÒîØZÊ�ÇáßÖpÌ'ÒîÍÂÄ

ÖpÄUÖÚÄ�Ä�ÊËÓÎÊ�ØfÖÚ÷�ÈWÊËÆ�ÈWÄ�ÒîÈpßGÍÂÆZØ0Ò'Ä�É�Ø,52ØµÖ=ï8ÖL�
Ò'ÇZÈJÈpßGÍÂÆZØ)B�ÖpÊËØZØ�Ô"Öpò¸Á
� ��¯A¯A��7w ÿ wÂ¿7w ø z �^�R���c� { α + β + σ 6 ε � �E|�}l} � # �´~ z ~ {o| �^� }d| ~�� z �^�k¨ Mσ,α,β

�9| � ª �� |�{o|�� �R~ { �d�b�9�E�l�q~l�x� | �x�x� } ��� {(z, w) ∈ Σσ | z ∈ C1, | ba | < |z| < ν} ����zb{
ν > | b

a
| � �E|�}l}  | �6�





X1 + iX2 =
−1
2

(
z + 1

z

)
− (1+i)b

4z2
+O(εz−1 + ε2z−3)

X3 = ln |z|+O(ε2z−2),

� ¼�¨¸¨2ª`w öfÒ
Ì=ÖÚÓÎÓ�ùvÒ�ÞqÖ=õWÒ�ÖpØ×ØZÊ�ÔJÒ'É
dh ∼ dz

z

ÍÎÄ.ÆµÞËÒ�ÖpÄ�Ä?Ê�ÓÂÊ�Ø«ùvÒ�ÖpÇ×Ò"ùvÈWÇZæ?ÍÂÄ�ç�ÈWÄ¸Á{åUÈWÇ×Ò
ò�Ç×Ò'Ì'ÍÂØZÒ
ÓÂï�5�ùvÒ�Þ�Ö�õWÒ

dh = µdz√
(z2+λ2)(z2+λ−2)

= µ

λ
√
1+λ−2z2+λ−2z−2+λ−4

dz
z
.

��ÍÂÄ�Ì'Ò µ
λ
= π

(1+cos(σ))K(sin2 σ)
= 1 +O(σ4)

52ÖpÄËÉ
λ = cot σ

2
= O(ε)

5ËùvÒ�çpÒ
Æ

dh =
dz

z
(1 +O(ε4))(1 +O(ε2z2 + ε2z−2 + ε4)).

��ÍÂÄ�Ì'Ò |z| < ν < 1
5ËÆµÞ�Ò
Ä

dh =
dz

z
(1 +O(ε2z−2)).

<�Í ì[ÖpÄ�ï«ò�ÈWÍÎÄ�Æ
z0 ∈ C1

5
z0 6∈

{
−b
a
, a
b

} \(ù�Þ�ÍÂÌXÞ�Ì'ÈWÇ×ÇZÒ
ØZò�ÈWÄ�É�ÆµÈôÆÅùvÈjÒ'ÄËÉ�Ø3ÈÚßqÆµÞ�Ò���å>ö�ÒíìËÖpÔJò�ÓÂÒ�]R5
ÖpÄ�ÉxÇ×Ò'Ì'ÖpÓÎÓ�ÆZÞqÖÚÆ

g = az+b
i(a−bz)

ÁP��ÆZÇµÖpÍÂçWÞ?Æ×ß(ÈWÇ×ùvÖpÇZÉ�Ì'ÈpÔ"òËÊËÆ§ÖÚÆZÍÎÈWÄËØ0çWÍÕõWÒTÊ�Ø65�ß(ÈWÇ |b/a| < |z| < 1
5

•
∫ z
z0

dh
g
= − i b

a
ln z − 2i

a2z
+ 2i b

a3z2
+ C1 +O(ε2z−3)

5
•
∫ z
z0
g dh = − i b

a
ln z − 2i

a2 z + C2 +O(ε2z−1)
5

À�Ï�À



ù�Þ�Ò
ÇZÒ
C1, C2 ∈ C õWÒ
ÇZÍÂß$ï

C1 − C2 = 1
2

(
z0 +

1
z0

)
+ O(ε)

Á8ÝGÖpæ?ÍÎÄËç>ÍÂÄ?ÆZÈ>ÖpÌ
Ì'ÈWÊËÄ?Æ«ÆµÞqÖÚÆ
a =

(1 + i) +O(ε)
5ËùvÒîÈW÷ËÆµÖpÍÎÄ

X1 + iX2 = 1
2

(∫ z
z0

dh
g
−
∫ z
z0
g dh

)

= i
a2

(
z + 1

z

)
+ i b

a
ln |z| − i b

a3z2
+ 1

2

(
z0 +

1
z0

)
+O(ε2z−3)

= −1
2

(
z + 1

z

)
− (1+i)b

4z2
+ 1

2

(
z0 +

1
z0

)
+O(εz−1 + ε2z−3).

��ÍÂÔ"ÍÂÓÂÖpÇ×ÓÕï�5 ∫ z
z0
dh = ln z − ln z0 +O(ε2z−2)

5qÞËÒ'Ä�Ì
Ò

X3 = <
∫ z

z0

dh = ln |z| − ln |z0|+O(ε2z−2),

ù�Þ�ÍÂÌXÞxÌ
ÈWÔ"òËÓÎÒíÆµÒ'Ø5ÆµÞ�ÒîòËÇZÈ�ÈpßGÈpß�ÓÂÒ'ÔJÔ"ÖmÛ�ÁÐë�ÁÜÏ�Á��ïjØ×Ê�ÍÂÆµÖp÷�ÓÕï�ÆZÇµÖpÄËØZÓøÖ*ÆµÍÎÄËç
Mσ,α,β

5�ùvÒ3Ì=ÖpÄ�ÖpØ×ØZÊ�ÔJÒ3ÍÂÆZØ¸Ì'È�ÈWÇ×É�ÍÎÄqÖ*ÆµÒ�ß(Ê�ÄËÌ
ÆµÍÂÈWÄ�ØFÖpÇZÒ3ÖpØFÍÎÄ��FÒ
Ô"Ô"Ö5ÛËÁÜë�ÁÐÏ�Á
� ��¯A¯A�%7w ÿ w�7w#¦ �R~ (r, θ) �c�R� z ~��P~l�x��� zb}d|�{m��z�zb{ ���l� | ~��k�P�l�L~l�x� {x3 = 0} � }d| �V�6� �l� α+β+σ 6

ε � �%|�}h} ¨�~��x�R� | �j�¬� � � z�� Mσ,α,β
�9| � ª ��� { �l~�~��R� | � |%� � { ~�� �9|�}X��{o| �x� z�� ~l�x� � �c� � ~�� z �

Ũ(r, θ) = − ln(2r) + r
(
κ1 cos θ − κ2 sin θ

)
+O(ε),

��zb{
(r, θ) ∈ ( 1

4
√
ε
, 4√

ε
)× [0, 2π) ¨C�N�x� { � κ1 = <(b) +=(b) | �j� κ2 = <(b)−=(b) � µ ���c�R� z ~��ª � Mσ,α,β(γ, ξ) ~l�x� × � c �o� |�� � } � Mσ,α,β ��� }d| ~��9� ª � 1 + γ ¨ ��zb{ γ 6 0 � �E|�}l} ¨ | �j�E~ {o| �^� }d| ~��`�ª � |G� � � ~ zb{ ξ = (ξ1, ξ2, ξ3) �Eµ7�x�R�^¨ Mσ,α,β(γ, ξ)

�9| � ª ��� { �l~�~��R� | � |%� � { ~�� �9|�}X��{o| �x� z��

Ũγ,ξ(r, θ) = −(1+γ) ln
2r

1 + γ
+r (κ1 cos θ − κ2 sin θ)−

1 + γ

r
(ξ1 cos θ+ξ2 sin θ)+ξ3+O(ε).

`���¯A��¼�»¢7w ÿ wd¸Hw c)� �9|�}l} ~l� | ~ b = sin α−β
2

+ i sin α+β
2
� � �%� |�{ ~�� � � }d|�{ �

• µ �x�R� β = 0 ¨C����� |�� � κ1 = 2 sin α
2

| �j� κ2 = 0 ¨i� z

Ũγ,ξ(r, θ) = −(1 + γ) ln
2r

1 + γ
+ r κ1 cos θ − 1 + γ

r
(ξ1 cos θ + ξ2 sin θ) + ξ3 +O(ε).

• µ �x�R� α = 0 ¨ κ1 = 0
| �j� κ2 = 2 sin β

2
¨i� z

Ũγ,ξ(r, θ) = −(1 + γ) ln
2r

1 + γ
− r κ2 sin θ − 1 + γ

r
(ξ1 cos θ + ξ2 sin θ) + ξ3 +O(ε).

• µ �x�R� α = 0
� { �k���V� β = 0

 ¨������i� }l};�kz �^�R���c� { ξ1 = 0
� { �k���V� ξ2 = 0

 �l�I®7� � ~�� z � � � � �
À�ÏWÏ



� ¼*¨¸¨2ª`w ��Ê�ò�ò�ÈWØ×Ò | b
a
| < |z| < ν

5
ν > | b

a
| ØZÔ"ÖpÓÎÓ�Á;<qÇZÈWÔ´�FÒ
Ô"Ô"ÖîÛ�ÁÐë�ÁÜÏA5WùvÒ�æ�ÄËÈ�ù�ÆµÞ�Ò�Ì'È�ÈpÇZÉ�ÍÂÄqÖÚÆµÒ

ß(Ê�Ä�ÌíÆµÍÂÈWÄ�Ø
(X1, X2, X3)

Èpß<ÆµÞËÒ�ò�Ò
Ç×ÆµÊËÇZ÷�Ò'Ée��å>öLÒíìËÖpÔJò�ÓÂÒ
Mσ,α,β(γ, ξ)

ÖÚÇZÒîçpÍÂõWÒ'Ä8÷?ï




X1 + iX2 = −1+γ
2

(
z + 1

z

)
+ A(z)

X3 = (1 + γ) ln |z|+ ξ3 +O(ε2z−2),

\�ÛËÁÜÏÚÙ�]

ù�ÞËÒ'ÇZÒ
A(z) = −(1 + γ)(1 + i)b

4z2
+ (ξ1 + iξ2) +O(εz−1 + ε2z−3)

= −(1 + γ)(κ1 + iκ2)

4z2
+ (ξ1 + iξ2) +O(εz−1 + ε2z−3)

ÃþßGùvÒîÉ�Ò'ÄËÈpÆµÒ
z = |z|eiψ ÖpÄËÉ X1 + iX2 = reiθ

5ËÆµÞ�Ò
Ä
z + 1

z
=
(
|z|+ 1

|z|

)
eiψ

ÖpÄ�É

r cos θ = −1 + γ

2

(
|z|+ 1

|z|

)
cosψ + A1,

r sin θ = −1 + γ

2

(
|z|+ 1

|z|

)
sinψ + A2,

ù�Þ�Ò
ÇZÒ
A1 = <(A)

ÖpÄ�É
A2 = =(A)

Á�Ý0Þ�Ò
ÇZÒ
ß(ÈpÇZÒ�5

r2 =
(1 + γ)2

4

(
|z|+ 1

|z|

)2(
1− 4|z|

(1 + γ)(|z|2 + 1)
(A1 cosψ + A2 sinψ)

+
4|z|2

(1 + γ)2(|z|2 + 1)2
(A2

1 + A2
2)

)
.

\�ÛËÁÜÏWë�]

TVÞ�Ò
Ä √
ε
4

6 |z| 6 4
√
ε
5ËÆµÞ�ÒTß(ÊËÄ�Ì
ÆZÍÎÈWÄ�Ø

Ai
ÖpÇ×Òî÷�ÈWÊ�ÄËÉ�Ò'É752ÖpÄ�É8ùvÒîçWÒ
Æ

r =
1 + γ

2

(
|z|+ 1

|z|

)
(1 +O(

√
ε)) =

1 + γ

2|z| +O(
√
ε).

\�ÛËÁÜÏpè�]
ÃÅÄxòqÖpÇáÆµÍÎÌ
Ê�ÓøÖÚÇ65

r = O(1/
√
ε)
Á·åUÈWÇ×Ò'È�õWÒ
Ç65�ùvÒ�çpÒ
Æ r

1+γ
2 (|z|+ 1

|z|)
= 1 +O(

√
ε)
5Ëß(ÇZÈWÔ ù�ÞËÒ'ÇZÒ

X1 + iX2

1+γ
2

(
|z|+ 1

|z|

) = eiθ(1 +O(
√
ε)).

ÓjÄ8ÆµÞËÒ�ÈÚÆµÞ�Ò
Ç�ÞqÖpÄ�ÉV5
X1 + iX2

1+γ
2

(
|z|+ 1

|z|

) = −eiψ +
2|z|A

(1 + γ)(1 + |z|2) = −eiψ +O(
√
ε),

À�ÏpÛ



ÆµÞ?Ê�Ø
eiψ = −eiθ(1 +O(

√
ε))
Á�<qÇZÈWÔð\�ÛËÁÜÏWë�]vÖpÄ�É·\�Û�ÁÐÏpè�]�ùvÒîÌ=ÖpÄxÉ�Ò
É�Ê�Ì
Ò

(1 + γ)2(1 + |z|2)2
4|z|2 = r2

(
1 +

2

r
(A1 cosψ + A2 sinψ) +O(ε)

)
,

ß(ÇZÈpÔ ù�Þ�Ò'Ç×ÒîùvÒ�Èp÷ËÆ§ÖpÍÂÄ
1

|z|2 =

(
2r

1 + γ

)2(
1 +

2

r
(A1 cosψ + A2 sinψ) +O(ε)

)
(1 +O(ε))

=

(
2r

1 + γ

)2(
1 +

2

r
(A1 cosψ + A2 sinψ) +O(ε)

)
,

\�ÛËÁÜÏ���]

ÖpÄ�É8ÆZÞ�Ò'Ä
− ln |z| = ln

2r

1 + γ
+

1

r
(A1 cosψ + A2 sinψ) +O(ε).

\�ÛËÁÜÏ���]
<�ÍÂÄqÖpÓÂÓÕï�5ËÍÕÆ�ÍÎØ0ÄËÈpÆ�õWÒ
Ç×ï8ÉËÍ��JÌ'Ê�ÓÕÆ0ÆZÈJò�Ç×È�õWÒTÆµÞqÖ*Æ

A1 = −
1 + γ

4|z|2 (κ1 cos(2ψ)− κ2 sin(2ψ)) + ξ1 +O(
√
ε)

ÖÚÄ�É
A2 = −

1 + γ

4|z|2 (κ1 sin(2ψ) + κ2 cos(2ψ)) + ξ2 +O(
√
ε).

Ý0Þ�Ò
ÇZÒ
ß(ÈpÇZÒ�5

A1 cosψ + A2 sinψ = −1 + γ

4|z|2 (κ1 cosψ − κ2 sinψ) + ξ1 cosψ + ξ2 sinψ +O(
√
ε)

(3.27)
= − r2

1 + γ
(κ1 cos θ − κ2 sin θ) (1 +O(

√
ε)) + ξ1 cos θ + ξ2 sin θ +O(

√
ε)

= − r2

1 + γ
(κ1 cos θ − κ2 sin θ) + ξ1 cos θ + ξ2 sin θ +O(

√
ε).

<qÇZÈpÔ Þ�Ò'Ç×Ò�5�\�ÛËÁÜÏ���]vÖpÄ�É·\�Û�ÁÐÏ*Ù�]R5x�FÒ
Ô"Ô"ÖmÛËÁÜë�ÁÜÛ�ß(ÈWÓÂÓÂÈ�ù�Ø
Á
��:�Ù�:gf Û7JIH�JxSmRk[�H�@EÜ¯Jb[�@EF;LºF;pq[GZVR�Ý�«½O Rk��JnSÊ�tyER�F;Lo[GZNR�YßÞCyE@ELNMNRlH
ÃÅÄ"ÆµÞËÍÎØ·ØZÊ�÷ËØZÒ'ÌíÆµÍÂÈWÄ@ùvÒfù5ÖÚÄ?Æ�ÆµÈ«ò�ÖpÇµÖpÔJÒ
ÆZÇZÍ��'Ò0ÆµÞ�Ò���å>ö_ÒXìËÖpÔ"òËÓÎÒ

Mσ,α,β
ÈpÄ�Ö�Ì
ï�ÓÎÍÂÄ�É�Ò
Ç'Á3ö�Ò'Ì'ÖpÓÎÓ

ÍÂÆZØJÌ'ÈWÄ�ß(ÈWÇZÔ"ÖpÓ0Ì'ÈpÔ"òqÖÚÌ
ÆµÍÕúqÌ'ÖÚÆµÍÂÈWÄ
Σσ

ÈpÄ�ÓÂï�É�Ò'ò�Ò
Ä�É�Ø�ÈWÄ
σ
ÁVÝ0ÞËÒ>òqÖpÇZÖpÔ"ÒíÆµÒ
Ç

σ ∈ (0, π
2
)
ù�ÍÎÓÂÓ

ÇZÒ
Ô@ÖÚÍÎÄ�ØôúËì�Ò'ÉAÖpÓÂÈWÄ�ç�ÆZÞ�ÍÎØTØ×Ê�÷�ØZÒ
Ì
ÆµÍÂÈWÄ75GÖÚÄ�ÉRùvÒmù�ÍÎÓÂÓ�ÈWÔJÍÂÆôÆµÞ�Ò!ÉËÒ'ò�Ò'ÄËÉ�Ò'Ä�Ì'Ò"ÈWÄ
σ
Èpß·ÆµÞ�Òmß(ÊËÄ�Ìíâ

ÆµÍÂÈWÄ�Ø0ùvÒ«ÖpÇZÒ�ÍÂÄ?ÆZÇZÈ�É�Ê�Ì
ÍÎÄ�çËÁ�ñ�ÓÎØZÈJÇZÒ
Ì=ÖÚÓÎÓ¸ÆµÞqÖ*Æ
Σσ

Ì'ÖpÄ>÷�Ò�ØZÒ
Ò'Ä�ÖpØ�ÖJ÷�ÇZÖpÄ�Ì§Þ�Ò'É
2
âÅÌ'È�õWÒ'Ç×ÍÎÄ�çJÈpß C 5÷?ïxçWÓÎÊËÍÎÄ�ç C1,C2

ÖpÓÂÈWÄ�çJÆÅùvÈ�Ì
ÈWÔJÔ"ÈpÄUÌ'ÊËÆZØ
γ1
ÖpÄËÉ

γ2
ÖpÓÂÈWÄ�çJÆµÞËÒ[ÍÎÔ"ÖpçWÍÕÄqÖpÇáï8Ö*ì�ÍÎØia×ÈWÍÎÄËÍÎÄ�ç!ÆµÞËÒ

À�ÏÚÙ



÷�ÇZÖpÄ�Ì§ÞUò�ÈWÍÂÄ?ÆZØ
D,D′ ÖpÄ�É D′′, D′′′ Ç×Ò'Ø×ò�Ò'Ì
ÆZÍÂõWÒ
ÓÂï³\ØZÒ
ÒG\�ÛËÁÜÏpÛ�]9]íÁ

T.ÒTÍÎÄ�ÆµÇ×È�É�Ê�Ì'ÒôÆZÞ�ÒTØZòËÞ�Ò'Ç×ÈÚâÅÌ
ÈWÄqÖpÓ�Ì'È�ÈWÇ×É�ÍÎÄ�ÖÚÆµÒ
Ø
(x, y)

ÈWÄ�ÆµÞ�ÒTÖpÄ�Ä?Ê�ÓÎÊ�Ø S2 − (γ1 ∪ γ2)
\Ø×Ò'ÒLYÕÀ���[h]RU

ß(ÈWÇ�ÖpÄ�ï
(x, y) ∈ S1 × (0, π) ≡ [0, 2π)× (0, π)

5ËùvÒ�ÉËÒ
úqÄ�Ò
F (x, y) = (cos x sin y, sin xm(y), l(x) cos y) ∈ S2 − (γ1 ∪ γ2),ù�Þ�Ò
ÇZÒ
m(y) =

√
1− cos2 σ cos2 y

ÖpÄ�É
l(x) =

√
1− sin2 σ sin2 x.Ý<È8ÊËÄ�É�Ò'Ç×Ø×ÆµÖpÄ�ÉRÆZÞ�ÒmçpÒ'ÈWÔJÒ
ÆZÇZÍÂÌ=ÖpÓ<ÔJÒ=ÖpÄ�ÍÂÄ�ç@Èpß�ÆµÞËÒ'ØZÒ�õÚÖÚÇZÍøÖÚ÷�ÓÎÒ
ØôÍÂÆjÍÂØjØ×Ê^�JÌ'ÍÂÒ'Ä�ÆTÆµÈ�Ç×Ò'Ô"ÖpÇZæ8ÆµÞ�ÖÚÆ

ÆµÞËÒ@ÓÎÍÂÄ�Ò'Ø {x = constant} ÖÚÄ�É {y = constant}, ÖpÇ×Ò"ÆÅùvÈ>Ì'ÓÂÈWØZÒ
É�Ì'Ê�ÇáõWÒ'Ø�ÈWÄ S2.
Ý0Þ�Ò
ØZÒ@Æ�ù�È

Ì'ÊËÇ×õWÒ'Ø�ÖpÇ×Ò0ÆZÞ�Ò�Ì
ÇZÈWØ×Ø·Ø×Ò'ÌíÆµÍÎÈpÄ�Ø�Èpß�ÆµÞ�Ò0ØZò�Þ�Ò
ÇZÒ�ÖÚÄ�É!ÆÅùvÈîÒ'ÓÎÓÂÍÂòËÆµÍÕÌ5Ì
ÈWÄ�Ò
Ø�\ÈpÄ�Ò0ù�ÍÕÆµÞ!Þ�ÈpÇZÍ=�
ÈWÄ?ÆµÖpÓ�Ö*ì�ÍÎØ,5
ÆµÞËÒ�ÈÚÆµÞ�Ò
Ç�ÈWÄ�ÒTù�ÍÕÆµÞ�õWÒ'ÇáÆµÍÎÌ'ÖpÓFÖ*ì�ÍÎØk]vÞqÖ=õ�ÍÎÄ�çmõWÒ
Ç×ÆµÒXìUÖÚÆ0ÆµÞ�ÒîÌ
Ò'Ä?ÆZÒ'ÇfÈpß<ÆµÞËÒ�Ø×ò�Þ�Ò
ÇZÒpÁ
ÃþßîùvÒ{Ì'ÈWÔJò�ÈWØ×Ò

F (x, y)
ù�ÍÂÆZÞhÆµÞ�Ò�Ø×ÆµÒ
ÇZÒ'ÈpçWÇµÖÚò�Þ�ÍÎÌ'ÖpÓôò�Ç×È�a×Ò
Ì
ÆZÍÎÈWÄ_ÖpÄ�É_Ò'Ä�ÓÎÖpÇZçpÒ>ÆµÞËÒ{É�ÈWÔ"ÖpÍÂÄhÈÚß

É�ÒíúqÄ�ÍÂÆZÍÎÈWÄ�Èpß�ÆµÞ�Ò�ß(ÊËÄ�Ì
ÆZÍÎÈWÄ75�ù�Ò!ÈW÷�Æ§ÖpÍÂÄ�ÆZÞ�ÒmÉ�ÍÂä%Ò'Ç×Ò'Ä�ÆµÍøÖÚ÷�ÓÎÒ«Ô@ÖÚò
z(x, y) : S1 × S1 ≡ [0, 2π) ×

[0, 2π)→ C çWÍÕõWÒ'Ä8÷?ï
z(x, y) =

cos x sin y + i sin xm(y)

1− l(x) cos y
,

\�ÛËÁÜÏpü�]
ù�Þ�ÍÂÌXÞ�ÍÂØ[ÖU÷�ÇµÖpÄËÌXÞ

2
âþÌ'È�õWÒ'Ç×ÍÎÄ�ç>ÈÚß C ù�ÍÕÆµÞA÷�ÇµÖÚÄ�ÌXÞAõÚÖÚÓÎÊ�Ò
Ø[ÍÎÄ ÆµÞ�Ò"ß(ÈWÊËÇ«ò�ÈWÍÎÄ�ÆµØ�ù�Þ�ÈWØ×Ò�ØZòËÞ�Ò'Ç×ÈÚâ

Ì'ÈpÄqÖpÓ�Ì
È�ÈWÇZÉËÍÎÄqÖ*ÆµÒ'Ø[ÖpÇ×Ò
(x, y) ∈

{
±π

2

}
× {0, π} 5�ù�ÞËÍÎÌ§Þ�ÖpÓÎØ×È>Ì'ÈpÇZÇZÒ
ØZò�ÈWÄËÉ�ÆZÈ D,D′, D′′, D′′′ ÁåUÈWÇ×Ò'È�õWÒ'Ç,5

z(x, y)
Ô@ÖpòËØ S1× (0, π)

ÈpÄ C− (γ1 ∪ γ2)
Á�ãfÒ'ÄËÌ'ÒjùvÒTÌ'ÖpÄ8ò�ÖpÇµÖpÔJÒíÆµÇZÍ��'ÒfÆµÞ�ÒD��å>ö

ÒíìËÖpÔJò�ÓÂÒT÷?ï
z
5�÷?ï�ÔJÒ=ÖÚÄ�Ø�ÈpßGÍÂÆZØ�TAÒ
ÍÎÒ
ÇZØ×ÆZÇµÖpØ×ØfÉqÖÚÆµÖ

g(z) =
az + b

i(a− bz)
, dh = µ

dz√
(z2 + λ2)(z2 + λ−2)

,

T.ÒTÉ�Ò'ÄËÈpÆµÒT÷?ï
M̃σ,α,β

ÆµÞËÒTÓÎÍÕß$ÆµÍÕÄ�ç[Èpß
Mσ,α,β

ÆµÈ R3/T
÷?ï@ß(ÈpÇZçWÒíÆZÆµÍÂÄ�ç�ÍÕÆµØ5Ä�ÈpÄ8Þ�ÈWÇ×Í=�
ÈWÄ?ÆµÖpÓ%ò�Ò'Ç×ÍÎÈ�É

\Í�ÁéÒÚÁ�ÍÕÆµØ�ò�Ò'Ç×ÍÎÈ�ÉmÍÂÄmÞËÈWÔ"ÈpÓÎÈWçÚï�5
T̃
]íÁ;T.Ò0Ì'ÖpÄmÆZÞ�Ò'Ä!ò�ÖpÇµÖpÔJÒíÆµÇZÍ��'Ò

M̃σ,α,β
ÈWÄ S1×R ÷�ï�ÒXì�ÆµÒ'ÄËÉ�ÍÎÄ�ç

zÆµÈ
[0, 2π)×R Ái�vÊ�Æ�ØZÊËÌXÞ"ÖjòqÖpÇZÖpÔ"ÒíÆµÇ×Í=�=Ö*ÆµÍÂÈpÄ�ÍÂØ9Ä�ÈpÆ3Ì'ÈpÄËß(ÈWÇZÔ"ÖpÓ�5pØ×ÍÎÄ�Ì
Ò5ÆµÞ�Ò0Ø×ò�Þ�Ò'Ç×ÈÚâÅÌ
ÈWÄqÖpÓËÌ'È�ÈWÇ×É�ÍÕâÄqÖÚÆZÒ'Ø

(x, y) 7→ F (x, y)
Èpß�ÆµÞËÒ�ØZò�Þ�Ò
ÇZÒjÖpÇZÒfÄ�ÈpÆ�Ì'ÈpÄËß(ÈWÇ×Ô@ÖpÓ�ÁGñôØ·ÆZÞ�Ò�Ø×ÆZÒ'ÇZÒ
ÈWçWÇZÖpò�Þ�ÍÂÌ�ò�Ç×È�a×Ò
Ì
ÆZÍÎÈWÄ"ÍÂØ

Ö�Ì
ÈWÄËß(ÈWÇ×Ô@ÖÚÓqÔ"ÖpòV5?ÍÂÆ�ØZÊ^�JÌ
Ò'Ø�ÆµÈîúqÄ�É"Ä�Ò
ù_Ì'ÈpÄËß(ÈWÇZÔ"ÖpÓ�Ì
È�ÈWÇZÉ�ÍÂÄqÖÚÆZÒ'Ø
(u, v)

Èpß�ÆZÞ�ÒfØZò�ÞËÒ'ÇZÒ�É�ÒíúqÄ�Ò
É
ÈWÄ8ÆµÞ�ÒîÌ
ï�ÓÎÍÂÄ�É�Ò
Ç'Á·ÃÅÄUòqÖpÇáÆµÍÎÌ
Ê�ÓÎÖpÇ65�ùvÒ�ÓÎÈ�Èpæ"ß(ÈWÇfÖ!Ì§ÞqÖpÄ�çpÒ�ÈpßGõÚÖpÇ×ÍøÖp÷�ÓÂÒ'Ø

(x, y) 7→ (u, v)
ß(ÈWÇ0ù�Þ�ÍÂÌ§Þ

|F̃u| = |F̃v|
ÖpÄËÉ 〈F̃u, F̃v〉 = 0

5�ù�Þ�Ò
ÇZÒ
F̃ (u, v) = F (x(u, v), y(u, v))

ÁiT.ÒîÈW÷�Ø×Ò'Ç×õWÒîÆµÞ�ÖÚÆ

|Fx| =
√
k(x, y)

l(x)

ÖÚÄ�É |Fy| =
√
k(x, y)

m(y)
,

ù�ÍÂÆZÞ
k(x, y) = sin2 σ cos2 x + cos2 σ sin2 y

Á�Ý0Þ�Ò'Ä.ÍÕÆTÍÎØTÄqÖ*ÆµÊ�ÇZÖpÓ�ÆµÈ8Ì
ÈWÄ�ØZÍÂÉ�Ò
ÇTÆµÞ�Ò!Ì§ÞqÖÚÄ�çWÒ!Èpß
õÚÖÚÇZÍøÖÚ÷�ÓÎÒ
Ø

(x, y) ∈ [0, 2π)× R 7→ (u, v) ∈ [0, Uσ]× R É�Ò
ú�Ä�Ò'ÉU÷?ï

u(x) =

∫ x

0

1

l(t)
dt

ÖpÄ�É
v(y) =

∫ y

π
2

1

m(t)
dt,

\�Û�ÁÜÛ�
�]

À�ÏWë



ù�Þ�Ò
ÇZÒ
Uσ = u(2π) =

∫ 2π

0
dt√

1−sin2 σ sin2 t
.

\�ÛËÁéÛËÀS]
W�ÈÚÆµÒ!ÆZÞqÖÚÆ

Uσ
ÍÎØ�Ö�ß(Ê�Ä�ÌíÆµÍÎÈpÄ ÈWÄ

σ
ÆZÞqÖÚÆ�çWÈ�Ò'ØîÆZÈ

2π
ÖpØ
σ
Öpò�ò�Ç×È�ÖpÌ§Þ�Ò'ØîÆµÈ��'Ò'Ç×ÈF5�ÖÚÄ�É ÆµÞqÖ*Æ�ÆZÞ�Ò

Öp÷�È�õWÒTÌ§ÞqÖpÄ�çpÒTÈpß�õ*ÖpÇZÍÎÖp÷�ÓÎÒ
ØvÍÎØ�ùvÒ
ÓÎÓ�É�ÒíúqÄ�Ò
Éx÷�Ò'Ì'ÖpÊ�ØZÒ
σ ∈ (0, π

2
)
Á3ÃÅÄ�ÆµÞ�Ò
ØZÒjõÚÖpÇ×ÍøÖp÷�ÓÂÒ'Ø

(u, v), z
ÍÎØ

ò�Ò'Ç×ÍÎÈ�É�ÍÂÌjù�ÍÕÆµÞ8ÇZÒ
ØZò�Ò'ÌíÆ�ÆZÞ�Ò
v
õÚÖpÇ×ÍøÖp÷ËÓÎÒôù�ÍÂÆZÞ8ò%Ò
ÇZÍÂÈ�É

Vσ = v(2π)− v(0) =
∫ 2π

0
dt√

1−cos2 σ cos2 t
.

\�ÛËÁéÛ�Ï�]
Ý0Þ�Ò!ò�Ò
ÇZÍÂÈ�É

Vσ
çWÈ�Ò
ØjÆµÈ

+∞ ÖpØ
σ
çWÈ�Ò'ØjÆZÈ'�
Ò'Ç×È·\(ØZÒ
Ò!ÓÎÒ
Ô"Ô"Ö@ÛËÁÜë�ÁÐë�]R5�ù�Þ�ÍÂÌXÞ{ù5ÖÚØîÌ
ÓÎÒ=ÖÚÇôÆ§Öpæ?ÍÎÄËç

ÍÎÄ�ÆµÈ!ÖpÌ'Ì
ÈWÊ�Ä�ÆfÆZÞ�ÒîÓÎÍÂÔJÍÕÆ5Èpß
Mσ,α,β

ÖpØ
σ
ÆµÒ'ÄËÉ�Ø�ÆµÈL�'Ò
ÇZÈ�Á

<qÇZÈpÔ¡ÖpÓÎÓ?ÆµÞËÍÎØ65ÚùvÒ0Ì'ÖpÄ!ÉËÒ'É�Ê�Ì
Ò0ÆZÞqÖÚÆ
M̃σ,α,β

\(ÇZÒ
ØZò�Ò'ÌíÆµÍÕõWÒ'ÓÂï
Mσ,α,β

]GÍÂØ�Ì'ÈWÄËß(ÈpÇZÔ"ÖpÓÎÓ ï�òqÖÚÇµÖpÔJÒ
ÆZÇZÍ=�
Ò'É
ÈWÄ

(u, v) ∈ Iσ × R \
(u, v) ∈ Iσ × Jσ

]R5�ù�ÍÕÆµÞ
Iσ = [0, Uσ]

ÖpÄ�É
Jσ = [v(0), v(2π)]

Á
ÃÅÄmØ×Ò'Ì
ÆZÍÎÈWÄmÛËÁéèôÉ�Ò
õWÈÚÆµÒ
ÉmÆµÈôÆµÞËÒ5Ø×ÆZÊ�ÉËï[ÈpßqÆµÞËÒ5Ô"Öpò�ò�ÍÂÄ�çôò�Ç×ÈWò�Ò'ÇáÆµÍÎÒ
Ø�ÈpßqÆµÞ�Òm�WÖpÌ'Èp÷�ÍËÈpò�Ò'ÇµÖ*ÆµÈWÇ9ÖÚ÷�ÈWÊËÆ
M̃σ,α,β

ù�Ò«ù�ÍÂÓÎÓFÔ"ÖpæpÒ�Òíì�Ì'ÓÂÊ�ØZÍÕõWÒ[Ê�Ø×Ò[Èpß�ÆµÞËÒ
(u, v)

õÚÖÚÇZÍøÖÚ÷�ÓÎÒ
Ø'Á5ÃÅÄUÆµÞ�Ò«òËÇZÈ�Èpß9Èpß9ÓÎÒ
Ô"Ô"Ö!ÛËÁÜë�ÁÜÛ!ùvÒ
ÞqÖ=õWÒRù�Ç×ÍÂÆZÆZÒ'Ä�ÖpØxÖ�õWÒ
Ç×ÆZÍÎÌ=ÖÚÓTçWÇZÖpò�Þ�ÖpÄ©ÖpòËò�ÇZÈWòËÇZÍøÖ*ÆµÒ{òËÍÎÒ'Ì
ÒRÈpß

M̃σ,α,β
Ì'ÈWÇ×ÇZÒ
ØZò�ÈWÄ�ÉËÍÎÄ�ç,ÆZÈ,ÆµÞËÒ

ÖpÄ�Ä?Ê�ÓÂÊ�Ø √
ε
4

6 |z| 6 4
√
ε.
Ý0Þ�Òf÷�ÈWÊËÄ�ÉqÖpÇáï!Ì
Ê�Ç×õWÒ�ÖpÓÎÈpÄ�çTù�Þ�ÍÂÌ§ÞJùvÒ�ù�ÍÂÓÎÓËçWÓÎÊËÒ0ÆZÞ�ÒfòËÍÎÒ'Ì
ÒfÈÚß

M̃σ,α,βù�ÍÂÆZÞ8ÆZÞ�Ò«à5ãjå Ø×Ê�Ç×ßÖÚÌ'Ò�Ì
ÈWÇZÇ×Ò'Ø×ò�ÈWÄ�É�Ø�ÆµÈ |z| = √ε.
� ��¯A¯A�p?w ÿ w ÿ wC��� √

ε
4

6 |z| 6 4
√
ε
| �j� σ = O(ε) ~l�X�R�

−1

2
ln ε+ c1 6 v 6 −1

2
ln ε+ c2,

�N�x� { � c1 | �j� c2 |�{ � �kz �^�R~ | �x~¬� # �j�c� { ~��x�D� |�� � | �k�R� � �j~�� z � z � σ, Vσ = −4 ln ε+O(1).

� ¼*¨¸¨2ª`w Ý0Þ�Ò�ò�ÇZÈ�Èpß�ÍÂØfÖpÇ×ÆZÍÎÌ'ÊËÓøÖÚÆZÒ'É8ÍÂÄ8Æ�ù�È"Ø×ÆZÒ'ò�Ø
Ám<�ÍÂÇZØ×ÆZÓÂï�5�Ê�ØZÍÂÄ�çJÒ'û?ÊqÖÚÆZÍÎÈWÄ·\�ÛËÁÜÏpü�]�5qùvÒîù�ÍÂÓÎÓ¸çWÍÕõWÒ
ÆµÞËÒ�õÚÖpÓÎÊËÒ'Ø�Èpß�ÆµÞ�Ò

y
õÚÖpÇ×ÍøÖp÷ËÓÎÒTß(ÈWÇ�ù�ÞËÍÎÌ§Þ √

ε
4

6 |z(x, y)| 6 4
√
ε
ù�ÍÕÆµÞ

σ = O(ε)
Á¥��Ò'Ì'ÈpÄ�É�ÓÂï8ù�Ò

ù�ÍÎÓÂÓ�É�Ò
ÆZÒ'Ç×Ô"ÍÂÄ�ÒvÆµÞ�Ò5õÚÖpÓÂÊ�Ò'Ø3ÈÚß�ÆµÞ�Ò
v
õÚÖÚÇZÍøÖÚ÷�ÓÎÒvÌ
ÈWÇZÇ×Ò'ØZò�ÈpÄ�É�ÍÂÄ�çTÆµÈTÆZÞ�Ò'Ø×Ò0õÚÖpÓÎÊËÒ'Ø3Èpß

y.
ÃþÆ�ÍÎØ9ò�ÈWØ×ØZÍÎ÷ËÓÎÒ

ÆµÈJØZÞËÈ�ù ÆµÞ�ÖÚÆ�5qÍÂß |z| õÚÖpÇ×ÍÎÒ
ØfÍÎÄ�ÆµÞ�Ò�ÍÂÄ?ÆµÒ
Ç×õÚÖÚÓFØZò�Ò'Ì
ÍÂúqÒ
É�Öp÷�È�õWÒ�52ÆZÞ�Ò'Ä π − a1 6 y 6 π − a2,
ù�ÍÕÆµÞ

ai = di
√
ε,
ù�Þ�Ò'Ç×Ò

d1 > d2 > 0
ÖpÇZÒmÌ'ÈWÄËØ×Æ§ÖÚÄ?ÆµØ
Á%�vÒ
ÍÎÄ�ç

v
ÖpÄRÍÎÄ�Ì
ÇZÒ'ÖpØZÍÂÄ�ç�ß(Ê�Ä�ÌíÆµÍÎÈpÄRÈpß

y,
ÆZÞ�Ò'Ä

v(π−a1) 6 v(y) 6 v(π−a2).
W�È�ù�ùvÒ0ù�ÍÂÓÎÓ�ÈW÷�Æ§ÖpÍÂÄ�ÆZÞ�Ò5õÚÖpÓÂÊ�Ò'Ø3Èpß

v(y)
ß(ÈWÇ

y = π−ai, i = 1, 2.Ý<È!ÆµÞ�ÍÂØ�ÖpÍÎÔ ùvÒîÈW÷�ØZÒ
Ç×õWÒîÆµÞqÖ*Æ

v(y) =

∫ y

π
2

ds√
1− cos2 σ cos2 s

.

ÃþÆfÞ�ÈpÓÎÉ�Ø5ÆµÞ�ÖÚÆ
∫ y

0

ds√
1− cos2 σ cos2 s

=

∫ y

0

ds√
1− cos2 σ + cos2 σ sin2 s

=

À�Ïpè



1

sin σ

∫ y

0

ds√
1 + cos2 σ

sin2 σ
sin2 s

=
1

sinσ
F(y,mσ),

ù�Þ�Ò
ÇZÒ
mσ = − cos2 σ

sin2 σ

ÖpÄËÉ
F(y,m) =

∫ y
0

ds√
1−m sin2 s

ÍÎØ0ÆZÞ�Ò�ÍÂÄ�Ì'ÈWÔJò�ÓÂÒ
ÆZÒTÒ'ÓÂÓÎÍÂòËÆZÍÂÌjÍÎÄ?ÆZÒ'çpÇµÖpÓ¸ÈpßGÆµÞËÒ
úqÇ×Ø×Æfæ?ÍÎÄ�É¸Á

F(y,m)
ÍÎØ�ÖpÄxÈ�ÉËÉ8ß(Ê�Ä�Ì
ÆZÍÎÈWÄ�ù�ÍÕÆµÞ8ÇZÒ'Ø×ò�Ò'ÌíÆ�ÆµÈ

y
ÖpÄ�ÉxÍÕß

k ∈ Z,

F(y + kπ,m) = F(y,m) + 2kK(m),

ù�Þ�Ò
ÇZÒ
K(m) = F(π

2
,m)

ÍÂØ[ÆµÞ�Ò�Ì'ÈWÔJò�ÓÂÒ
ÆµÒ@Ò'ÓÎÓÂÍÂòËÆµÍÕÌ@ÍÂÄ?ÆµÒ
çWÇµÖÚÓvÈÚßfú�ÇZØ×Æ!æ?ÍÂÄ�É¸Á.Ãþß
y = d

√
ε
ÖpÄËÉ

σ = O(ε),
ÆZÞ�Ò'Ä

1

sinσ
F(y,mσ) = −

1

2
ln ε+O(1),

ù�Þ�Ò
ÇZÒîÆµÞ�ÒTß(ÊËÄ�Ì
ÆZÍÎÈWÄ O(ε)
ÖpÓÂØZÈ!É�Ò
ò�Ò'ÄËÉ�Ø�ÈWÄ

d.
ÃþÆfÍÂØ0æ�ÄËÈ�ù�ÄxÆµÞ�ÖÚÆfÍÕß

m
ÍÎØ0Ø×Ê^�JÌ'ÍÎÒ
Ä?ÆZÓÂï�÷ËÍÎçmÆZÞ�Ò'Ä

K(m) =
1√−m

(
ln 4 +

1

2
ln(−m)

)(
1 +O

(
1

m

))
.

ÃþÆ�ß(ÈpÓÎÓÂÈ�ù�ØvÆµÞ�ÖÚÆ
1

sinσ
K(mσ) = − ln ε+O(1).

Ý0Þ�Ò
Ä75qß(ÈWÇ
i = 1, 2,

v(π − ai) =
1

sin σ
(F(π − ai,mσ)−K(mσ)) =

1

sinσ
(F(−ai,mσ) + 2K(mσ)−K(mσ)) =

1

sinσ

(
−F(di

√
ε,mσ) + K(mσ)

)
= −1

2
ln ε+ ci.

Ý0Þ�Ò.Ç×Ò'Ø×Ê�ÓÂÆxÌ'ÈWÄ�Ì
Ò'Ç×Ä�ÍÎÄ�ç
Vσ = v(2π) − v(0)

ß(ÈWÓÎÓÂÈ�ù�ØxÖÚÆxÈWÄ�Ì
ÒAÖ*ß$ÆµÒ
ÇxÞqÖ=õ�ÍÂÄ�ç�ÈW÷�Ø×Ò'Ç×õWÒ
ÉLÆµÞ�ÖÚÆ
v(2π) = 3K(mσ)

sinσ

ÖpÄ�É
v(0) = −K(mσ)

sinσ
.

<qÇZÈpÔ ÆZÞ�ÒTÓÎÒ
ÔJÔ@Öma×ÊËØ×Æ�ò�Ç×È�õWÒ
ÉxÍÕÆvß(ÈWÓÎÓÂÈ�ù�Ø�ÆµÞqÖ*Æ5ÆµÞ�Òjõ*ÖpÓÎÊËÒjÈpß�ÆµÞ�Ò
v
Ì'ÈpÇZÇZÒ
ØZò�ÈWÄËÉ�ÍÎÄ�ç�ÆµÈ |z| = √ε,ÍÎØ

vε = −1
2
ln ε+ c,

ù�Þ�Ò
ÇZÒ
c
ÍÎØ�Ö!Ì
ÈWÄ�ØáÆ§ÖpÄ�Æ=Á

ù%ó43 úëû +�à3ö� �&�¡'Qr&�5q+�M#öD2H&�M ö�¡q&�On2
M̃σ,α,β

Ý0Þ�Òn�WÖpÌ'ÈW÷ËÍ·ÈWò�Ò
ÇµÖÚÆZÈWÇîß(ÈWÇ
Mσ,α,β

ÍÂØ�çWÍÂõWÒ
ÄA÷�ï J = ∆ds2 + |A|2,
ù�Þ�Ò
ÇZÒ |A|2 ÍÎØîÆµÞËÒ"ØZû?ÊqÖpÇ×Ò'ÉÄ�ÈWÇ×Ô±ÈÚßqÆµÞËÒ5Ø×Ò'Ì
ÈWÄ�É�ß(Ê�Ä�ÉqÖpÔJÒ
Ä?Æ§ÖÚÓ�ß(ÈpÇZÔºÈWÄ

Mσ,α,β
ÖpÄ�É

∆ds2
ÍÎØ<ÆZÞ�Ò���Öpò�ÓøÖÚÌ'ÒXâ��vÒ
ÓÂÆµÇZÖpÔJÍ�ÈWò�Ò
ÇµÖÚÆµÈpÇ

ù�ÍÂÆZÞ"ÇZÒ
ØZò�Ò
Ì
ÆvÆZÈ�ÆµÞ�ÒfÔ"ÒíÆµÇ×ÍÎÌ
ds2

ÍÎÄ�É�ÊËÌ'Ò
É@ÈWÄJÆµÞ�ÒfØZÊ�ÇáßÖpÌ'Ò�÷�ïmÆµÞ�ÒfÍÎÔJÔJÒ'Ç×ØZÍÎÈpÄ
X = (X1, X2, X3)É�ÒíúqÄ�Ò'ÉUÍÎÄ8Ø×Ò'ÌíÆµÍÎÈpÄUÛËÁÐë�ÁÂÀWÁ9Ý0ÞqÖÚÆfÍÎØ

ds2 =
1

4

(
|g|+ |g|−1

)2 |dh|2.

À�Ï��



T.Ò�Ì'ÈWÄËØZÍÎÉËÒ'ÇôÆZÞ�Ò�ÔJÒ
ÆZÇZÍÎÌ�ÈWÄ�ÆZÞ�Ò[ÆµÈpÇZÊ�Ø
Σσ

ÈW÷�Æ§ÖpÍÂÄ�Ò'É�ÖpØjò�ÊËÓÎÓÕâþ÷qÖpÌ§æ8ÈÚß·ØáÆ§ÖpÄËÉqÖpÇZÉ�Ô"ÒíÆµÇZÍÂÌ
ds20

Èpß
ÆµÞËÒjØZòËÞ�Ò'Ç×Ò S2 ÷?ïJÆµÞËÒ�BîÖpÊ�ØZØvÔ"Öpò N U dN ∗(ds20) = −K ds2

5�ù�Þ�Ò
ÇZÒ
K = −1

2
|A|2 É�Ò'ÄËÈpÆµÒ
Ø5ÆµÞËÒBîÖpÊ�ØZØ�Ì
Ê�Ç×õ*ÖÚÆµÊ�Ç×Ò�Èpß

Mσ,α,β
Á·ãfÒ'Ä�Ì
Ò

∆ds2 = −K∆ds20

5qÖpÄ�ÉxØ×È
J = −K (∆ds20

+ 2).

<qÇZÈpÔðY À��b[�ÖpÄ�É�Æ§Öpæ?ÍÂÄ�ç!ÍÂÄ?ÆZÈJÖÚÌ'Ì
ÈWÊ�Ä?Æ0ÆµÞ�ÒTòqÖpÇµÖÚÔ"ÒíÆµÇZÍ��=Ö*ÆµÍÂÈpÄ�ÈÚß
Mσ,α,β

ÈWÄ�ÆZÞ�ÒîÌíï�ÓÂÍÎÄ�ÉËÒ'Ç0çWÍÕõWÒ'Ä8ÍÂÄ
ØZÊË÷�ØZÒ
Ì
ÆµÍÂÈWÄ>ÛËÁÜë�ÁÜÏA5ËùvÒîÌ=ÖpÄxÉ�Ò
É�Ê�Ì
Ò�ÆµÞ�ÖÚÆ�5�ÍÎÄ�ÆZÞ�Ò

(x, y)
âþõ*ÖpÇZÍÎÖp÷�ÓÂÒ'Ø65

∆ds20
:=

l(x)m(y)

k(x, y)

[
∂x

(
l(x)

m(y)
∂x

)
+ ∂y

(
m(y)

l(x)
∂y

)]
.

ÃÅÄ8ÆµÞ�Ò
(u, v)

âþõÚÖÚÇZÍøÖÚ÷�ÓÎÒ
Ø5É�Ò
úqÄËÒ'É>÷�ï³\�Û�ÁÜÛ�
�]R5Ëù�Ò�ÞqÖ=õWÒ J = −K
k(x(u),y(v))

Lσ,
ù�ÞËÒ'ÇZÒ

Lσ := ∂2uu + ∂2vv + 2 sin2 σ cos2(x(u)) + 2 cos2 σ sin2(y(v))
\ÛËÁÜÛpÛ�]

ÍÎØ5ÆZÞ�Ò���ÖpÔ%:jÈWò�Ò'ÇZÖÚÆµÈWÇ�\(ØZÒ'ÒEYÕÀ��b[h]íÁ
`���¯A��¼�»×?w&%7w�xwt� �f� {`z � z �R�l~�� z � � � � � � ¨����n�i� }l} ~ |b¯ � } � � �l~�� | � σ → 0 � y�zb{ �R� � � |f} � � �l~�¨~l�x�Ncm�¬� �E| �x�n�R� {l�,|c� � Σσ �A� � �R�V� {o| ~��k���l�x~ zL| cm�¬� �E| �x�0�R� {l�,|c� ���i�l~l�n� z �c�k� �kz �^�R�=�R~��l� �%z�� ~�� z���x�x� { �k�-° z �l�x~��9� ª �0~�� z_�kzb�3�Gz �'� z �l�x~l�k¨ | �j�'~��x� �kzb{�{ �k��� z �j���l� � 1 |c�kz�ª � z �x� {o| ~ zb{ �9«6� |�} ��~l�x�¦ � � �R�j� { � z �x� {o| ~ zb{fz � S2 \ {p0, p1},

� � � �R� ª � L0 = ∂2xx + sin y ∂y (sin y ∂y) + 2 sin2 y �l�~l�x� (x, y) § �b|�{ � |�ª6} �k�6�qØ z ~��L~l� | ~)�l�·~l�c�=� �9| ���3~l�x� � � | � � � z����b|�{ � |�ª6} �k� (x, y) 7→ (u, v) �=�3� z ~�c�����V�9���
��:=<�:>9 hiZNR~SmJI�N�N@ELN¾Ê�NH�FI��RlH�[�@ER]D|FnpÔ[GZNR�®xJ;YkFIrt@�FI��RlH�Jb[GFIH
<qÇZÈpÔLÄ�È�ùAÈWÄ75�ù�Ò·Ì
ÈWÄ�ØZÍÂÉ�Ò'Ç¸ÆµÞ�Ò�Ì
ÈWÄËß(ÈWÇ×Ô@ÖÚÓpòqÖpÇZÖpÔ"ÒíÆµÇ×Í=�=Ö*ÆµÍÂÈpÄTÈpß

M̃σ,α,β
ÈWÄîÆZÞ�Ò�Ì
ï�ÓÂÍÎÄ�É�Ò
Ç S1×R ≡

Iσ×R É�Ò
ØZÌ'Ç×ÍÎ÷�Ò
É�ÍÂÄ�ØZÊË÷�ØZÒ
Ì
ÆµÍÂÈWÄ�ÛËÁÜë�ÁÜÏ�ÁNÓjÊ�ÇGÖpÍÂÔ ÖpÓÎÈpÄ�ç0ÆµÞ�ÍÂØ<Ø×Ê�÷�Ø×Ò'Ì
ÆZÍÎÈWÄ«ÍÎØFÆµÈfØ×ÆZÊ�ÉËïîÆZÞ�Ò·Ô"Öpò�ò�ÍÂÄ�ç
ò�Ç×ÈWò�Ò'ÇáÆµÍÎÒ
Ø0Èpß<ÆµÞ�ÒTÈWò�Ò'ÇZÖÚÆµÈpÇ J . ÃþÆ�ÍÎØ5Ì'ÓÂÒ=ÖpÇvÆµÞqÖ*Æ�ÍÂÆ0ÍÂØ0Ø×Ê^�JÌ'ÍÎÒ
Ä?Æ�ÆZÈ!Ø×ÆµÊËÉËï�ÆµÞ�ÒTØZÍÂÔ"ò�ÓÂÒ'ÇvÈWò�Ò
ÇµÖÚÆZÈWÇ
Lσ

ÉËÒ
úqÄ�Ò
É>÷�ï³\�ÛËÁéÛWÛ�]XÁC��È!ù�Òîù�ÍÂÓÎÓ�ØZÈpÓÂõWÒTÆZÞ�Òîò�ÇZÈp÷�ÓÎÒ
Ô
{
Lσw = f,

ÍÂÄ
Iσ × [v0,+∞[

w = ϕ
ÈWÄ

Iσ × {v0},
ù�ÍÂÆZÞ

v0 ∈ R 5ËÌ
ÈWÄ�ØZÍÂÉ�Ò'Ç×ÍÎÄ�ç�Ì
ÈWÄ?õWÒ
Ä�ÍÎÒ
Ä?Æ�ÄËÈWÇZÔJÒ'É@ß(Ê�Ä�ÌíÆµÍÎÈpÄqÖpÓ%Ø×òqÖpÌ'Ò
Ø0ß(ÈWÇ w, f ÖÚÄ�É ϕ 5ËØZÈ�ÆZÞqÖÚÆvÆµÞ�ÒÄ�ÈWÇ×ÔðÈÚß
w
ÍÂØ0÷�ÈWÊ�Ä�É�Ò
ÉU÷?ï�ÆµÞËÒîÈWÄ�ÒîÈpß

f
Á

T.Ò�ù�ÍÂÓÎÓ�ùvÈWÇ×æ�ÍÎÄ8Æ�ù�È"É�ÍÂä%Ò'Ç×Ò'Ä?Æ�ß(Ê�Ä�ÌíÆµÍÎÈpÄqÖpÓFØZò�ÖpÌ'Ò
Ø�ÆµÈJØZÈWÓÕõWÒîÆµÞ�Ò«Öp÷�È�õWÒ[óôÍÂÇZÍÂÌXÞ�ÓÂÒ
Æ�ò�Ç×ÈW÷�ÓÂÒ'ÔxÁ�Ý<È
Òíì�ò�ÓÎÖpÍÂÄ�ÆµÞËÒîÇZÒ'ÖpØZÈWÄV5qÍÂÆ0ÍÎØ5Ì'ÈWÄ�õWÒ'Ä�ÍÂÒ'Ä�ÆfÆZÈ!ÇZÒ
Ì=ÖpÓÂÓ�ÆµÞ�ÖÚÆ0ÆµÞ�ÒTÍÎØZÈpÔ"ÔJÒ
ÆZÇ×ï"çWÇZÈpÊ�ò8Èpß

M̃σ,α,β
É�Ò
ò�Ò'Ä�ÉËØ

ÈWÄRÆZÞ�ÒmõÚÖpÓÎÊËÒ'ØîÈpß�ÆZÞ�ÒmÆµÞ�Ç×Ò'ÒJò�ÖpÇµÖpÔJÒíÆµÒ'Ç×Ø
σ, α, β

Á3TVÞ�Ò
Ä
α = 0

\(ÇZÒ
ØZò¸Á
β = 0

]R5
M̃σ,α,β

ÍÎØTÍÂÄ�â
õÚÖÚÇZÍøÖÚÄ?Æ0÷�ï@ÆµÞ�ÒTÇZÒR�qÒ'ÌíÆµÍÎÈpÄ8Ø×ï�Ô"ÔJÒ
ÆZÇ×ï�ÖÚ÷�ÈWÊËÆ0ÆZÞ�Ò {x1 = 0} òËÓøÖpÄ�ÒL\(ÇZÒ'Ø×ò¸Á {x2 = 0} ò�ÓÎÖpÄ�Ò�]íÁ#T.ÒÖpÇ×ÒjÍÎÄ�ÆµÒ'Ç×Ò'ØáÆµÒ'É8ÍÂÄ�Ø×Þ�È�ù0ÍÎÄ�ç�ÆµÞËÒTÒXì�ÍÎØ×ÆZÒ'Ä�Ì
ÒîÈpß�ßÖÚÔ"ÍÂÓÂÍÕÒ'Ø�Èpß<ÔJÍÎÄ�ÍÂÔJÖpÓ2ØZÊ�Ç×ßÖÚÌ'Ò
Ø�Ì
ÓÎÈWØ×ÒôÆµÈ

M̃σ,0,β
ÖpÄËÉ

À�Ï��



M̃σ,α,0
5%æpÒ
Ò'òËÍÎÄ�ç@ÆµÞËÒ[ØµÖpÔJÒ«ò�ÇZÈpò�Ò'Ç×ÆZÍÎÒ
ØôÈpß3Ø×ï�ÔJÔ"ÒíÆµÇ×ïpÁ�Ý0Þ�ÊËØôÆµÞ�Ò[Ø×Ê�Ç×ßÖÚÌ'Ò'ØjÍÂÄUÆZÞ�Ò«ßÖpÔJÍÎÓ ïxÖÚ÷�ÈWÊËÆ

M̃σ,0,β
\ÇZÒ
ØZò¸Á

M̃σ,α,0
]�ù�ÍÂÓÎÓË÷�ÒfÉ�Ò
ú�Ä�Ò'É�ÖpØ�Ä�ÈWÇ×Ô@ÖÚÓ�çWÇµÖÚò�Þ�Ø�Èpß%ß(Ê�Ä�ÌíÆµÍÎÈpÄ�Ø�É�Ò
úqÄËÒ'É@ÍÎÄ

Iσ×R ù�Þ�ÍÎÌ§Þ
ÖpÇ×Ò!Ò
õWÒ
Ä¡\Ç×Ò'Ø×ò¸ÁJÈ�É�ÉX]jÍÂÄ{ÆµÞ�ÒmúqÇZØáÆ�õ*ÖpÇZÍÎÖp÷�ÓÂÒpÁ�TAÒmù�ÍÎÓÂÓ�ØZÈWÓÕõWÒmÆµÞ�ÒJÖp÷�È�õWÒ"ó�ÍÎÇZÍÂÌXÞËÓÎÒ
ÆTòËÇZÈW÷�ÓÂÒ'Ô ÍÂÄ
ÆµÞËÒîú�ÇZØ×ÆfÌ'ÖpØZÒÚÁ·Ý0Þ�Ò�Ø×Ò'Ì
ÈWÄ�ÉUÈWÄ�ÒTß(ÈWÓÂÓÎÈ�ù�Ø5ØZÍÂÔ"ÍÂÓÎÖÚÇZÓ ïWÁ

� �"�9�<¤(¥�¤(¨��Ð7wd%7wÂ¿7w ÷�� � �R� σ ∈ (0, π/2) ¨ ` ∈ N ¨ α ∈ (0, 1) ¨ µ ∈ R | �j� | �¤�l�x~�� {R�b|�} I ¨¥����c�����V� C`,αµ (Iσ × I) ~ zLª ��~l�x����� |c� � z��;� �c� � ~�� z �^� w = w(u, v) �l� C`,αloc (Iσ × I) �N�c� � � |�{ ��� � �R�| �j� Uσ �x� { � z ��� � �l�q~l�x� �b|�{ � |�ª6} � u | �j� ��zb{ �N�c� � �'~l�x� ��zb}l}=z �i�l� � � zb{�� �=�����x�l~��6�
‖w‖C`,αµ := sup

v∈I
e−µv‖w‖C`,α(Iσ×[v,v+1])

T.Ò@ÈW÷�Ø×Ò'Ç×õWÒ@ÆZÞqÖÚÆ«ÆZÞ�Ò0�WÖpÌ
ÈW÷�Í·ÈWò�Ò'ÇZÖÚÆµÈpÇ Lσ ÷�Ò
Ì'ÈWÔJÒ'Ø�Öe<qÇZÒ
É�Þ�ÈWÓÂÔNÈWò�Ò'ÇZÖÚÆµÈWÇîù�Þ�Ò'Ä�Ç×Ò'Ø×ÆZÇZÍÂÌ
ÆµÒ
É
ÆµÈJÆµÞ�Ò�ß(Ê�Ä�ÌíÆµÍÂÈWÄqÖpÓ�Ø×òqÖpÌ
Ò)a×ÊËØ×ÆôÉ�Ò
ú�Ä�Ò'É¸ÁôåUÈWÇZÒ
È�õWÒ
Ç Lσ ÞqÖpØ�ØZÒ
òqÖpÇZÖÚÆµÒ
É>õÚÖpÇZÍÎÖp÷�ÓÂÒ'Ø
Á�Ý0ÞËÒ'Ä>ùvÒ[Ì'ÖpÄÌ'ÈpÄ�ØZÍÂÉ�Ò'Ç0ÆZÞ�ÒîÈWò�Ò'ÇZÖÚÆµÈWÇ

Lσ = ∂2uu + 2 sin2 σ cos2(x(u)).T.Ò«ÓÎÒíÆ
Lσ

ÖpÌíÆôÈWÄxÆµÞ�Ò
Uσ
âÅò�Ò
ÇZÍÎÈ�ÉËÍÎÌ�ÖpÄËÉ>Ò
õWÒ
Ä�ß(ÊËÄ�Ì
ÆZÍÎÈWÄ�Ø
Á0Ý0Þ�ÍÂØ�ÈWò�Ò'ÇZÖÚÆµÈpÇfÍÎØfÊ�ÄËÍÂß(ÈWÇ×Ô"ÓÕï�Ò
ÓÎÓÎÍÂò�ÆµÍÂÌ

ÖpÄ�ÉîØZÒ
ÓÂßøâÅÖpÉba×ÈWÍÂÄ?Æ'ÁFÃÅÄ�òqÖÚÇ×ÆµÍÂÌ'Ê�ÓÎÖpÇ65
Lσ

ÞqÖpØFÉ�ÍÎØ×Ì'Ç×Ò
ÆµÒ3ØZò�Ò'ÌíÆµÇ×Ê�Ô
(λσ,i)i>0

5�ÆµÞqÖÚÆ¸ùvÒ·ÖpØ×ØZÊ�ÔJÒ·ÖpÇ×ÇµÖpÄËçWÒ'É
ØZÈ@ÆZÞqÖÚÆ

λσ,i < λσ,i+1
ß(ÈWÇ�ÒíõWÒ'Ç×ï

i
Á�>·ÖÚÌXÞ�Ò'ÍÂçWÒ'Ä�õÚÖpÓÂÊ�Ò

λσ,i
ÍÎØ�Ø×ÍÎÔJò�ÓÂÒ�÷�Ò'Ì'ÖpÊ�Ø×Ò�ùvÒ[ÈWÄ�ÓÕïxÌ
ÈWÄ�Ø×ÍÎÉ�Ò
Ç

Ò
õWÒ
Ä.ß(Ê�Ä�ÌíÆµÍÂÈWÄ�Ø'Á3T.ÒJÉ�Ò
Ä�ÈpÆµÒJ÷�ï
eσ,i

ÆµÞËÒJÒíõWÒ'ÄAÒ
ÍÎçWÒ
ÄËß(Ê�Ä�ÌíÆµÍÂÈWÄ.ÖÚØZØZÈ�Ì
ÍøÖÚÆZÒ'ÉRÆµÈ
λσ,i

5�Ä�ÈWÇ×Ô@ÖpÓÂÍ��
Ò'É
ØZÈ!ÆZÞqÖÚÆ

∫ Uσ

0

(eσ,i(u))
2 du = 1.

� ��¯A¯A�p7w&%7w=7w.y�zb{ � � � { � i > 0 ¨C~l�x���R� � �R� �b|�} �X� λσ,i z�� ~��x� z �x� {o| ~ zb{ Lσ | �j�%�l~l� | �k� zS� � | ~��9��R� � �R� � �c� � ~�� z �^� eσ,i � | ~��=� � �
−2 sin2 σ 6 λσ,i − i2 6 0, |eσ,i − e0,i|C2 6 ci sin

2 σ,
\�ÛËÁéÛpÙ�]

�N�x� { � e0,i(u) := cos(ix(u))
��zb{ � � � { � u ∈ Iσ ¨ | �j�L~l�x� �kz �^�R~ | �x~ ci > 0 �c���x�R�j�b� z � } � z � i � �l~� z �k��� z ~��c���x�R�j� z � σ  �

� ¼*¨¸¨2ª`w Ý0ÞËÒ�÷�ÈWÊ�Ä�É8ß(ÈWÇ
λσ,i − i2

Ì
ÈWÔ"Ò
Ø0ß(ÇZÈWÔ ÆZÞ�ÒTõÚÖpÇ×ÍøÖÚÆZÍÎÈpÄqÖpÓ%ÌXÞ�ÖpÇµÖpÌíÆµÒ
ÇZÍ��=ÖÚÆZÍÎÈWÄ�ÈpßGÆZÞ�ÒîÒ'ÍÎçpÒ'Ä�â
õÚÖÚÓÎÊ�Ò
Ø65

λσ,i = supáãâ�ä�å æ E=i inf
e ∈ E

||e||
L2 = 1

∫ Uσ

0

(
(∂ue)

2 − 2 sin2 σ cos2(x(u)) e2
)
du,

ù�Þ�Ò
ÇZÒ
E
ÍÂØôÖ"ØZÊ�÷ËØZÒ
ÆTÈÚß3ÆZÞ�Ò[Ø×òqÖpÌ
Ò�Èpß

Uσ
âþò�Ò'ÇZÍÂÈ�É�ÍÎÌîÒ
õWÒ
Ä�ß(Ê�Ä�ÌíÆµÍÂÈWÄ�Ø�ÍÎÄ

L2(Iσ)
5%Ø×ÍÎÄ�Ì
Ò[ÍÂÆôÖpÓÕù5Ö=ï�Ø

Þ�ÈWÓÂÉ�Ø
0 6 2 sin2 σ cos2(x(u)) 6 2 sin2 σ

ÁxÝ0ÞËÒ@÷�ÈWÊ�Ä�ÉAß(ÈpÇ�ÆZÞ�Ò@Ò
ÍÎçpÒ'ÄËß(Ê�ÄËÌ
ÆµÍÂÈWÄ�Ø�ß(ÈpÓÎÓÂÈ�ù�Øîß(ÇZÈpÔ
Ø×ÆµÖpÄ�ÉqÖÚÇZÉxò�Ò'ÇáÆµÊ�ÇZ÷�ÖÚÆµÍÂÈWÄ�ÆµÞ�Ò
ÈWÇ×ïfYéÏÚÙ�[�Á

À�Ïpü



Ý0Þ�Òvã�ÍÎÓÂ÷�Ò'ÇáÆ<÷qÖpØZÍÂØ {eσ,i}i∈N
ÈpßËÆµÞËÒ�ØZòqÖpÌ
ÒvÈpß

Uσ
âÅò�Ò
ÇZÍÂÈ�É�ÍÎÌ�ÖpÄ�É[ÒíõWÒ'Ä[ß(Ê�Ä�ÌíÆµÍÎÈpÄ�ØGÍÂÄ

L2(Iσ)
ÍÂÄ�É�ÊËÌ'Ò'Ø

ÆµÞËÒ0ß(ÈWÓÎÓÂÈ�ù�ÍÂÄ�çD<qÈWÊ�Ç×ÍÎÒ
Ç9É�Ò'Ì
ÈWÔJò�ÈWØZÍÕÆµÍÎÈpÄmÈpß
L2 ß(ÊËÄ�Ì
ÆZÍÎÈWÄ�Ø g = g(u, v)

ù�Þ�ÍÂÌXÞ"ÖÚÇZÒ
Uσ
âþò�Ò'Ç×ÍÎÈ�É�ÍÂÌ0ÖpÄËÉ

Ò
õWÒ
Ä>ÍÂÄ�ÆµÞ�Ò
u
âþõÚÖÚÇZÍøÖÚ÷�ÓÂÒ�5

g(u, v) =
∑

i>0

gi(v) eσ,i(u).

<qÇZÈpÔ ÆZÞ�ÍÎØ,5�ùvÒTÉ�Ò
É�Ê�Ì
ÒîÆZÞqÖÚÆ5ÆZÞ�ÒTÈpò�Ò'ÇµÖ*ÆµÈWÇ Lσ 5ËÌ=ÖpÄ8÷�ÒjÉ�Ò'Ì
ÈWÔJò�ÈWØZÒ
ÉUÖpØ Lσ =
∑

i>0 Lσ,i
5Ë÷�Ò'ÍÂÄ�ç

Lσ,i = ∂2vv + 2 cos2 σ sin2(y(v))− λσ,i ,
ß(ÈWÇ0ÒíõWÒ'Çáï

i > 0.

��ÍÂÄ�Ì'Ò
0 6 2 cos2 σ sin2(y(v)) 6 2 cos2 σ = 2− 2 sin2 σ

5�ÆZÞ�ÒîÓÎÒ
Ô"Ô"Ö�ÛËÁéèËÁÜÛmçWÍÕõWÒTÊ�Ø
Pσ,i := 2 cos2 σ sin2(y(v))− λσ,i 6 2− i2.

\�ÛËÁéÛ�ë�]
Ý0Þ�ÍÂØvßÖÚÌ
Æ0ÖpÓÂÓÎÈ�ù�Ø�Ê�Ø�ÆµÈ�òËÇZÈ�õWÒ�ÆµÞ�Ò�ß(ÈWÓÎÓÂÈ�ù�ÍÂÄ�ç«ÓÂÒ'ÔJÔ@ÖA5�ù�Þ�ÍÎÌ§Þ8ÖÚØZØZÊËÇZÒ'ØvÆµÞqÖÚÆ Lσ ÍÂØvÍÂÄba×Ò'ÌíÆµÍÕõWÒ�ù�Þ�Ò
ÄÇZÒ
Ø×ÆZÇZÍÎÌíÆµÒ
É.ÆZÈ8ÆµÞ�ÒJØ×Ò
Æ«Èpß�ß(Ê�Ä�Ì
ÆZÍÎÈWÄËØîÆZÞqÖÚÆ«ÖpÇZÒ�5<ÍÎÄRÆZÞ�Ò!õÚÖÚÇZÍøÖÚ÷�ÓÎÒ

u,
ÒíõWÒ'Ä�ÖpÄ�É

L2 âÅÈWÇáÆµÞ�ÈWçpÈWÄqÖpÓGÆµÈ
eσ,0

ÖÚÄ�É
eσ,1

Á
� ��¯A¯A�p?w&%7w¸Hw ÷�� � �R� v0 < v1 ¨ } �R~ w ª � | � z�} �A~�� z � z�� Lσw = 0

z � Iσ × [v0, v1] �R� � ��~l� | ~
� �  w(· , v0) = w(· , v1) = 0 �
� �l�  ∫ Uσ

0
w(u, v)eσ,i(u) du = 0,

��zb{ � � � { � v ∈ [v0, v1]
| �j� i = 0, 1 �

µ7�x�R� w = 0 �
� ¼*¨¸¨2ª`w ��ï � �l� b5 w =

∑
i>2wi(v) eσ,i(u).

��ÍÂÄ�Ì'Ò"ÆZÞ�Ò@ò�ÈpÆµÒ
Ä?ÆµÍÎÖpÓ
Pσ,i

Èpß0ÆZÞ�Ò�Èpò�Ò'ÇµÖ*ÆµÈWÇ
Lσ,i

ÍÂØ
Ä�Ò
ç�ÖÚÆµÍÕõWÒîß(ÈpÇfÒíõWÒ'Çáï

i > 2
\Ø×Ò'Òn\�Û�ÁÜÛWë�]9]0ÖÚÄ�ÉxÆµÞ�Ò�ÈWò�Ò
ÇµÖÚÆZÈWÇ

Lσ,i
ÍÎØ�Ò'ÓÂÓÎÍÂòËÆZÍÂÌ�5ËÆµÞ�Ò�Ô"Ö*ì�ÍÎÔ�Ê�Ô ò�ÇZÍÂÄ�â

Ì'ÍÂò�ÓÎÒjÞ�ÈWÓÂÉ�Ø'Á#T.ÒîÌ=ÖpÄ8ÆµÞËÒ'ÄxÌ'ÈWÄ�Ì
ÓÎÊ�ÉËÒîÆZÞ�ÒîÓÎÒ
Ô"Ô"Ö�ÛËÁéèËÁéÙmß(Ç×ÈWÔ � � *Á
Ý<ÈmØ×ÆµÊ�É�ï@ÆµÞËÒTÔ"Öpò�òËÍÎÄ�ç[ò�Ç×ÈWò�Ò'ÇáÆµÍÎÒ
Ø5Èpß�ÆZÞ�Ò��WÖpÌ'Èp÷�Í�ÈWò�Ò
ÇµÖÚÆZÈWÇ Lσ ùvÒTÄ�Ò
Ò'É�ÆµÈ�çWÍÂõWÒjÖ�ÉËÒ'ØZÌ
ÇZÍÂòËÆµÍÂÈWÄÈpß¸ÆµÞ�ÒD�WÖpÌ
ÈW÷�Í�úqÒ
ÓÎÉ�ØvÈÚßFÆµÞËÒjØ×Ê�Ç×ßÖÚÌ'Ò'Ø

Mσ,α,0
ÖÚÄ�É

Mσ,0,β.
Ý0Þ�Ò
ï�ÖpÇ×ÒôÉ�ÒíúqÄ�Ò'É�ÆµÈ[÷�ÒôÆZÞ�ÒôØZÈWÓÂÊËÆµÍÂÈWÄ�Ø

Èpß Lσv = 0.

T.ÒîÇZÒ'Ì'ÖpÓÎÓ�ÆZÞqÖÚÆ0ÆµÞËÒîØZÊ�Ç×ßÖÚÌ'Ò
Ø
Mσ,α,β

ÖpÇZÒTÍÎÄ?õ*ÖpÇZÍÎÖpÄ?Æ5÷?ï�ÆZÞ�ÒîÔ"ÍÂÇZÇ×ÈWÇvØ×ï�Ô"ÔJÒíÆµÇ×ï�Öp÷�ÈWÊ�Æ�ÆµÞËÒîò�ÓøÖpÄËÒ
{x1 = 0} ÍÕß α = 0,

ÖÚÄ�É Öp÷�ÈWÊËÆTÆZÞ�Ò!òËÓøÖpÄËÒ {x2 = 0} ÍÂß β = 0
Á[Ý0Þ�ÍÎØTÍÎÔJò�ÓÂÍÕÒ'ØôÆZÞqÖÚÆjÆµÞ�Ò
ÇZÒJÖpÇ×Ò

ÈWÄ�ÓÕï@ß(ÈWÊËÇ�ÍÂÄ�É�Ò
ò�Ò'Ä�É�Ò
Ä?Æ��WÖpÌ
ÈW÷�Í¸ú�Ò'ÓÂÉ�Ø0ß(ÈWÇ0Ò=ÖÚÌXÞxÈWÄ�ÒîÈpß<ÆµÞ�Ò
ØZÒ�ØZÊËÇ×ßÖpÌ
Ò'Ø'Á
Ý�ùvÈ'�WÖpÌ'Èp÷�Í<úqÒ
ÓÎÉ�Ø�Ì=ÖpÄ�÷�Ò[Èp÷ËÆ§ÖpÍÂÄ�Ò'É>÷�ïUÌ
ÈWÄ�ØZÍÂÉ�Ò'Ç×ÍÎÄ�çJÆµÞ�Ò[ÈWÄËÒ[òqÖpÇZÖpÔJÒ
ÆµÒ
ÇfßÖpÔJÍÎÓÕÍÂÒ
ØfÈpß3Ô"ÍÂÄ�ÍÂÔ"ÖÚÓ
ØZÊËÇ×ßÖpÌ
Ò'Øôù�Þ�ÍÂÌXÞ>ÍÎØ�ÍÂÄ�É�Ê�Ì
Ò'É�÷?ï8ÆµÞ�Ò�ÆµÇµÖÚÄ�ØZÓÎÖÚÆµÍÂÈWÄ�ØfÍÂÄUÆZÞ�Ò

x3
âÅÉËÍÎÇZÒ
Ì
ÆZÍÎÈWÄUÖpÄ�É�÷�ïxÆZÞ�Ò«ÆµÇZÖpÄ�Ø×ÓøÖÚÆZÍÎÈWÄËØ

ÍÎÄ{ÆµÞ�Ò
x2
âþÉ�ÍÎÇ×Ò'ÌíÆµÍÎÈpÄRÍÂß

α = 0,
ÆZÞ�Ò!ÆµÇZÖpÄ�ØZÓÎÖÚÆµÍÂÈWÄËØTÍÎÄRÆZÞ�Ò

x1
âÅÉ�ÍÂÇZÒ
Ì
ÆµÍÂÈWÄRÍÕß

β = 0.
Ý0Þ�Ò
ØZÒn�WÖpÌ'ÈW÷ËÍ

úqÒ
ÓÎÉ�Ø[ÖÚÇZÒJÌ'ÓÎÒ'ÖpÇ×ÓÂï{ò�Ò'Ç×ÍÎÈ�É�ÍÂÌ"ÖÚÄ�ÉAÞ�Ò
Ä�Ì'Ò@÷�ÈWÊËÄ�É�Ò'É�Áxñ�ÆµÞ�ÍÂÇZÉ¤�WÖÚÌ'ÈW÷ËÍ�úqÒ
ÓÎÉ.Ì=ÖpÄA÷�Ò"ÈW÷�Æ§ÖpÍÂÄ�Ò'É.÷�ï
Ì'ÈpÄ�ØZÍÂÉ�Ò'Ç×ÍÎÄ�ç!ÆµÞ�Ò�ÈWÄ�Ò�òqÖpÇZÖpÔ"ÒíÆµÒ
Ç�ßÖpÔJÍÎÓ ï�Èpß9ÔJÍÎÄËÍÎÔJÖpÓ�ØZÊ�ÇáßÖpÌ'Ò
Ø�ù�Þ�ÍÂÌXÞUÍÎØ�ÍÎÄ�ÉËÊ�Ì'Ò
É>÷?ï8É�ÍÎÓÎÖÚÆ§Ö*ÆµÍÕÈWÄ
ß(ÇZÈpÔ ÆZÞ�ÒôÈpÇZÍÎçpÍÎÄ�Á�Ý0ÞËÒjØ×ÈÚâÅÈp÷ËÆ§ÖÚÍÎÄ�Ò
É0�WÖÚÌ'ÈW÷�Í2úqÒ
ÓÎÉ@ÍÂØ�Ä�ÈÚÆv÷�ÈWÊ�Ä�ÉËÒ'É�ÖpÄ�É@ÍÎÄJßÖpÌ
Æ�ÍÂÆ�çWÇ×È�ù�Ø�ÓÎÍÂÄ�Ò=ÖpÇ×ÓÕïWÁ

À�Û�




Ý0Þ�Ò�ÓøÖpØáÆ��WÖpÌ
ÈW÷�Í2ú�Ò'ÓÎÉ"Ì=ÖÚÄ@÷%Ò�Èp÷ËÆ§ÖpÍÂÄ�Ò'É"÷�ïJÌ'ÈpÄ�ØZÍÂÉ�Ò'Ç×ÍÎÄ�ç�ÆZÞ�Ò�ÈWÄ�Ò�ò�ÖpÇµÖpÔJÒ
ÆZÒ'Ç�ßÖÚÔ"ÍÂÓÕï�Èpß¸Ô"ÍÂÄ�ÍÂÔ"ÖÚÓ
ØZÊËÇ×ßÖpÌ
Ò'Ø«ù�Þ�ÍÂÌXÞAÍÂØ«ÍÂÄ�É�Ê�Ì
Ò'ÉA÷?ï Ì§ÞqÖpÄËçWÍÎÄ�çxÆZÞ�Ò"òqÖpÇZÖpÔJÒ
ÆµÒ
Ç

σ
Á8ñ�ç�ÖpÍÂÄ75�ÆµÞ�ÍÂØ��WÖpÌ'ÈW÷ËÍ�úqÒ
ÓÎÉAÍÂØ�Ä�ÈpÆ

ò�Ò'Ç×ÍÎÈ�É�ÍÂÌ5ÖpÄ�É!çWÇ×È�ù�Ø3ÓÂÍÎÄ�Ò'ÖpÇZÓÕïpÁ<Ý0Þ�Ò¥�WÖpÌ
ÈW÷�Í�úqÒ'ÓÂÉ�Ø3ÍÂÄ�É�Ê�Ì
Ò'É!÷?ï[ÆZÞ�Ò5ÆµÇZÖpÄ�ØZÓÎÖÚÆµÍÂÈWÄ�ÖpÓÎÈpÄ�çôÆµÞ�Ò
x3
â�Ö*ì�ÍÎØ

ÖpÄ�ÉRÆµÞËÒJÉ�ÍÂÓøÖÚÆµÖÚÆZÍÂÈpÄRÖpÇZÒmÆµÞËÒJØZÈpÓÎÊËÆZÍÎÈWÄËØTÈpß Lσu = 0
ÆµÞqÖÚÆîÌ'ÈWÓÂÓÎÍÂÄËÒ=ÖpÇôÆZÈ8ÆµÞ�Ò!Ò'ÍÂçWÒ'ÄËß(ÊËÄ�Ì
ÆZÍÎÈWÄ

eσ,0.ÃÅÄ�ØáÆµÒ=ÖÚÉ@ÆZÞ�Ò��WÖpÌ
ÈW÷�ÍqúqÒ
ÓÎÉ�Ø·ÍÎÄËÉ�Ê�Ì'Ò
É@÷�ï!ÆZÞ�Ò�Þ�ÈpÇZÍ=�
ÈWÄ�Æ§ÖpÓ�ÆZÇµÖpÄËØZÓøÖ*ÆµÍÎÈpÄJÖpÄ�É"÷?ïmÆµÞËÒfõÚÖÚÇZÍøÖ*ÆµÍÎÈpÄ!Èpß�ÆµÞËÒ
òqÖpÇZÖpÔJÒ
ÆµÒ
Ç

σ
ÖpÇ×ÒîÌ'ÈpÓÎÓÂÍÂÄ�Ò=ÖpÇ�ÆµÈ

eσ,1.

Ý0Þ�Ò@ß(ÈWÓÂÓÂÈ�ù�ÍÂÄËçUò�Ç×ÈWò�ÈWØZÍÕÆµÍÂÈWÄ.Ø×ÆµÖÚÆµÒ
Ø[ÆµÞqÖ*Æ�ÍÂßvÆµÞ�Ò@òqÖpÇZÖpÔJÒ
ÆµÒ
Ç
µ
ÍÎØ[ÖpòËò�ÇZÈWòËÇZÍøÖ*ÆµÒ
ÓÂïRÌ§Þ�ÈWØ×Ò'Ä759ÆµÞ�Ò
ÇZÒ

Òíì�ÍÂØ×ÆµØfÖ!Ç×ÍÎçWÞ�Æ�ÍÂÄ?õWÒ
ÇZØ×Òîß(ÈWÇ Lσ ù�Þ�ÈWØZÒ�Ä�ÈpÇZÔ ÍÎØ0Ê�Ä�ÍÕß(ÈWÇZÔJÓÕï"÷�ÈWÊ�Ä�ÉËÒ'É¸Á

� ¼*¨2°3¨�®=¤(¥�¤(¨��Z7w&%7w ÿ w ÷�� � �R� µ ∈ (−2,−1), ~l�x� { ���o���=�R~�� | σ0 ∈ (0, π/2) �R� � �G~�� | ~l¨ ��zb{ � � � { �
σ ∈ (0, σ0)

| �j� v0 ∈ R ¨C~l�x� { �3�o���=�R~l� | � z �x� {o| ~ zb{
Gσ,v0 : C0,αµ (Iσ × [v0,+∞)) −→ C2,αµ (Iσ × [v0,+∞))

�R� � ��~l� | ~ ��zb{�|�}l} f ∈ C0,αµ (Iσ × [v0,+∞)), ~l�x� � �c� � ~�� z � w := Gσ,v0(f) � zb} � �k�
{
Lσ w = f

z � Iσ × [v0,+∞)
w ∈ ��òqÖÚÄ {eσ,0, eσ,1} z � Iσ × {v0}.

\�ÛËÁéÛWè�]

� zb{ � zb� � { ||w||C2,α
µ

6 c ||f ||C0,α
µ
¨ ��zb{ � zb� � �kz �^�R~ | �x~ c > 0 �N�c� � �¤� z �k�%� z ~D�c���X�R�X� z � σ ∈

(0, σ0)
| �j� v0 ∈ R.

� ¼*¨¸¨2ª`w >3õWÒ
Ç×ï
f ∈ C0,αµ (Iσ × [v0,+∞))

Ì=ÖÚÄU÷�ÒîÉ�Ò
Ì'ÈWÔJò�ÈWØ×Ò'É>ÖpØ

f = f0 eσ,0 + f1 eσ,1 + f̄ ,ù�Þ�Ò
ÇZÒ
f̄(·, v) ÍÂØ L2 âþÈWÇ×ÆZÞ�ÈWçWÈWÄ�ÖpÓ%ÆµÈ eσ,0 ÖÚÄ�É eσ,1 ß(ÈWÇ0Ò'ÖpÌ§Þ v ∈ [v0,+∞)

Á
É%¥��?°V�xw <�ÍÎÇ×Ø×ÆµÓÕï�5WÓÎÒ
Æ6 éØ�òËÇZÈ�õWÒ�ÆZÞ�Òfò�Ç×ÈWò�ÈWØZÍÕÆµÍÂÈWÄJÛ�ÁÜè�ÁÐëjß(ÈWÇ9ÆµÞ�Ò0ß(Ê�Ä�Ì
ÆZÍÎÈWÄËØ

f̄ ∈ C0,αµ (Iσ× [v0,+∞))ÆµÞ�ÖÚÆ·ÖpÇZÒ
L2 âþÈWÇ×ÆZÞ�ÈWçWÈWÄ�ÖpÓ�ÆZÈ {eσ,0, eσ,1} Á�ñôØ·ÖTÌ
ÈWÄ�Ø×Ò'û?Ê�Ò'Ä�Ì'Ò�Èpß�ÆµÞËÒ�ÓÎÒ
Ô"Ô"ÖjÛËÁéèËÁ ÙF5 Lσ ÍÎØ3ÍÂÄba×Ò'ÌíÆµÍÕõWÒù�Þ�Ò
Ä>ÍÂÆfÖpÌ
ÆZØfÈWÄxÆZÞ�ÍÎØ�Ø×Ò
Æ�Èpß�ß(ÊËÄ�Ì
ÆZÍÎÈWÄËØ'Ávã�Ò
Ä�Ì'Ò�52ÆµÞ�Ò�<qÇZÒ
É�Þ�ÈWÓÂÔêÖÚÓÂÆZÒ'ÇZÄ�ÖÚÆµÍÕõWÒîÖpØZØZÊËÇZÒ'ØfÆµÞ�ÖÚÆ�ÆµÞ�Ò
ÇZÒ

Òíì�ÍÂØ×ÆµØ,5<ß(ÈWÇîÒ'ÖpÌ§Þ
v1 > v0 + 1

5GÖpÄ.ÊËÄ�ÍÎû?Ê�Ò
w̄ ∈ C2,αµ

5�ù�ÍÂÆZÞ
w̄(·, v) L2 âþÈWÇ×ÆµÞËÈWçWÈWÄ�ÖpÓ�ÆµÈ eσ,0, eσ,1ØµÖ*ÆµÍÎØáß$ï�ÍÎÄ�çFU

{
Lσ w̄ = f̄

ÈWÄ
Iσ × [v0, v1],

w̄(·, v0) = w̄(·, v1) = 0.

\�ÛËÁéÛ���]
ý�®=®'�?¼�¥�¤(¨��Î7w&%7w&%?w µ7�x� { �'�o���=�R~�� |·�kz �^�R~ | �x~ c | �j� σ0 ∈ (0, π/2) �R� � �·~l� | ~ ��zb{ � � � { � σ ∈
(0, σ0) ¨ v0 ∈ R ¨ v1 > v0 + 1 ¨ f̄ ∈ C0,αµ (Iσ × [v0, v1])

| �j� w̄ ∈ C2,αµ (Iσ × [v0, v1]) �N�c� � � |�{ �
L2 § zb{ ~�� z9�cz � |�} ~ z {eσ,0, eσ,1} | �j�E� | ~��=� � �E~��x���9«6� | ~�� z � � � � �0�ç | �j�

sup
Iσ×[v0,v1]

e−µv|w̄| 6 c sup
Iσ×[v0,v1]

e−µv|f̄ |. \�ÛËÁéÛ���]

À�ÛËÀ



��Ê�òËò�ÈWØZÒ!÷�ï�Ì'ÈWÄ�ÆµÇZÖpÉ�ÍÎÌíÆµÍÂÈWÄ>ÆµÞ�ÖÚÆjÆµÞ�Ò!ÖpØ×ØZÒ
Ç×ÆµÍÂÈWÄ Û�ÁÜèËÁéè�ÍÎØ�ßÖpÓÎØ×ÒpÁ�Ý0Þ�Ò'Ä75Fß(ÈpÇjÒ
õWÒ
Ç×ï
n ∈ N 5�ÆµÞ�Ò
ÇZÒÒíì�ÍÂØ×ÆµØ

σn ∈ (0, 1/n)
5
v1,n > v0,n + 1

ÖÚÄ�É
f̄n, w̄n

ØµÖ*ÆµÍÎØáß$ï�ÍÎÄ�çf\�Û�ÁÜÛ���]�\$ß(ÈWÇ
σn, v0,n, v1,n

ÍÂÄ�Ø×ÆZÒ=ÖpÉ
Èpß
σ, v0, v1

]5Ø×Ê�ÌXÞxÆZÞqÖÚÆ
sup

Iσn×[v0,n,v1,n]

e−µv |f̄n| = 1,

An := sup
Iσn×[v0,n,v1,n]

e−µv |w̄n| → +∞ ÖpØ
n→∞.

��ÍÂÄ�Ì'Ò
Iσn× [v0,n, v1,n]

ÍÂØ3ÖTÌ
ÈWÔ"ò�ÖpÌ
Æ3ØZÒíÆ�5
An

ÍÎØ3ÖpÌ§Þ�ÍÂÒ
õWÒ
É"ÖÚÆ�ÖTò�ÈWÍÂÄ?Æ
(un, vn) ∈ Iσn× [v0,n, v1,n]

Á
Ý0Þ�Ò�ØZÒ'û?Ê�Ò
Ä�Ì'Ò!Èpß·Ø×Ò
ÆZØ

In = [v0,n − vn, v1,n − vn]
Ì
ÈWÄ?õWÒ
ÇZçWÒ
Ø%\(Ê�ò�ÆµÈ�ØZÈpÔ"Ò[ØZÊ�÷ËØZÒ'û?Ê�Ò'Ä�Ì'Ò�]ôÆµÈ�Ö

ØZÒíÆTÆZÞqÖÚÆjù�ÒmÉ�Ò
Ä�ÈpÆZÒm÷?ï
I∞.

T.Ò[ù�ÍÎÓÂÓ<ØZÞ�È�ù±ÆµÞqÖÚÆ
I∞

ÍÂØôÄ�ÈWÄ{Ò'ÔJòËÆÅïWÁ�>3ÓÂÓÎÍÂòËÆµÍÕÌ«Ò'ØáÆµÍÂÔ@ÖÚÆZÒ'ØôÍÎÔJò�ÓÕï
ÆµÞ�ÖÚÆ

sup
Iσ,n×[v0,n,v0,n+

1
2
]

e−µv |∇w̄n| 6 c( sup
Iσ,n×[v0,n,v0,n+1]

e−µv |f̄n|+ sup
Iσ,n×[v0,n,v0,n+1]

e−µv |w̄n|) 6 c(1+An).

<qÇZÈpÔ ÆZÞ�ÍÎØ�Ò'ØáÆµÍÂÔ@ÖÚÆZÒ@ß(ÈWÇ[ÆµÞ�Ò�çWÇZÖpÉ�ÍÎÒ
Ä?ÆmÈpß
w̄n

Ä�Ò'ÖpÇ
v = v0,n

ÍÂÆ�ß(ÈpÓÎÓÂÈ�ù�Ø[ÆµÞqÖ*ÆmÆµÞËÒ8ØZÊËò�ÇZÒ
Ô�Ê�Ô
An

Ì=ÖpÄ�ÄËÈpÆj÷�ÒmÖpÌ§Þ�ÍÂÒ
õWÒ
ÉRÖÚÆTÖ"ò�ÈWÍÎÄ�Æ�ù�Þ�ÍÎÌ§Þ�ÍÎØfÆµÈ�È@Ì'ÓÂÈWØZÒ«ÆZÈ
v0,n,

ÆµÞqÖÚÆôÍÎØfÆµÞ�Ò[ò�ÈWÍÂÄ?ÆµØfù�Þ�Ò
ÇZÒ
w̄nõÚÖÚÄ�ÍÎØ×Þ�Ò'Ø
Á}ÃÅÄ�ÈpÆZÞ�Ò'ÇmÆZÒ'Ç×Ô"Ø�ÆµÞ�Ò8ØZÒ
û�ÊËÒ'Ä�Ì'Ò

v0,n − vn
Ç×Ò'Ô"ÖpÍÎÄ�Ø�÷�ÈWÊ�Ä�ÉËÒ'É�Ö�ùvÖ�ï�ß(ÇZÈpÔ

0.
J�ØZÍÂÄ�ç

ØZÍÂÔ"ÍÂÓÎÖÚÇvÖpÇZçpÊ�Ô"Ò
Ä?ÆZØ0ÍÕÆ0ÍÎØ5ò�ÈpØZØZÍÂ÷�ÓÎÒôÆZÈ!ØZÞËÈ�ù©ÆµÞ�ÖÚÆ ∇w̄n ÍÎØ5÷�ÈWÊËÄ�É�Ò'ÉxÄ�Ò'ÖpÇ v1,n ÖÚÄ�É8Ì'ÈWÄËØZÒ'û?Ê�Ò'Ä�ÆµÓÂïÖpÓÂØZÈ
v1,n− vn

ÇZÒ
Ô@ÖpÍÂÄ�Ø·÷�ÈWÊ�Ä�ÉËÒ'É8Ö=ù5Ö�ï!ß(ÇZÈpÔ
0.
Ý0Þ�Ò'Ä�ùvÒôÌ'ÖpÄ�Ì'ÈpÄ�Ì'ÓÂÊ�É�Ò�ÆZÞqÖÚÆ

I∞
ÍÎØ·Ä�ÈpÆvÒ'ÔJòËÆÅïWÁT.Ò�Ø×Ò
Æ

I∞ = [v̄0, v̄1]
ù�Þ�Ò'Ç×Ò

v̄0 ∈ [−∞, 0)
ÖpÄ�É

v̄1 ∈ (0,∞].

T.Ò�ÉËÒ
úqÄËÒ
w̃n(u, v) :=

e−µvn

An
w̄n(u, v + vn),

ß(ÈWÇ�ÖpÓÂÓ
(u, v) ∈ Iσn × In.

ÃþÆ�ß(ÈWÓÂÓÂÈ�ù�ØvÆµÞ�ÖÚÆ
sup

Iσn×In
e−µv |w̃n| = 1.

\�Û�ÁÜÛWü�]
<qÊ�ÇáÆµÞ�Ò
ÇZÔJÈWÇZÒjùvÒîÈW÷�Ø×Ò'ÇáõWÒ�ÆZÞqÖÚÆ

|w̃n(u, v)| 6 eµ v
e−µ(v+vn)|w̄n(u, v + vn)|

An
6 ceµ v.

ÖpÄ�É8ÆZÞqÖpÄ�æ?Ø�ÆZÈ!ÆZÞ�ÒîÒ'ØáÆµÍÎÔ"ÖÚÆZÒTÈpß ∇w̄n ùvÒîÈW÷ËÆµÖpÍÎÄ

|∇w̃n| 6 c
1 + An
An

eµ v < 2c eµ v.

��ÍÂÄ�Ì'ÒxÆZÞ�Ò>Ø×Ò'û?Ê�Ò'ÄËÌ'Ò'Ø
(w̃n)n

ÖpÄ�É
(∇w̃n)n

ÖpÇZÒUÊËÄ�ÍÂß(ÈpÇZÔJÓÕï�÷�ÈWÊ�ÄËÉ�Ò'É750ñôØ×Ì'ÈWÓÂÍÕâþñôÇ9�
Ò'Ó=½{ÆµÞ�Ò
ÈWÇZÒ
Ô
ÖpØ×ØZÊ�Ç×Ò'ØfÆZÞqÖÚÆfÖ!ØZÊË÷�ØZÒ
û�Ê�Ò'Ä�Ì'Ò«Èpß

(w̃n)n
Ì'ÈWÄ�õWÒ'Ç×çWÒ'Ø�ß(ÈWÇ

n→∞ \�ÖÚÄ�É
σn → 0

]5ÈpÄxÌ'ÈWÔJòqÖpÌíÆ�ØZÒ
ÆZØ
À�Û�Ï



Èpß
I0 × I∞

ÆµÈ8Ö@ß(Ê�Ä�ÌíÆµÍÎÈpÄ
w̃∞

5�ù�Þ�ÍÂÌXÞ{ÍÎØ
L2 âþÈWÇ×ÆZÞ�ÈWçWÈWÄ�ÖpÓ<ÆZÈ {e0,0, e0,1} ß(ÈWÇôÒ=ÖpÌ§Þ v ∈ I∞

5FÖpÄËÉ
õÚÖÚÄ�ÍÎØ×Þ�Ò'Ø�ÈWÄ

I0 × ∂I∞
52ù�Þ�Ò
Ä

∂I∞ 6= ∅
Á5Ý0Þ�Ò�ß(Ê�Ä�Ì
ÆZÍÎÈWÄ

w̃∞
ÍÂÄ�Þ�Ò
ÇZÍÕÆµØ0ÆµÞ�Ò«òËÇZÈWò�Ò
Ç×ÆµÍÂÒ'ØfÈpß

w̃n.
ÃÅÄ

òqÖpÇáÆµÍÂÌ'Ê�ÓÎÖpÇ5ÍÕÆ�ÞËÈWÓÎÉ�Ø
sup
I0×I∞

e−µv |w̃∞| = 1.
\�Û�ÁéÙ�
�]

W�È�ùVÈWÊ�ÇvÖpÍÎÔ ÍÂØ�ÈW÷ËÆµÖpÍÂÄ�Ö«Ì'ÈpÄ?ÆµÇZÖpÉ�ÍÂÌ
ÆµÍÂÈWÄ"ØZÞËÈ�ù�ÍÂÄ�ç[ÆZÞqÖÚÆ
w̃∞

Ì=ÖpÄËÄ�ÈpÆ5ØZÖÚÆµÍÂØ×úqÒ
ØD\�ÛËÁ Ù�
�]XÁ9Ý0ÞqÖÚÆ�ù�ÍÎÓÂÓ
ò�Ç×È�õWÒTÆµÞ�Ò�ÖpØ×ØZÒ
Ç×ÆµÍÂÈWÄUÛËÁéèËÁéèËÁ
Ãþß
n → ∞ ùvÒ�ÞqÖ�õpÒ

σn → 0,
ÆµÞ�Ò
Ä�ùvÒ�Ì=ÖÚÄ{Ì'ÈWÄËÌ'ÓÂÊ�É�Ò[ÆZÞqÖÚÆ�5%Ê�ò�ÆµÈ�Ø×Ê�÷�Ø×Ò'û?Ê�Ò'Ä�Ì'Ò�5FÆZÞ�Ò[ß(Ê�ÄËÌ
ÆµÍÂÈWÄ

w̃∞
ØZÖÚÆµÍÂØ×úqÒ
Ø L0w̃∞ = 0

ÖpÄ�É
w = 0

ÈWÄ
I0 × I∞

ÍÂß
∂I∞ 6= ∅.

Ãþß
I∞

ÍÎØ5÷�ÈWÊ�Ä�É�Ò
ÉxÆZÞqÖpÄ�æ?Ø0ÆµÈmÆµÞËÒ
Ô"Ö*ì�ÍÎÔ�Ê�Ô òËÇZÍÎÄËÌ'ÍÎòËÓÎÒ[ùvÒJÌ=ÖÚÄ.Ì'ÈpÄ�Ì'ÓÂÊ�É�Ò!ÆZÞqÖÚÆ

w̃∞ = 0
ÈWÄ

I0 × I∞
ù�Þ�ÍÂÌXÞ Ì'ÈWÄ�ÆµÇZÖpÉ�ÍÎÌíÆµØ%\ÛËÁéÙ�
�]XÁ��ÈJÍÂÄ�ÆµÞËÒîß(ÈpÓÎÓÂÈ�ù�ÍÂÄËç�ù�Ò�Ì=ÖÚÄUØ×Ê�ò�ò�ÈWØ×Ò

I∞
ÆµÈ!÷�Ò�ÖpÄxÊ�Ä?÷�ÈWÊ�Ä�É�Ò
É>ÍÂÄ?ÆZÒ'Ç×õ*ÖpÓ½Á

��ÍÂÄ�Ì'ÒJùvÒ@æ�ÄËÈ�ù�ÆZÞ�Ò@Òíì�ò�Ç×Ò'Ø×ØZÍÎÈWÄ�Èpß L0
ÍÎÄ ÆµÒ'Ç×Ô"Ø«Èpß5ÆZÞ�Ò

(x, y)
õÚÖÚÇZÍøÖÚ÷�ÓÎÒ
Ø65GÍÂÆ«ÍÎØ«Ì
ÈWÄ�õWÒ'Ä�ÍÂÒ'Ä?Æ[ÆµÈ

ùvÈpÇZæ@ù�ÍÂÆZÞ8ÆZÞ�Ò'Ø×ÒîõÚÖpÇZÍÎÖp÷�ÓÂÒ'Ø
Á3Ý0Þ�Ò
ÄxÆµÞ�ÒîÒ'û?ÊqÖ*ÆµÍÎÈpÄ L0w̃∞ = 0
Æ§ÖÚæpÒ'Ø�ÆZÞ�ÒTß(ÈWÇZÔ

∂2xxw̃∞ + sin y ∂y (sin y ∂yw̃∞) + 2 sin2 y w̃∞ = 0.

W�È�ù©ùvÒ�Ì
ÈWÄ�ØZÍÂÉ�Ò'Ç0ÆZÞ�ÒîÒ'ÍÂçWÒ'Ä�ß(Ê�Ä�Ì
ÆZÍÎÈWÄËØ�É�Ò
Ì'ÈpÔ"ò�ÈWØ×ÍÂÆZÍÎÈWÄ�Èpß
w̃∞

5
w̃∞(x, y) =

∑

j>2

aj(y) cos(j x).

>�ÖpÌ§Þ�Ì'È�ÒR�"Ì
ÍÎÒ
Ä?Æ
aj,

ù�ÍÕÆµÞ
j > 2,

Ô�Ê�Ø×ÆvØµÖÚÆZÍÎØ×ß$ï!ÆµÞËÒTÖpØ×ØZÈ�Ì
ÍøÖÚÆZÒ'É0��Ò
çWÒ
Ä�É�ÇZÒjÉ�ÍÕä�Ò
ÇZÒ
Ä?ÆµÍÎÖpÓ2Ò'û?ÊqÖÚÆZÍÎÈWÄ\Ø×Ò'Ò«ÖÚò�ò�Ò'Ä�ÉËÍÕìxÛËÁÕÀWÀS]�5ËÆµÞ�ÖÚÆ�ÍÎØ
sin y ∂y (sin y ∂yaj)− j2aj + 2 sin2 y aj = 0.

T.Ò�ÈW÷ËÆ§ÖÚÍÎÄ�ÆµÞqÖÚÆ
aj(y),

ù�ÍÂÆµÞ
j > 2

Ò
û?ÊqÖpÓÎØ9ÆµÞ�ÒfÖpØ×ØZÈ�Ì
ÍøÖÚÆZÒ'É%�FÒ'çpÒ'Ä�É�Ç×Ò�ß(Ê�Ä�ÌíÆµÍÂÈWÄ�Ø3Èpß�Ø×Ò'Ì
ÈWÄ�É"æ?ÍÎÄ�ÉV5
ÆµÞ�ÖÚÆôÍÂØ

aj(y) = Qj
1(cos y), j > 2.

T.Ò«Ä�Ò'Ò
É�ÆZÈ@ÒXì�ò�ÇZÒ
ØZØ
w̃∞

ÍÎÄxÆZÒ'Ç×Ô"ØfÈpß�ÆµÞ�Ò
(u, v)

õ*ÖpÇZÍÎÖp÷�ÓÂÒ'Ø'ÁT.Ò�Èp÷�ØZÒ
Ç×õWÒîÆµÞqÖ*ÆfÍÕß
σ → 0

ÆµÞ�Ò
Äxß(Ç×ÈWÔÜ\�ÛËÁéÛ�
�]�ùvÒ�çpÒ
Æ

u→ x
ÖpÄ�É

v → 1

2
ln
∣∣∣tan y

2

∣∣∣ .
<qÇZÈpÔ ÆµÞ�ÒîÓÎÖpØ×Æ0Òíì�ò�ÇZÒ
ØZØZÍÂÈWÄxùvÒîçWÒ
Æ

y(v) = 2 arctan(e2v)
ÖpÄ�É

e2v =
∣∣∣tan y

2

∣∣∣ .
J�Ø×ÍÎÄ�çmùvÒ
ÓÎÓ¸æ�ùvÈ�ù�ÄxÆµÇ×ÍÎçWÈpÄ�ÈWÔJÒ
ÆZÇZÍÂÌ�ß(ÈWÇZÔ�Ê�ÓÎÖpÒjÖpÓÎØ×ÈmùvÒTúqÄ�É

cos y(v) =
1− e4v

1 + e4v
\�ÛËÁ Ù�ÀS]

À�ÛWÛ



Ý0Þ�Ò
Ä>Ç×Ò'ò�ÓÎÖpÌ
ÍÎÄ�ç�ÆµÞ�ÒîÒXìËòËÇZÒ'Ø×ØZÍÎÈpÄ�Ø�ÈÚß
aj
ÍÎÄ�ÆZÞ�ÒîÒ'ÍÂçWÒ'ÄËß(ÊËÄ�Ì
ÆZÍÎÈWÄ�Ø0É�Ò
Ì'ÈWÔJò�ÈWØ×ÍÂÆµÍÂÈWÄ�Èpß

w̃∞,
ùvÒîçWÒ
Æ

w̃∞(u, v) =
∑

j>2

Qj
1(cos y(v)) cos(j u).

Ãþß
v → +∞ \Ç×Ò'ØZò�Ò
Ì
ÆZÍÂõWÒ
ÓÂï −∞ ]0ÆZÞ�Ò'Ä cos(y(v))

ÆµÒ
Ä�É�ØfÆµÈ −1 \Ç×Ò'ØZò�Ò
Ì
ÆZÍÂõWÒ'ÓÕï +1
]XÁ0ÃþÆ�ÍÎØ�ò�ÈWØZØ×ÍÕâ

÷�ÓÂÒ�ÆµÈ8Ø×Þ�È�ù¡ÆµÞqÖ*Æ |aj| ÆµÒ
Ä�ÉRÆµÈ +∞ ÖpØjÆµÞËÒmß(Ê�Ä�ÌíÆµÍÎÈpÄ
e2j|v|.

��ÍÂÄ�Ì'Ò
I∞

ÍÂØTÊ�Ä?÷�ÈWÊ�Ä�É�Ò
É75�ùvÒ!Ì'ÖpÄ
Ì'ÈpÄ�Ì'ÓÂÊ�É�ÒTÆµÞqÖ*Æ

w̃∞
É�È�Ò
ØfÄ�ÈpÆ�ØµÖÚÆZÍÎØáß$ï�ÆZÞ�Ò%\�Û�ÁéÙ�
�]�ù�ÍÂÆZÞ

µ ∈ (−2,−1), ÖmÌ'ÈpÄ?ÆµÇZÖpÉ�ÍÂÌ
ÆZÍÎÈWÄ¸Á
Ý0Þ�ÍÂØîò�Ç×È�õWÒ
ØîÆZÞ�ÒJÖpØ×ØZÒ
Ç×ÆµÍÂÈWÄ ÛËÁÜè�ÁÜèA5¸ÆµÞqÖÚÆîÍÂØ65¸ß(ÈpÇTÒ
õWÒ
Ç×ï

v1 > v0 + 1
5¸ÆµÞ�Ò
ÇZÒ!ÒXì�ÍÎØ×ÆZØ�Ö�ß(ÊËÄ�Ì
ÆZÍÎÈWÄ

w̄ØµÖ*ÆµÍÎØáß$ï�ÍÎÄ�ç�\�ÛËÁéÛ���]XÁ��FÒ
Æ6 éØ0Æ§ÖpæpÒTÆµÞËÒ�ÓÂÍÎÔ!ÍÕÆ0ÖpØ
v1 →∞.

àvÓÎÒ=ÖÚÇZÓÂï�5
e−µ v|w̄| 6 ‖w̄‖C0,α

µ
6 c ‖f̄‖C0,α

µ
.

��Ì§Þ0�pÊËÉ�Ò'ÇfÒ
Ø×ÆµÍÂÔ@Ö*ÆµÒ'Ø0ÍÂÔ"ò�ÓÕï
e−µ v|∇w̄| 6 ‖w̄‖C2,α

µ
6 c

(
‖f̄‖C0,α

µ
+ ‖w̄‖C0

µ

)
6 c‖f̄‖C0,α

µ
.

ã�Ò
Ä�Ì'ÒJñôØZÌ
ÈWÓÎÍ âÅñ�Ç9�
Ò'Óh½@ÆZÞ�Ò'ÈWÇ×Ò'ÔNÖpØZØ×Ê�ÇZÒ
Ø«ÆZÞqÖÚÆ«Ö8Ø×Ê�÷�ØZÒ
û�Ê�Ò'Ä�Ì'Ò@ÈÚß {w̄v1}v1>v0+1
Ì
ÈWÄ?õWÒ
ÇZçpÒ'Ø�ÆµÈUÖ

ß(Ê�Ä�ÌíÆµÍÂÈWÄ
w̄
É�Ò
ú�Ä�Ò'ÉUÈWÄ

Iσ × [v0,∞)
5�ù�Þ�ÍÂÌXÞxØµÖ*ÆµÍÎØáúqÒ'Ø

sup
Iσ×[v0,+∞)

e−µ v|w̄| 6 c sup
Iσ×[v0,+∞)

e−µ v|f̄ |.

J�Ø×ÍÎÄ�çôÖÚç�ÖpÍÂÄ�Ò'ÓÂÓÎÍÂòËÆµÍÕÌ3Ò'Ø×ÆZÍÎÔ"ÖÚÆµÒ
Ø�ùvÒ�Ì'ÖpÄ[Ì'ÈpÄ�Ì'ÓÂÊ�É�Ò·ÆZÞqÖÚÆ
w̄
ØµÖÚÆZÍÎØ×ú�Ò'Ø<ÆµÞ�Ò·Ø×Æ§Ö*ÆµÒ'ÔJÒ
Ä?Æ

(iii)
Èpß�ò�ÇZÈpò�ÈÚâ

ØZÍÕÆµÍÂÈWÄ8ÛËÁéèËÁÐë�Á3Ý0Þ�Ò�Ê�ÄËÍÎû?Ê�Ò'ÄËÒ'ØZØ�ÈÚßGÆZÞ�ÒîØZÈWÓÂÊËÆµÍÂÈWÄ�ß(ÈWÓÎÓÂÈ�ù�Øvß(ÇZÈWÔ ÓÂÒ'ÔJÔ@Ö�ÛËÁéèËÁ Ù�Á
É%¥��?°�¿ �FÒ
Æ6 éØ�Ä�È�ùLÌ'ÈWÄËØZÍÎÉËÒ'Ç

f ∈ C0,αµ (Iσ × [v0,+∞))
ÍÎÄ

Span{eσ,0, eσ,1}
5qÍ�ÁéÒÚÁ

f(u, v) = f0(v) eσ,0(u) + f1(v) eσ,1(u).

T.ÒjÒXì�ÆµÒ'ÄËÉ�ÆµÞ�Ò�ß(Ê�Ä�ÌíÆµÍÂÈWÄ�Ø
f0(v), f1(v)

ß(ÈWÇ
v 6 v0

ÆµÈ[÷�ÒjÒ
û�Ê�ÖpÓ¬5�ÇZÒ
ØZò�Ò
Ì
ÆµÍÕõWÒ'ÓÕï�5�ÆµÈ
f0(v0), f1(v0).BTÍÂõWÒ'Ä

v1 > v0 + 1
5�Ì'ÈWÄËØZÍÎÉËÒ'Ç

{
Lσ,jwj = fj, v ∈ (−∞, v1]
wj(v1) = ∂vwj(v1) = 0

\�ÛËÁ Ù?Ï�]
ÑGÒ=ÖÚÄ�È�ÆµÞ�Ò
ÈWÇZÒ
Ô ÖÚØZØZÊËÇZÒ'Ø�ÆµÞ�Ò�ÒXì�ÍÎØ×ÆZÒ'Ä�Ì
Ò ÖpÄËÉhÆµÞ�Ò�Ê�Ä�ÍÂû?Ê�Ò'ÄËÒ'ØZØ8ÈÚßîÆµÞËÒ�ØZÈWÓÂÊËÆµÍÂÈWÄ

wj.
ÓjÊ�Ç�ÖpÍÂÔ

Ì'ÈpÄ�ØZÍÂØ×ÆµØ�ÍÎÄ8òËÇZÈ�õ�ÍÂÄ�çmÆµÞ�ÒTß(ÈWÓÂÓÂÈ�ù�ÍÂÄËç
ý�®=®'�?¼�¥�¤(¨��Ö7w&%7w	'±w

sup(−∞,v1] e
−µv|wj| 6 c sup(−∞,v1] e

−µv|fj|
��zb{ � zb� � �kz �^�R~ | �x~ c �N�c� � �� z �k��� z ~��c���x�R�j� z � v1.

À�ÛpÙ



��Ê�òËò�ÈWØZÒî÷�ï�Ì'ÈWÄ�ÆµÇZÖpÉ�ÍÎÌíÆµÍÂÈWÄ@ÆµÞqÖ*Æ�5�ß(ÈWÇ5Ò
õWÒ
Ç×ï
n ∈ N 5�ÆµÞ�Ò
ÇZÒTÒíì�ÍÎØáÆµØ σn ∈ (0, 1/n)

5
v1,n > v0,n + 1ÖpÄ�É

fj,n, wj,n
ØµÖÚÆZÍÎØ×ß$ï�ÍÂÄ�ç_\ÛËÁéÙ�Ï�]vØZÊËÌXÞxÆµÞ�ÖÚÆ

sup
(−∞,v1,n]

e−µv |f̄j,n| = 1,

An := sup
(−∞,v1,n]

e−µv |wj,n| → +∞ ÖpØ
n→∞.

Ý0Þ�Ò@ØZÈWÓÂÊËÆµÍÂÈWÄ
wj,n

ÈÚß0ÆµÞËÒ@ò�ÇZÒíõ�ÍÂÈWÊ�Ø[Ò
û�Ê�ÖÚÆµÍÂÈWÄ�ÍÂØ[Ö>ÓÂÍÎÄ�Ò'ÖpÇ�Ì
ÈWÔ�÷�ÍÂÄqÖÚÆµÍÂÈpÄ.Èpß5ÆµÞ�Ò"ÆÅùvÈ�Ø×ÈWÓÎÊ�ÆµÍÎÈpÄ�Ø
Èpß9ÆµÞËÒ[Þ�ÈWÔJÈWçpÒ'Ä�Ò
ÈWÊ�Ø�ò�ÇZÈW÷ËÓÎÒ'Ô

Lσn,j w = 0.
Ý0Þ�Òíï>çWÇ×È�ùºÖÚÆôÔJÈWØ×Æ�ÓÎÍÎÄËÒ=ÖpÇ×ÓÕï8ÖÚÆ ∞.

ÃÅÄ>ßÖpÌ
ÆôÍÕÆ�ÍÎØ
æ?Ä�È�ù0ÄmÆµÞqÖÚÆ�ÆZÞ�Ò.�WÖpÌ
ÈW÷�Í�úqÒ'ÓÂÉ�Ø9ÞqÖ=õWÒvÆµÞ�ÍÂØ�ÇµÖÚÆZÒ5ÈÚß�çpÇZÈ�ù0ÆZÞ¸Á9ãfÒ'Ä�Ì
Ò5ÆµÞ�Ò5Ø×Ê�ò�Ç×Ò'Ô�Ê�Ô

An
ÍÂØ9ÖpÌ§Þ�ÍÎÒíõWÒ'É

ÍÎÄRÖ�ò�ÈWÍÎÄ�ÆTù�ÞËÍÎÌ§ÞRùvÒ!É�Ò
Ä�ÈpÆµÒ!÷�ï
vn ∈ (−∞, v1,n].

T.Ò!É�Ò
ú�Ä�ÒJÈWÄ
In := (−∞, v1,n − vn]

ÆZÞ�Ò
ß(Ê�Ä�ÌíÆµÍÂÈWÄ

w̃j,n
÷?ï

w̃j,n(v) :=
1

An
e−µvn wj,n(vn + v).

ñôØ�ÍÂÄ%��ÆµÒ
òUÀ�5�ÈWÄ�Ò0ØZÞ�È�ù�Ø·ÆZÞqÖÚÆ3ÆµÞËÒfØ×Ò'û?Ê�Ò
Ä�Ì'Ò
(v1,n−vn)n

ÇZÒ
Ô"ÖpÍÎÄ�Ø9÷�ÈWÊ�Ä�ÉËÒ'É@Ö=ù5Ö�ï[ß(ÇZÈWÔ
0
5�ÆZÞqÖÚÆ

ÍÎØ
v1,n > vn

ß(ÈpÇjÒ'ÖpÌXÞ
n
Á���ÈF5�ù�ÍÕÆµÞ�ÈpÊËÆTÓÂÈWØZØôÈpß·çWÒ
Ä�Ò'ÇZÖpÓÎÍÕÆ�ï�5%ùvÒmÌ'ÖpÄ ÖÚØZØZÊËÔ"Ò[ÆµÞqÖÚÆôÆµÞ�Ò�ØZÒ'û?Ê�Ò
Ä�Ì'Ò\

v1,n − vn)n
Ì'ÈWÄ�õWÒ'Ç×çWÒ'Ø�ÆµÈ

v̄1 ∈ (0,+∞]
ÁiT.ÒîØZÒ
Æ

I∞ = (−∞, v̄1]
Á

T.ÒîÌ=ÖpÄUÖÚÓÎØZÈ!ÖpØZØ×Ê�ÔJÒTÆµÞqÖÚÆ0ÆZÞ�ÒîØZÒ
û�ÊËÒ'Ä�Ì'Ò«Èpß<ß(Ê�Ä�ÌíÆµÍÂÈWÄ�Ø
(w̃j,n)n

Ì'ÈWÄ�õWÒ'Ç×çWÒ'ØfÈWÄ8Ì'ÈWÔJòqÖpÌíÆ�ØZÊ�÷�Ø×Ò
ÆZØ
Èpß
I∞

ÆZÈ"ÖmÄ�ÈWÄ�ÆµÇZÍÕõ�ÍøÖpÓ�ß(Ê�Ä�ÌíÆµÍÎÈpÄ
w̃j

ØZÊ�Ì§ÞxÆµÞqÖ*Æ
w̃j(v̄1) = ∂vwj(v̄1) = 0

ÍÕß
v̄1 < +∞,

ÖpÄ�É

sup
v∈I∞

e−µv |w̃j| = 1.
\�Û�ÁéÙ�Û�]

Ý0Þ�ÒTß(Ê�Ä�ÌíÆµÍÂÈWÄ
w̃j

ÍÂØ5ÆZÞ�ÒîØ×ÈWÓÂÊËÆµÍÂÈWÄ�ÈÚß�ÖmØZÒ
Ì'ÈWÄËÉUÈWÇZÉËÒ'Ç0ÈWÇZÉËÍÎÄqÖpÇáï@É�ÍÕä�Ò
ÇZÒ
Ä?ÆµÍÎÖpÓ%Ò'û?ÊqÖÚÆZÍÎÈWÄ75ËçWÍÂõWÒ
Ä75�ÍÂÄ
ÆµÒ
ÇZÔJØ�ÈÚßGÆµÞËÒ

(x, y),
÷?ï

sin y ∂y (sin y ∂yw̃j)− j2 w̃j + 2 sin2 y w̃j = 0.
\�ÛËÁ ÙWÙ�]

Ãþß
v̄1 < +∞ ÆµÞ�Ò
Ä

w̃j = 0
ÖpÄ�ÉRÆZÞ�ÍÎØTÍÂØ�Ö�Ì'ÈpÄ?ÆµÇZÖpÉ�ÍÂÌ
ÆµÍÂÈWÄ�ù�ÍÂÆZÞ²\ÛËÁ Ù�Û�]XÁmÃÅÄRÆµÞ�Ò!Ì=ÖÚØZÒ

v̄1 = +∞ùvÒ@ù�ÍÂÓÎÓ3ÆµÇ×ï ÆZÈ�ÇZÒ'ÖpÌ§Þ,Ö>Ì'ÈWÄ�ÆµÇZÖpÉ�ÍÎÌíÆµÍÂÈWÄAÉËÒ
ÆµÒ
ÇZÔJÍÎÄ�ÍÂÄ�çxÆµÞ�Ò@ØZÈWÓÂÊËÆµÍÂÈWÄ¡\ÛËÁ ÙWÙ�]XÁ�Ý5Þ�ÍÎØ[ÍÎØ[Öpç�ÖpÍÂÄ.ÆµÞËÒ
ÖpØ×ØZÈ�Ì'ÍÎÖÚÆµÒ
É���Ò
çWÒ'ÄËÉ�ÇZÒîÉ�ÍÕä�Ò
ÇZÒ
Ä?ÆµÍÎÖpÓ%Ò'û?ÊqÖÚÆZÍÎÈWÄ³\ØZÒ
Ò�Öpò�ò�Ò'ÄËÉ�ÍÕì8ÛËÁÕÀWÀS]XÁ3Ý0ÞËÒ�Ø×ÈWÓÎÊ�ÆµÍÎÈpÄ�Ø5ÈÚß<ÆµÞ�ÒTÒ'û?ÊqÖ�â
ÆµÍÂÈWÄs\ÛËÁ ÙWÙ�][ÖÚÇZÒ8Ö�ÓÎÍÂÄ�Ò=ÖÚÇ[Ì'ÈWÔ�÷ËÍÎÄqÖÚÆZÍÂÈWÄ�ÈÚßfÆZÞ�Ò8ÖpØZØ×È�Ì'ÍÎÖÚÆµÒ
É£��Ò
çWÒ'ÄËÉ�ÇZÒ�ß(Ê�ÄËÌ
ÆµÍÂÈWÄ�Ø�Èpß�úqÇZØáÆJæ?ÍÂÄ�É75
P j
1 (cos y),

ÖpÄ�É�ØZÒ
Ì'ÈpÄ�ÉRæ?ÍÎÄ�ÉV5
Qj

1(cos y),
ù�ÍÕÆµÞ

j = 0, 1.
ÃþÆjÞËÈWÓÎÉËØ�ÆµÞ�ÖÚÆ

P 0
1 (cos y) = cos y

ÖpÄ�É
P 1
1 (cos y) = − sin y.

W�È�ùVù�ÒjÌ§ÞqÖpÄ�çpÒjÈpßFÌ'È�ÈpÇZÉ�ÍÂÄqÖÚÆµÒ
Ø�ÆZÈ�ÒXìËòËÇZÒ'Ø×Ø
w̃j

ÍÎÄJÆµÒ'Ç×Ô"Ø�ÈpßFÆZÞ�Ò
(u, v)

õÚÖÚÇZÍøÖÚ÷�ÓÎÒ
Ø'Á�ÃþÆ5ÍÎØ�ò�ÈWØ×ØZÍÂ÷�ÓÎÒ
ÆµÈ«ØZÞ�È�ù_ÆµÞqÖ*Æ5ÖpØ

v → ±∞ ÆZÞ�Ò'Ä |Q1
1(cos y(v))|

ÖÚÄ�É |Q0
1(cos y(v))|

ÆZÒ'Ä�É"ÆµÈ ∞ ÇZÒ
ØZò�Ò
Ì
ÆµÍÕõWÒ'ÓÕï@ÖpØ
e2|v|

ÖpÄ�É |v|. TAÒ�Ì=ÖpÄ@Ì'ÈpÄ�Ì'ÓÂÊ�É�ÒfÆµÞqÖÚÆ·ß(Ê�Ä�ÌíÆµÍÎÈpÄ�Ø w̃1
ÖÚÄ�É

w̃0
ÉËÈ[Ä�ÈpÆvØZÖÚÆµÍÂØ×ß$ïmÆµÞ�Ò�Ò'û?ÊqÖÚÆZÍÎÈpÄq\�ÛËÁ Ù�Û�]

ù�ÍÂÆZÞ
µ ∈ (−2,−1), Ö!Ì
ÈWÄ?ÆZÇµÖpÉ�ÍÂÌ
ÆZÍÎÈWÄ¸Á

À�Û�ë



��È!ù�Ò�ÞqÖ=õWÒ�ò�Ç×È�õWÒ
ÉxÆµÞ�ÖÚÆ
sup

(−∞,v1]

e−µv |wj| 6 c sup
(−∞,v1]

e−µv |fj|.

W�È�ù©ùvÒîòqÖÚØZØ0ÆµÈmÆZÞ�ÒîÓÂÍÎÔJÍ Æ0ÖÚØ
v1
ÆµÒ
Ä�É�Ø0ÆµÈ

+∞ ÍÂÄxÖmØ×Ò'û?Ê�Ò
Ä�Ì'Ò«ÈpßGØZÈpÓÎÊËÆZÍÎÈWÄËØvù�Þ�ÍÎÌ§ÞUÖÚÇZÒTÉ�ÒíúqÄ�Ò'É
ÈWÄ

I∞.
Ý0Þ�ÍÎØ�òËÇZÈ�õWÒ'Ø�ÆµÞËÒ�ÒXì�ÍÎØ×ÆZÒ'Ä�Ì
Ò«ÈÚß9ÖmØZÈWÓÂÊËÆµÍÂÈWÄ�Èpß

Lσ,j wj = fj
ù�Þ�ÍÂÌXÞxÍÂØ�ÉËÒ
úqÄËÒ'É>ÍÂÄ

[v0,+∞)
Á3ÃÅÄ>ÖÚÉ�É�ÍÂÆZÍÎÈpÄ75�ù�Ò�æ?Ä�È�ùLÆZÞqÖÚÆ
sup

[v0,+∞)

e−µv |wj| 6 c sup
[v0,+∞)

e−µv |fj|.

>3ÓÎÓÂÍÂòËÆµÍÂÌ8Ò'Ø×ÆZÍÎÔ"ÖÚÆµÒ
Ø�ÖÚÓÎÓÎÈ�ù�ØJÊ�Ø@ÆZÈ�ÈW÷ËÆµÖpÍÎÄ�ÆµÞ�Ò>Ò'ØáÆµÍÂÔ@ÖÚÆZÒ'ØJß(ÈWÇJÆµÞ�Ò>É�Ò
ÇZÍÂõ*ÖÚÆµÍÕõWÒ'Ø
Á Ý<È�ò�ÇZÈ�õWÒ>ÆµÞËÒ
Ê�Ä�ÍÂû?Ê�Ò'Ä�Ò
ØZØ!Èpß0ÆµÞ�Ò�Ø×ÈWÓÎÊ�ÆµÍÎÈpÄ�ÍÕÆ�ÍÂØ[ØZÊ^�JÌ'ÍÂÒ'Ä�ÆmÆµÈ�ÈW÷�Ø×Ò'Ç×õpÒ�ÆµÞ�ÖÚÆmÄËÈpÆ!ÖpÄ�ïAØZÈpÓÎÊËÆZÍÎÈWÄAÈÚß Lσv = 0,ÆµÞ�ÖÚÆmÍÎØ[Ì'ÈpÓÎÓÎÍÕÄ�Ò=ÖpÇ�ÆZÈ

eσ,0
ÖpÄ�É

eσ,1
É�Ò
Ì=Ö�ï�Ø!ÒXì�ò�ÈWÄ�Ò'Ä�ÆµÍÎÖpÓÎÓÕïAÖÚÆ ∞.

Ý0Þ�ÍÎØ[ßÖpÌíÆ�ß(ÈWÓÎÓÂÈ�ù�Ø«ß(ÇZÈpÔ ÆZÞ�Ò
÷�Ò'Þ�Ö�õ�ÍÎÈpÊ�Ç�Èpß<ÆµÞ�Ò��WÖpÌ
ÈW÷�Í�úqÒ'ÓÂÉ�Ø'ÁP��È!ÆµÞ�Òîò�Ç×È�ÈpßGÈpßGÆZÞ�ÒîÇZÒ
ØZÊ�ÓÕÆfÍÎØ0Ì
ÈWÔJò�ÓÎÒíÆµÒÚÁ

ù%ó+� � ü�ö�1 Q,*¤. &�ü 1 Q6$0Q,1 ö�*ý4HOnMNü�ö� P+.4  �*R&�4?+ 2H&
M̃σ,0,β

ö�$'-
M̃σ,α,0

Ý0Þ�ÒJÖpÍÂÔ Èpß·ÆµÞËÍÎØTØ×Ò'Ì
ÆZÍÎÈpÄ ÍÎØôÆµÈ�úqÄËÉ.Ö�ßÖpÔ"ÍÂÓÕïUÈÚß�Ô"ÍÂÄ�ÍÂÔ"ÖÚÓGØZÊ�ÇáßÖpÌ
Ò'Ø�Ä�Ò'ÖpÇjÆµÈxÖ�ÆµÇZÖpÄ�Ø×ÓøÖÚÆZÒ'É ÖpÄËÉ
É�ÍÂÓøÖÚÆZÒ'É Ì'Èpò?ï Èpß

M̃σ,0,β
ÖpÄ�É

M̃σ,α,0
ù�ÍÕÆµÞ.çWÍÕõWÒ'Ä�óôÍÂÇZÍÂÌXÞËÓÎÒ
ÆîÉqÖÚÆ§ÖxÈWÄ.ÆZÞ�Ò"÷�ÈWÊ�Ä�É�ÖpÇ×ïpÁ'T.Ò"Ø×Æ§ÖÚÇ×Æ

ÇZÒ
Ì=ÖpÓÂÓÎÍÂÄ�ç.ÆZÞqÖÚÆ�ÍÂÄ_Ø×Ê�÷�ØZÒ
Ì
ÆµÍÂÈWÄ�ÛËÁÜë�ÁÂÀ>ùvÒ{ÈW÷�ØZÒ
Ç×õWÒ
É�ÆZÞqÖÚÆ8ÖAÆZÇµÖpÄ�Ø×ÓøÖÚÆZÒ'ÉVÖÚÄ�ÉVÉ�ÍÂÓøÖ*ÆµÒ'É�Ì'ÈWòËÍÎÒ'Ø�Èpß
M̃σ,α,0

ÖÚÄ�É
M̃σ,0,β

Ì=ÖpÄ"÷�Ò�ÒXì�ò�ÇZÒ
ØZØZÒ'É�ÖpØ�ÆµÞ�ÒfçWÇZÖpò�Þ�Ø·È�õWÒ'Ç�ÆµÞ�Ò
x3 = 0

ò�ÓÎÖpÄ�Ò�ÇZÒ
ØZò�Ò'ÌíÆµÍÕõWÒ'ÓÂï!Èpß�ÆZÞ�Ò
ß(Ê�Ä�ÌíÆµÍÂÈWÄ�Ø

−(1 + γ) ln(2r) + rκ1 cos θ +
1 + γ

r
ξ1 cos θ + d+O(ε)

\ÛËÁ Ù?ë�]

−(1 + γ) ln(2r)− rκ2 sin θ +
1 + γ

r
ξ2 sin θ + d+O(ε)

\ÛËÁ Ù�è�]
ù�Þ�Ò
ÇZÒ

d = ξ3 + (1 + γ) ln(1 + γ), κ1, κ2, ξ1, ξ2, ξ3, γ ∈ R ØZÔ"ÖpÓÎÓ�Ò
Ä�ÈWÊ�çpÞ75
κ1 = b1 + b2,

κ2 = b1 − b2, b1 = sin α−β
2
, b2 = sin α+β

2
,
ÖpÄ�É

r
÷�Ò
ÓÎÈpÄ�çWØ0ÆZÈ"ÖmÄ�Ò
ÍÎçWÞ?÷�ÈWÊ�ÇZÞËÈ�È�ÉxÈpß

rε =
1

2
√
ε
.

T.ÒJÉ�Ò'Ä�ÈÚÆµÒJ÷?ï
Z
ÆZÞ�ÒJÍÎÔJÔJÒ'Ç×ØZÍÂÈWÄ{ÈpßvÆZÞ�ÒJØZÊËÇ×ßÖpÌ
Ò

M̃σ,α,β.
Ý0Þ�ÒJß(ÈWÓÂÓÂÈ�ù�ÍÂÄËç8ò�Ç×ÈWò�ÈWØ×ÍÂÆµÍÂÈWÄ75¸ù�Þ�ÈWØ×Ò

ò�Ç×È�Èpß�ÍÎØ<Ì
ÈWÄ?ÆµÖpÍÎÄËÒ'É«ÍÎÄ«Ø×Ò'ÌíÆµÍÎÈpÄ�ÛËÁÕÀ�
^5*Ø×Æ§Ö*ÆµÒ'Ø<ÆµÞ�ÖÚÆ<ÆµÞ�Ò�ÓÂÍÎÄËÒ=ÖpÇ×Í��'Ò'É�ÈpßËÆµÞËÒ�Ô"Ò'ÖpÄ«Ì
Ê�Ç×õÚÖ*ÆµÊ�Ç×ÒvÈWò�Ò
ÇµÖÚÆZÈWÇ
ÍÎØ5ÆZÞ�Ò���ÖpÔ%:jÈWò�Ò'ÇZÖÚÆµÈWÇ0ÍÂÄ?ÆµÇ×È�É�Ê�Ì
Ò'ÉxÍÎÄ�ØZÒ'ÌíÆµÍÂÈWÄUÛËÁÜë�ÁÐÏ�Á
� ¼*¨2°3¨�®=¤(¥�¤(¨��¢7w('±w��xw µ7�x���R� {��,|c� ��� |�{o|�� �R~�� { �d�b�9� ª � Zf := Z + f N �=� � �l�x� �E|�} � ��| �j� z � } �� � ~l�x� � �c� � ~�� z � f �=� | � zb} �A~�� z � z��

Lσf = Qσ(f).

À�ÛWè



�N�x� { � Lσ := ∂2uu + ∂2vv + 2 sin2 σ cos2(x(u)) + 2 cos2 σ sin2(y(v)) �=�D~��x� ¦7|�� Ç z �x� {o| ~ zb{�| �j�
Qσ �=� | � z � } �l�V� |�{�z �x� {9| ~ zb{ �N�c� � �n� | ~��=�����k�
‖Qσ(f2)−Qσ(f1)‖C0,α(Iσ×[v,v+1]) 6 c sup

i=1,2
‖fi‖C2,α(Iσ×[v,v+1]) ‖f2 − f1‖C2,α(Iσ×[v,v+1])

\�ÛËÁ Ù���]
��zb{�|�}l}

f1, f2 �R� � �0~l� | ~ ‖fi‖C2,α(Iσ×[v,v+1]) 6 1 � � � { �D~��x� ��z �^�R~ | �x~ c > 0 � z �k��� z ~C�c���x�R�j� z �
v ∈ R ¨C� zb{�z � σ ∈ (0, π

2
) �

ñôØ3ÖôÌ'ÈpÄ�ØZÒ
û�ÊËÒ'Ä�Ì'ÒfÈÚß2ÆZÞ�Ò5É�ÍÎÓÎÖÚÆµÍÕÈWÄ«ÈpßqßÖpÌ
ÆZÈWÇ
1+γ

Èpß2ÆZÞ�Ò5ØZÊËÇ×ßÖpÌ
Ò5ÆµÞËÒ5Ô"ÍÂÄ�ÍÂÔ"ÖÚÓ?ØZÊ�ÇáßÖpÌ'Ò5Ò'û?ÊqÖÚÆZÍÎÈWÄ
÷�Ò'Ì
ÈWÔJÒ'Ø

Lσ w =
1

1 + γ
Qσ ((1 + γ)w) .

\ÛËÁ Ù���]
T.Ò�Ä�È�ù ÆZÇZÊ�Ä�Ì'ÖÚÆZÒîÆµÞ�Ò�Ø×Ê�Ç×ßÖpÌ
Ò'Ø

M̃σ,α,0
ÖpÄËÉ

M̃σ,0,β
ÖÚÆ�ÆµÞ�ÒîçWÇµÖpòËÞUÈÚß�ÆZÞ�Ò�Ì
Ê�Ç×õWÒ

r = 1
2
√
ε

ÈpßGÆµÞËÒ
ß(Ê�Ä�ÌíÆµÍÂÈWÄr\�Û�ÁéÙ?ë�]fÖÚÄ�ÉZ\ÛËÁéÙWè�]0ù�ÍÕÆµÞ75�ÇZÒ
ØZò�Ò
Ì
ÆµÍÕõWÒ'ÓÕï�5

β = 0
ÖpÄËÉ

α = 0
ÖÚÄ�É>ù�Ò�Ì
ÈWÄ�Ø×ÍÎÉ�Ò
ÇôÈWÄ�ÓÕï�ÆµÞ�Ò

Ê�ò�ò�Ò
ÇfÞqÖÚÓÂßGÈÚßGÆµÞËÒ'ØZÒ�Ø×Ê�Ç×ßÖÚÌ'Ò'Ø�ù�Þ�ÍÂÌ§Þxù�Ò�Ì=ÖÚÓÎÓ
M1

ÖpÄ�É
M2.

T.Ò«ÖpÇZÒîÍÎÄ�ÆµÒ
ÇZÒ'ØáÆµÒ
É>ÍÂÄxÔJÍÎÄ�ÍÂÔJÖpÓ�Ä�ÈpÇZÔ"ÖpÓ¸çWÇµÖÚò�Þ�ØfÈ�õWÒ'Ç�ÆZÞ�Ò'Ø×Ò«ØZÊ�ÇáßÖpÌ'Ò
Øfù�Þ�ÍÎÌ§Þ>ÖpÇ×Ò«ÖÚØ×ï�Ô"ò�ÆµÈpÆZÍÎÌjÆµÈ
ÆµÞËÒ'ÔxÁ0Ý0ÞËÒ[Ä�ÈpÇZÔ"ÖpÓFçWÇZÖpò�ÞUÈpß�ÆµÞ�Òîß(Ê�Ä�Ì
ÆZÍÎÈWÄ

w
È�õWÒ
Ç

M1,M2
ÍÎØfÔJÍÎÄËÍÎÔJÖpÓ�5�ÍÂß9ÖpÄ�É>ÈpÄ�ÓÂï�ÍÂß

w
ÍÂØ�Ö

ØZÈpÓÎÊËÆZÍÎÈWÄ�Èpß�\�Û�ÁéÙ���]íÁ
ÃÅÄUØZÊ�÷ËØZÒ'ÌíÆµÍÂÈWÄ�ÛËÁÜë�ÁÕÀ�ù�Ò«ÞqÖ=õWÒ«òËÇZÈ�õWÒ
É>ÓÎÒ
ÔJÔ@ÖmÛËÁÜë�ÁéÛ^5�ù�Þ�ÍÎÌ§Þ>ÖpÓÂÓÎÈ�ù�Ø�ÊËØfÆZÈ"ò�ÖpÇµÖpÔJÒ
ÆZÇZÍ��'ÒjÆµÞ�Ò�Ø×Ê�Çáâ
ßÖpÌ
Ò'Ø

M1,M2
ÍÎÄAÖxÄ�Ò
ÍÎçWÞ?÷�ÈWÊ�ÇZÞËÈ�È�ÉAÈpß

rε
ÖpØ�ÆZÞ�Ò"çWÇµÖÚò�ÞAÈpßvÆµÞ�ÒJß(ÊËÄ�Ì
ÆZÍÎÈWÄ�Ø�çWÍÂõpÒ'Ä�Öp÷�È�õWÒpÁ8Ý0Þ�Ò

ØZÊËÇ×ßÖpÌ
Ò'Ø
M1

ÖpÄ�É
M2

ÖpÇZÒ«òqÖpÇZÖpÔ"ÒíÆµÇ×Í=�'Ò
É>ÈWÄ
Iσ × [vε, Vσ]

ù�Þ�Ò'Ç×Ò
vε
É�Ò
Ä�ÈpÆµÒ«õÚÖÚÓÎÊ�Ò«Èpß9ÆµÞ�Ò«õ*ÖpÇZÍ â

Öp÷�ÓÂÒ
v
Ì'ÈWÇ×ÇZÒ
ØZò�ÈWÄ�É�ÍÂÄ�çAÆµÈ.ÆµÞ�ÒUõÚÖpÓÂÊ�Ò

rε
ÈpßjÆµÞ�ÒUõÚÖÚÇZÍøÖÚ÷�ÓÎÒ

r.
ÃÅÄ_Ø×Ò'ÌíÆµÍÎÈpÄVÛ�ÁÐëRùvÒ�Ø×Þ�È�ùvÒ
É_ÆZÞqÖÚÆ

vε = −1
2
ln ε+O(1).

ÃþÆJÍÂØ!ÍÂÔJò%ÈpÇ×Æ§ÖÚÄ?Æ[ÆµÈRÇZÒ'Ô"ÖpÇ×æ.ÆµÞqÖÚÆmÆµÞËÒx÷�ÈpÊ�Ä�ÉqÖpÇáï�Èpß�ÆZÞ�Ò'Ø×ÒxØZÊ�ÇáßÖpÌ'Ò
Ø"ÉËÈ�Ò'ØJÄËÈpÆJÌ
ÈWÇZÇ×Ò'ØZò�ÈpÄ�É�ÆµÈ
ÆµÞËÒ�Ì
Ê�Ç×õpÒ

v = vε.
T.Ò�ÆµÞ�Ò
ÇZÒ
ß(ÈpÇZÒ,Ô"È�ÉËÍÂß$ï©ÆZÞ�Ò�Öp÷�È�õWÒ,òqÖÚÇµÖpÔJÒ
ÆZÇZÍ=�'ÖÚÆµÍÕÈWÄ Ø×ÈVÆµÞqÖ*ÆRß(ÈWÇ

v ∈
[vε − ln 2, vε + ln 2]

ÆµÞ�Ò«ÍÂÔ@ÖÚçWÒTÈpß�ÆµÞ�Ò�ß(Ê�ÄËÌ
ÆµÍÂÈWÄ�Ø�\�Û�ÁéÙ?ë�]�ÖpÄËÉr\�ÛËÁ Ù�è�]0Ì'ÈpÇZÇZÒ
ØZò�ÈWÄËÉ�Ø�ÆµÈJÆµÞ�Ò«ÞËÈWÇZÍ â�'ÈpÄ?Æ§ÖÚÓ9Ì
Ê�Ç×õWÒ
v = vε

Á�<qÊ�Ç×ÆZÞ�Ò'Ç×Ô"ÈWÇ×Ò[ùvÒ�ùvÈWÊËÓÎÉ{ÓÎÍÂæpÒ[ÆZÞqÖÚÆjÆµÞ�ÒmÄËÈWÇZÔ"ÖpÓ<õWÒ'ÌíÆµÈWÇjúqÒ
ÓÎÉ{ÇZÒ'ÓÎÖÚÆµÍÕõWÒ«ÆµÈ
M1,M2

ÍÎØ0õWÒ'ÇáÆµÍÂÌ=ÖpÓFÄ�Ò'ÖpÇ�ÆµÞËÒ«÷�ÈpÊ�Ä�ÉqÖpÇáï8ÈpßGÆµÞ�ÍÂØ�ØZÊ�ÇáßÖpÌ'ÒÚÁ5Ý0ÞËÍÎØfÌ'ÖpÄU÷�Ò«ÖpÌ§Þ�ÍÎÒíõWÒ'É>÷�ï8ÔJÈ�É�ÍÂß$ï�ÍÂÄ�ç
ÆµÞËÒUÄËÈWÇZÔ"ÖpÓvõWÒ'ÌíÆµÈWÇ!úqÒ'ÓÂÉ}ÍÂÄ?ÆZÈ.Ö{ÆµÇµÖpÄËØ×õWÒ
ÇZØZÒxõWÒ'Ì
ÆZÈWÇ!úqÒ'ÓÂÉ

Ñ
ù�Þ�ÍÎÌ§Þ�ÖpçWÇ×Ò'Ò
ØJù�ÍÕÆµÞ,ÆµÞ�ÒxÄ�ÈpÇZÔ"ÖpÓ

õWÒ'ÌíÆµÈpÇ�úqÒ
ÓÎÉ
N
ß(ÈWÇ�ÖÚÓÎÓ

v > vε + ln 4
ÖpÄ�É8ù�ÍÕÆµÞ�ÆµÞ�ÒTõWÒ
Ì
ÆµÈpÇ

e3
ß(ÈWÇ�ÖÚÓÎÓ

v ∈ [vε, vε + ln 2]
Á

W�È�ù�5�ù�ÒôÌ'ÈpÄ�ØZÍÂÉ�Ò'ÇvÖ�çWÇZÖpò�Þ@È�õWÒ'Ç·ÆZÞ�ÍÎØ·ØZÊËÇ×ßÖpÌ
Ò�ß(ÈWÇ·Ø×ÈWÔJÒfß(Ê�ÄËÌ
ÆµÍÂÈWÄ
u
5�Ê�Ø×ÍÎÄ�ç�ÆµÞ�Ò�ÔJÈ�É�ÍÕúqÒ'É!õWÒ'ÌíÆµÈWÇ

úqÒ
ÓÎÉ
Ñ
Á�Ý0Þ�ÍÂØ�çpÇµÖpò�Þ«ù�ÍÎÓÂÓ?÷�ÒvÔJÍÎÄËÍÎÔJÖpÓWÍÂßqÖpÄ�É�ÈpÄ�ÓÂïîÍÂßËÆµÞËÒ�ß(Ê�Ä�ÌíÆµÍÎÈpÄ

u
ÍÂØ�Ö�ØZÈWÓÂÊËÆµÍÂÈWÄ«ÈÚß�Ö�Ä�ÈpÄ�ÓÎÍÂÄ�Ò=ÖÚÇ

Ò'ÓÂÓÎÍÂòËÆZÍÂÌ�Ò'û?ÊqÖ*ÆµÍÎÈpÄ�Ç×Ò'ÓÎÖÚÆµÒ
ÉTÆµÈ�\ÛËÁéÙ���]íÁ�ÝGÈ�çWÒ
ÆFÆZÞ�Ò�Ä�Òíù�Ò'û?ÊqÖ*ÆµÍÎÈpÄ75�ùvÒ3Æ§ÖpæpÒ�ÍÂÄ?ÆZÈ�ÖpÌ'Ì
ÈWÊ�Ä�Æ�ÆµÞ�Ò3Ò
ä%Ò'Ì
ÆZØ
ÈpßGÆµÞ�Ò�Ì§ÞqÖpÄËçWÒ«ÈÚß9òqÖÚÇµÖpÔJÒ
ÆZÒ'ÇZÍ��=ÖÚÆZÍÂÈWÄxÖÚÄ�ÉxÆµÞ�Ò�Ì§ÞqÖpÄËçWÒ�ÍÎÄ8ÆµÞËÒîõWÒ'Ì
ÆZÈWÇfú�Ò'ÓÂÉ

N
ÍÎÄ�ÆµÈ

Ñ .
Ý0Þ�Ò«Ä�Òíù

ÔJÍÎÄ�ÍÂÔJÖpÓ%ØZÊ�ÇáßÖpÌ'ÒîÒ'û?ÊqÖ*ÆµÍÎÈpÄxÍÎØ
Lσ w = L̃εw + Q̃σ (w) .

\�Û�ÁéÙ�ü�]
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ã�Ò
ÇZÒ
Q̃σ

Ò'ÄSa×È�ï�ØîÆZÞ�Ò!ØZÖpÔJÒmò�ÇZÈpò%Ò
Ç×ÆZÍÎÒ
Ø�ÖpØ
Qσ,

Ø×ÍÎÄ�Ì
Ò!ÍÕÆTÍÎØjÈW÷ËÆ§ÖÚÍÎÄ�Ò
ÉR÷?ï{Ö�ØZÓÂÍÎçWÞ�Æjò�Ò'Ç×ÆZÊ�ÇZ÷qÖ*ÆµÍÎÈpÄ
ß(ÇZÈpÔ±ÍÕÆ=Á<Ý0Þ�Ò5ÈWò�Ò
ÇµÖÚÆZÈWÇ

L̃ε
ÍÂØ9Ö�ÓÎÍÂÄ�Ò=ÖpÇ<Ø×Ò'Ì
ÈWÄ�É!ÈpÇZÉ�Ò
Ç�ÈWò�Ò'ÇZÖÚÆµÈWÇ<ù�Þ�ÈWØ×Ò0Ì
È�Ò,�JÌ
ÍÎÒ'Ä�ÆµØ3ÖpÇZÒ�ØZÊ�ò�ò�ÈpÇ×ÆµÒ
É

ÍÎÄ
[vε, vε + ln 4]× S1 ÖÚÄ�É�ÖÚÇZÒ�÷�ÈWÊ�Ä�ÉËÒ'É�÷�ïUÖ!Ì'ÈWÄ�ØáÆ§ÖpÄ�ÆôÔ�Ê�ÓÕÆµÍÂò�ÓÂÍÕÒ'É�ß(ÈWÇ ε1/2 5�ÍÂÄ C∞ ÆZÈWò�ÈWÓÂÈWçpï�5

ù�Þ�Ò
ÇZÒ�òqÖpÇáÆµÍøÖÚÓ�É�Ò'Ç×ÍÂõÚÖ*ÆµÍÕõWÒ'ØfÖpÇ×ÒîÌ
ÈWÔ"òËÊËÆµÒ
É8ù�ÍÂÆµÞ8ÇZÒ
ØZò�Ò
Ì
Æ�ÆZÈ!ÆZÞ�ÒTõWÒ'ÌíÆµÈWÇ0úqÒ'ÓÂÉ�Ø
∂u
ÖpÄËÉ

∂v
Á

ñôØ@ÖRßÖpÌíÆ�5vÍÂß�ùvÒUÆµÖpæpÒUÍÂÄ?ÆµÈ.ÖpÌ
Ì'ÈWÊËÄ?Æ"ÆµÞËÒUÒ
ä%Ò'ÌíÆ�ÈpßôÆµÞËÒUÌXÞ�ÖpÄ�çWÒUÈpßôÆZÞ�ÒUÄ�ÈWÇ×Ô@ÖÚÓ0õpÒ'Ì
ÆZÈWÇJúqÒ'ÓÂÉ75
ùvÒ�ùvÈWÊ�ÓÂÉUÈW÷ËÆ§ÖÚÍÎÄ75�ÖÚò�ò�ÓÕï�ÍÂÄ�ç!ÆµÞ�Ò«Ç×Ò'ØZÊËÓÂÆôÈÚß3ñ�ò�ò�Ò'Ä�ÉËÍÕìe�©ÈpßmYÕÀpÀ6[�5%Ö"Ø×ÍÎÔJÍÎÓÂÖpÇ5ß(ÈWÇ×Ô�Ê�ÓøÖ�ù�Þ�Ò
ÇZÒ«ÆµÞËÒ
Ì'È�ÒR�JÌ'ÍÂÒ'Ä?ÆZØôÈpß9ÆµÞËÒ[Ì
ÈWÇZÇ×Ò'Ø×ò�ÈWÄ�É�ÍÂÄ�ç@ÈWò�Ò'ÇZÖÚÆµÈWÇ

L̃ε
ÖpÇ×Ò«÷�ÈWÊ�ÄËÉ�Ò'É�÷?ïUÖJÌ'ÈWÄ�ØáÆ§ÖpÄ�ÆjÔ�Ê�ÓÕÆµÍÂò�ÓÕÍÂÒ
Éxß(ÈpÇ

εØZÍÂÄ�Ì'Ò
Ñε ·Nε = 1 +O(ε)ß(ÈWÇ

t ∈ [tε, tε+ln 2]
Á�ÃÅÄ�Ø×ÆZÒ=ÖÚÉ75�ÍÂß2ùvÒ�ÆµÖpæpÒ�ÍÎÄ�ÆµÈ�ÖÚÌ'Ì'ÈpÊ�Ä?Æ�ÆµÞËÒfÒíä%Ò'Ì
Æ·Èpß%ÆZÞ�Ò�Ì§ÞqÖpÄ�çWÒ�ÍÂÄmÆµÞ�Ò�òqÖpÇZÖpÔmâ

Ò
ÆZÒ'Ç×Í=�=Ö*ÆµÍÎÈpÄ75�ùvÒ�ùvÈpÊ�ÓÎÉ"ÈW÷ËÆ§ÖÚÍÎÄ@Ö«Ø×ÍÎÔJÍÎÓÂÖpÇ9ß(ÈWÇZÔ�ÊËÓøÖTù�ÞËÒ'ÇZÒ�ÆµÞËÒôÌ
È�Ò,�JÌ'ÍÂÒ'Ä�ÆµØvÈpß¸ÆµÞËÒôÌ
ÈWÇZÇ×Ò'ØZò�ÈpÄ�É�ÍÎÄËç
ÈWò�Ò
ÇµÖÚÆZÈWÇ

L̃ε
ÖÚÇZÒ0÷�ÈWÊ�ÄËÉ�Ò'ÉJ÷?ïmÖTÌ
ÈWÄ�Ø×ÆµÖpÄ�Æ·Ô�Ê�ÓÂÆZÍÂò�ÓÂÍÕÒ'É[ß(ÈWÇ

ε1/2.
Ý0Þ�Ò�Ò
Ø×ÆZÍÎÔ"ÖÚÆµÒ5ÈÚß�ÆµÞ�Ò0Ì'È�ÒR�JÌ'ÍÎÒ
Ä?ÆZØ

Èpß
L̃ε

ß(ÈWÓÂÓÎÈ�ù�Øvß(ÇZÈWÔ ÆZÞ�Ò'Ø×Ò�Ì'ÈWÄËØZÍÎÉËÒ'ÇµÖ*ÆµÍÎÈpÄ�Ø'Á
ÃÅÄ�ÆZÞ�Òjß(ÈWÓÂÓÎÈ�ù�ÍÂÄ�ç[ÈÚß<ÆZÞ�ÍÎØvØZÒ
Ì
ÆµÍÂÈWÄ�ù�ÒTù0ÍÎÓÎÓ�çWÍÕõWÒôÆµÞ�ÒjÉ�Ò
ÆµÖpÍÎÓÂÒ'É�ò�ÇZÈ�ÈÚß<Èpß�ÆµÞ�ÒjÒíì�ÍÎØáÆµÒ
Ä�Ì'ÒîÈpßGÖ[ßÖpÔJÍÂÓÕï
Èpß�ÖmÔJÍÎÄ�ÍÂÔ"ÖÚÓ%çWÇZÖpò�ÞxÖp÷�ÈWÊ�Æ

M1
ÖpÄËÉUÖpØáï�ÔJòËÆZÈpÆµÍÂÌjÆZÈ!ÍÂÆ=Á9Ý0Þ�Òîò�ÇZÈ�ÈÚßGÇZÒ
ÓøÖÚÆZÍÂõWÒôÆµÈmÆZÞ�ÒîÌ=ÖÚØZÒTù�Þ�Ò'Ç×Ò

ÆµÞËÒôØ×Ê�Ç×ßÖpÌ
Ò
M1

ÍÎØ·ÇZÒ
ò�ÓøÖÚÌ'Ò
É�÷�ï
M2

Ì'ÖpÄ�÷�Ò�ÈW÷ËÆµÖpÍÎÄ�Ò
É@Ò'ÖpØZÍÂÓÂï�ß(ÇZÈWÔ|ÆµÞËÒôò�Ç×Ò
õ�ÍÎÈpÊ�ØvÈWÄËÒpÁ#T.Ò�ÇZÒ'Ì'ÖpÓÎÓ
ÆµÞ�ÖÚÆGÆµÞ�ÒvØ×Ê�Ç×ßÖpÌ
Ò'Ø

M1
ÖpÄ�É

M1
ÖpÇ×ÒvÇZÒ
ØZò�Ò
Ì
ÆµÍÕõWÒ'ÓÕï[ÍÂÄ?õ*ÖpÇZÍÎÖpÄ?Æ�ù�ÍÂÆµÞ[Ç×Ò'ØZò�Ò
Ì
Æ9ÆµÈ�ÆÅùvÈjÉ�ÍÕä�Ò
ÇZÒ
Ä?Æ�Ô"ÍÂÇZÇZÈpÇ

Ø×ï�ÔJÔ"ÒíÆµÇ×ÍÎÒ'Ø
Áîñ|Ä�ÈWÇZÔ"ÖpÓ<çWÇµÖÚò�Þ{Èpß�ÆZÞ�Ò�ß(Ê�ÄËÌ
ÆµÍÂÈWÄ
w = w(u, v)

Öp÷�ÈWÊËÆ
M1

\Ç×Ò'Ø×ò�Ò'Ì
ÆZÍÂõWÒ
ÓÂï{ÖÚ÷�ÈWÊËÆ
M2
]fÍÎÄËÞ�Ò'Ç×ÍÂÆµØfÆµÞ�Ò�ØZÖpÔJÒ�ò�Ç×ÈWò�Ò'ÇáÆ�ï>Èpß�Ø×ï�ÔJÔ"ÒíÆµÇáï>ÍÕß

w
ÍÂØjÖpÄ{Ò
õWÒ
Ä¢\ÇZÒ
ØZò�Ò'ÌíÆµÍÕõWÒ'ÓÕï�È�É�Éx]fß(Ê�Ä�ÌíÆµÍÂÈWÄ

ù�ÍÂÆZÞRÇ×Ò'Ø×ò�Ò'Ì
ÆîÆµÈ�ÆµÞ�Ò�õÚÖÚÇZÍøÖÚ÷�ÓÎÒ
u.
Ý0Þ�Ò
Ä ÈWÄ�Ì'Ò�ÆµÞ�Òmò�Ç×È�Èpß·Èpß·ÆZÞ�ÒmÇZÒ'Ø×Ê�ÓÂÆTÌ'ÈpÄ�Ì'Ò
ÇZÄ�ÍÂÄ�ç

M1
ù�ÍÎÓÂÓG÷�Ò

Ì'ÈpÔ"ò�ÓÂÒ
ÆZÒ'É75<ÆZÈ>ÈW÷�Æ§ÖpÍÂÄ ÆZÞ�Ò"ÇZÒ'Ø×Ê�ÓÂÆ[Öp÷�ÈWÊËÆ
M2

ÍÕÆ�ù�ÍÂÓÎÓ3÷�Ò"ØZÊA�"Ì
ÍÎÒ
Ä?Æ[ÆZÈ>Ç×Ò'ò�ÓÎÖpÌ'ÒJÒ
õWÒ
Ä�ß(Ê�ÄËÌ
ÆµÍÂÈWÄ�Ø
ù�ÍÂÆZÞxÈ�ÉËÉ8ß(Ê�Ä�Ì
ÆZÍÎÈWÄËØfÖpÄ�É�ÆµÈ!ÇZÒ'ò�Ò'ÖÚÆ�ÆµÞ�ÒîØµÖÚÔ"ÒîÖpÇZçpÊ�ÔJÒ'Ä?ÆZØ'Á
W�È�ù�5¸ÖpØZØ×Ê�Ô"Ò«ÆµÞqÖÚÆ�ùvÒmÖpÇZÒ[çWÍÕõWÒ'Ä{Ö"ß(Ê�ÄËÌ
ÆµÍÂÈWÄ

ϕ ∈ C2,α(Iσ)
ù�Þ�ÍÂÌXÞ�ÍÎØ�Ò
õWÒ'Ä{ù�ÍÕÆµÞ�Ç×Ò'Ø×ò%Ò
Ì
ÆTÆZÈ

u
5

L2 âÅÈpÇ×ÆµÞËÈWçWÈWÄqÖÚÓ%ÆµÈ eσ,0, eσ,1 ÖpÄ�É8ØZÊ�Ì§ÞxÆµÞqÖÚÆ
‖ϕ‖C2,α 6 kε.

\�Û�ÁÐë�
�]
T.Ò�ÉËÒ
úqÄËÒ

wϕ(·, ·) := H̄vε,ϕ(·, ·),ù�Þ�Ò
ÇZÒ
vε = −1

2
ln ε+O(1)

ÖpÄ�É H̄ ÍÂØ0ÍÎÄ�ÆµÇZÈ�ÉËÊ�Ì'Ò
ÉxÍÎÄ8ò�Ç×ÈWò�ÈWØZÍÕÆµÍÂÈWÄ8ÛËÁéüËÁÜë�Á
ÃÅÄUÈWÇZÉ�Ò
Ç�ÆZÈ"ØZÈpÓÂõWÒîÆZÞ�Ò�Ò'û?ÊqÖÚÆZÍÎÈWÄ·\�ÛËÁ Ù�ü�]�5�ùvÒ�ÌXÞ�È�ÈpØZÒ

µ ∈ (−2,−1) ÖpÄËÉUÓÎÈ�ÈWæ"ß(ÈWÇ u Èpß�ÆZÞ�Òîß(ÈWÇZÔ
w = wϕ + g

ù�Þ�Ò
ÇZÒ
g ∈ C2,αµ (Iσ × [vε,+∞))

ÖpÄËÉ
w = ϕ

ÈpÄ
Iσ × {vε}.

J�Ø×ÍÎÄ�ç8ò�ÇZÈpò�ÈWØZÍÕÆµÍÎÈpÄ
ÛËÁéèËÁÜëA5ËùvÒîÌ=ÖpÄxÇZÒ
ò�Þ�ÇZÖpØZÒîÆZÞ�ÍÎØ0ò�Ç×ÈW÷�ÓÂÒ'ÔðÖpØfÖ�úËì�Ò'ÉUò�ÈWÍÂÄ?Æ�òËÇZÈW÷�ÓÂÒ'Ô

g = S(ϕ, g)
\�Û�ÁÐë�ÀS]

ù�Þ�Ò
ÇZÒîÆµÞ�ÒîÄËÈWÄ�ÓÎÍÂÄ�Ò=ÖÚÇ5Ô@ÖÚò�ò�ÍÎÄËç
S
ù�Þ�ÍÎÌ§ÞxÉ�Ò'ò�Ò
Ä�É�Ø�ÈpÄ

ε
ÖpÄ�É

ϕ
ÍÎØ0É�ÒíúqÄ�Ò
É>÷?ï

S(ϕ, g) := Gε,vε

(
L̃ε(wϕ + g)− Lσ wϕ + Q̃ε (wϕ + g)

)
.

À�Û��



ù�Þ�Ò
ÇZÒjÆµÞËÒjÈWò�Ò'ÇµÖ*ÆµÈWÇ
Gε,vε

ÍÎØvÉËÒ
úqÄ�Ò
ÉxÍÂÄ�Ñ3ÇZÈWò�ÈpØZÍÂÆZÍÎÈWÄ�Û�ÁÜèËÁÜë�Á9Ý<Èmò�ÇZÈ�õWÒjÆZÞ�ÒjÒíì�ÍÂØ×ÆµÒ
Ä�Ì'ÒTÈpß<Ö[ú�ìËÒ
É
ò�ÈWÍÂÄ?Æ0ß(ÈpÇ�\�ÛËÁÜë�ÀS]�ù�Ò�Ä�Ò
Ò'ÉxÆZÞ�ÒTß(ÈWÓÎÓÂÈ�ù�ÍÂÄ�ç
� ��¯A¯A�²?w('±wÂ¿?w�¦ �R~ µ ∈ (−2,−1). µ7�x� { �n�o���=�R~�� zb� � �kz �^�R~ | �x~�� ck > 0

| �j� εk > 0 ¨.�R� � �~l� | ~
‖S(ϕ, 0)‖C2,α

µ (Iσ×[vε,+∞)) 6 ckε
3/2+µ/2 \�ÛËÁÜëWÏ�]

| �j�b¨ ��zb{�|�}l} ε ∈ (0, εk)

‖S(ϕ, g2)− S(ϕ, g1)‖C2,α
µ (Iσ×[vε,+∞)) 6

1

2
‖g2 − g1‖C2,α

µ (Iσ×[vε,+∞)),

‖S(ϕ2, g)− S(ϕ1, g)‖C2,α
µ (Iσ×[vε,+∞)) 6 cε

1
2
+µ/2 ‖ϕ2 − ϕ1‖C2,α

\�ÛËÁÜëpÛ�]
��zb{0|�}l}

g, g1, g2 ∈ C2,αµ (Iσ × [vε,+∞)) �R� � �¤~�� | ~ ‖gi‖C2,α
µ (Iσ×[vε,+∞)) 6 2ckε

3/2+µ/2 ��zb{0|�}l}ªRz �c�j� |�{ �%� | ~ | ϕ, ϕ1, ϕ2 ∈ C2,α(S1) � | ~��=� � �b�l� � \ÛËÁÐë�
�] �
� ¼*¨¸¨2ª`w TAÒîæ?Ä�È�ùLß(ÇZÈWÔ ò�Ç×ÈWò�ÈWØZÍÕÆµÍÂÈWÄ8ÛËÁéèËÁÜë[ÆµÞqÖÚÆ ‖Gε,vε(f)‖C2,α

µ
6 c‖f‖C0,α

µ
,
ÆµÞ�Ò
Ä

‖S(ϕ, 0)‖C2,α
µ (Iσ×[vε,+∞)) 6 c‖L̃ε(wϕ)− Lσ wϕ + Q̃σ (wϕ) ‖C0,α

µ (Iσ×[vε,+∞)) 6

6 c
(
‖L̃ε(wϕ)‖C0,α

µ (Iσ×[vε,∞)) + ‖Lσ wϕ‖C0,α
µ (Iσ×[vε,∞)) + ‖Q̃σ (wϕ) ‖C0,α

µ (Iσ×[vε,∞))

)
.

��È!ù�Ò�Ä�Ò
Ò'ÉxÆµÈmúqÄ�É8ÆµÞËÒ�Ò
Ø×ÆZÍÎÔ"ÖÚÆµÒ
Ø0ß(ÈpÇ5ÆµÞ�ÒTÆµÞËÇZÒ'ÒTÆµÒ
ÇZÔJØfÖÚ÷�È�õWÒpÁT.Ò@Ç×Ò'Ì=ÖÚÓÎÓ3ÆµÞqÖ*Æ |ϕ|2,α 6 kε
Á_<qÈpÇ[ÖÚÓÎÓ

µ ∈ (−2,−1), ÆµÞqÖpÄËæ�Ø«ÆZÈ>ò�Ç×ÈWò�ÈWØZÍÕÆµÍÂÈWÄ.ÛËÁÜü�ÁÐë�ùvÒ@æ?Ä�È�ùÆµÞ�ÖÚÆ
|wϕ|2,α;[v,v+1] 6 e−2(v−vε)|ϕ|2,α

\�ÛËÁÜëÚÙ�]
T.Ò�æ?Ä�È�ùLÆµÞ�ÖÚÆ

‖wϕ‖C2,α
µ

= sup
v∈[vε,+∞)

e−µv|wϕ|2,α;[v,v+1] 6 sup
v∈[vε,∞)

e−µve−2(v−vε)|ϕ|2,α 6

6 e−µvε |ϕ|2,α 6 ckε
1+µ/2.<qÇZÈpÔ ÆµÞ�ÍÂØ0ÍÎÄ�Ò
û�Ê�ÖpÓÎÍÕÆ�ï@ÖpÄ�É8ß(ÇZÈpÔ ÆµÞ�ÒîÒ
Ø×ÆµÍÂÔ"ÖÚÆµÒ
Ø�ÈÚßGÆµÞËÒîÌ'È�Ò,�JÌ
ÍÎÒ'Ä�ÆµØfÈpß

L̃ε
5�ÍÂÆ5ß(ÈWÓÎÓÂÈ�ù�Ø5ÆZÞqÖÚÆ

‖L̃ε(wϕ)‖C0,α
µ

6 cε1/2‖wϕ‖C0,α
µ

6 ckε
3/2+µ/2.

ñôØ0ß(ÈWÇ Lσ, ÷�Ò
ÍÎÄ�ç wϕ ÖpÄxÞ�ÖpÇZÔJÈWÄ�ÍÂÌôß(Ê�Ä�ÌíÆµÍÎÈpÄ8ù�Ò�ÈW÷ËÆµÖpÍÎÄ�ß(ÈWÓÂÓÎÈ�ù�ÍÂÄ�ç�Ò'û?ÊqÖpÓÂÍÂÆÅï

Lσ wϕ = 2k wϕ,

À�ÛWü



ù�Þ�Ò
ÇZÒ
k(u, v) = sin2 σ cos2(x(u))+cos2 σ sin2(y(v)) 6 cε,

÷�Ò'Ì=ÖÚÊ�ØZÒ�ùvÒ�ÞqÖ=õWÒ�ØZÒ
Æ
α+β+σ 6 ε\Ø×Ò'ÒjÓÎÒ
Ô"Ô"Ö«Û�ÁÐë�ÁéÛ�]·ÖpÄ�É

yε 6 y(v) 6 π,
ù�ÍÂÆµÞ

yε = π− aε,
ù�Þ�Ò'Ç×Ò

aε = O(
√
ε).

Ý0ÞËÒ'ÇZÒíß(ÈWÇZÒ�5ËùvÒ
Ì'ÈpÄ�Ì'ÓÂÊ�É�ÒTÆµÞqÖ*Æ

‖Lσ wϕ‖C0,α
µ (Iσ×[vε,∞)) 6 2cε‖wϕ‖C0,α

µ (Iσ×[vε,∞)) 6 ckε
2+µ/2.

Ý0Þ�Ò�ÓÎÖpØ×Æ5ÆµÒ
ÇZÔðÍÂØ0Ò'Ø×ÆZÍÎÔ"ÖÚÆµÒ
É8÷?ï

‖Q̃σ (wϕ) ‖C0,α
µ (Iσ×[vε,∞)) 6 ckε

2+µ/2.

Ñ3ÊËÆZÆZÍÎÄ�ç�ÆZÈWçWÒíÆµÞ�Ò
ÇjÆµÞ�Ò
ØZÒ!Ò'ØáÆµÍÂÔ@ÖÚÆZÒ'ØôùvÒmçWÒ
ÆjÆµÞ�Ò�úqÇ×Ø×ÆîÇZÒ
ØZÊ�ÓÕÆ=Á[ñ�Øjß(ÈWÇôÆµÞ�ÒmØ×Ò'Ì'ÈpÄ�É.Ò
Ø×ÆZÍÎÔ"ÖÚÆµÒ�5�ùvÒ
ÇZÒ
Ì=ÖpÓÂÓ�ÆµÞqÖ*Æ

S(ϕ, g) := Gε,vε

(
L̃ε(wϕ + g)− Lσ wϕ + Q̃σ (wϕ + g)

)
.

Ý0Þ�Ò
Ä
‖S(ϕ, g2)− S(ϕ, g1)‖C2,α

µ (Iσ×[vε,+∞)) 6

6 ‖L̃ε(g2 − g1)‖C0,α
µ (Iσ×[vε,+∞) + ‖Q̃σ (wϕ + g2)− Q̃σ (wϕ + g1) ‖C0,α

µ (Iσ×[vε,+∞)).T.Ò�Èp÷�ØZÒ
Ç×õWÒîÆµÞqÖ*Æ�ß(Ç×ÈWÔ ÆµÞ�ÒîÌ
ÈWÄ�Ø×ÍÎÉ�Ò
ÇµÖÚÆZÍÎÈWÄ�Ø�Öp÷�È�õWÒîÍÂÆ5ß(ÈWÓÎÓÂÈ�ù�Ø5ÆZÞqÖÚÆ

‖L̃ε(g2 − g1)‖C0,α
µ (Iσ×[vε,+∞)) 6 ckε

1/2||g2 − g1||C2,α
µ (Iσ×[vε,+∞))

ÖpÄ�É8ÆZÞqÖÚÆ�\�ÛËÁ Ù���]vÍÎÔJò�ÓÂÍÂÒ
Ø
‖Q̃σ (wϕ + g2)− Q̃σ (wϕ + g1) ‖C0,α

µ (Iσ×[vε,+∞)) 6

6 c||g2 − g1||C0,α
µ (Iσ×[vε,+∞))||wϕ||C0,α(Iσ×[vε,+∞)) 6

6 ckε||g2 − g1||C2,α
µ (Iσ×[vε,+∞)).T.Ò�Ì'ÖpÄxÌ'ÈpÄ�Ì'ÓÂÊ�É�ÒTÆµÞqÖ*Æ

‖S(ϕ, g2)− S(ϕ, g1)‖C2,α
µ (Iσ×[vε,+∞)) 6 ckε

1/2||g2 − g1||C2,α
µ (Iσ×[vε,+∞)).

Ý<ÈJØZÞ�È�ùLÆµÞ�ÒîÓÎÖpØ×Æ�Ò
Ø×ÆZÍÎÔ"ÖÚÆµÒjÍÂÆ0ÍÎØ0ØZÊA�"Ì
ÍÎÒ
Ä?ÆfÆZÈJÈp÷�ØZÒ
Ç×õWÒîÆµÞqÖÚÆ
‖S(ϕ2, g)− S(ϕ1, g)‖C2,α

µ (Iσ×[vε,+∞) 6 ‖Lσ(wϕ2 − wϕ1)‖C0,α
µ (Iσ×[vε,+∞))+

‖L̃ε(wϕ2 − wϕ1)‖C0,α
µ (Iσ×[vε,+∞)) + ‖Q̃σ (wϕ2 + g)− Q̃σ (wϕ1 + g) ‖C0,α

µ (Iσ×[vε,+∞)) 6

6 c(ε1+µ/2+ε1/2+µ/2)‖ϕ2−ϕ1‖C2,α+c‖g‖C0,α
µ (Iσ×[vε,+∞))‖ϕ2−ϕ1‖C2,α 6 cε1/2+µ/2‖ϕ2−ϕ1‖C2,α .

v ¬��?¨2¼*��¯ 7w('±w=7w�¦ �R~ ª � B := {g ∈ C2,αµ (Iσ × [vε,+∞)) ; ||g||C2,α
µ

6 2ckε
3/2+µ/2}. µ7�x�R��~l�x�� z � } �l�V� |�{��E| ���j�l� � S �c�����V�9� |�ªRzb� ��� | � | �A�x��«6�x�����A�9��� z �l�x~ g �l� B.

À=Ù�




� ¼*¨¸¨2ª`w Ý0Þ�Ò�ò�Ç×Ò
õ�ÍÎÈWÊËØfÓÂÒ'ÔJÔ@Ö[ØZÞ�È�ù�ØfÆZÞqÖÚÆ65qÍÕß
ε
ÍÎØ0ÌXÞ�ÈpØZÒ'ÄUØZÔ"ÖpÓÂÓ¸Ò
Ä�ÈWÊ�çpÞ75qÆZÞ�ÒîÄ�ÈWÄ�ÓÂÍÎÄ�Ò'ÖpÇ5Ô@ÖÚò�â

ò�ÍÂÄ�ç
S
ÍÂØ�ÖTÌ
ÈWÄ?ÆZÇµÖpÌíÆµÍÂÈWÄ!Ô"ÖpòËò�ÍÎÄ�ç�è�ß(ÇZÈWÔ±ÆµÞËÒ�÷qÖpÓÂÓF��Èpß%ÇZÖpÉ�ÍÎÊËØ

2ckε
3/2+µ/2 ÍÂÄ C2,αµ (Iσ× [vε, Vσ])ÍÎÄ�ÆµÈ0ÍÂÆZØZÒ
ÓÂß�Á�Ý0Þ�ÍÂØFõÚÖpÓÂÊ�Ò3Ì'ÈpÔ"Ò
ØFß(ÇZÈWÔ�ÆµÞ�Ò�Ò
Ø×ÆZÍÎÔ"ÖÚÆµÒ9Èpß�ÆµÞ�Ò�ÄËÈWÇZÔLÈpß

S(ϕ, 0).
àvÈWÄ�ØZÒ
û?Ê�Ò'Ä?ÆµÓÕïTÆµÞ�ÖpÄ�æ?Ø

ÆµÈmÆµÞËÒ���ÌXÞqÖÚÊ�É�Ò
ÇfÆZÞ�Ò'ÈpÇZÒ
Ô_5
S
ÞqÖpØfÖmÊ�Ä�ÍÂû�ÊËÒîú�ìËÒ
ÉUò%ÈpÍÎÄ�Æ

v
ÍÂÄ�ÆµÞ�ÍÂØ�÷�ÖpÓÎÓ�Á

Ý0Þ�ÍÂØvÖÚÇZçWÊËÔ"Ò
Ä?Æ·ò�ÇZÈ�õ�ÍÎÉ�Ò
ØvÖ�ÔJÍÎÄ�ÍÂÔJÖpÓËØZÊ�ÇáßÖpÌ'Òfù�ÞËÍÎÌ§Þ@ÍÂØ·Ì
ÓÎÈWØ×Ò�ÆµÈ
M1

\(ÇZÒ'Ø×ò�Ò'ÌíÆµÍÂõWÒ
ÓÂï
M2
]�ÖpÄËÉ@ÞqÖÚØ

ÈWÄ�Òm÷�ÈpÊ�Ä�ÉqÖÚÇ×ïWÁ[Ý0Þ�ÍÂØTØZÊËÇ×ßÖpÌ
Ò�5�ÉËÒ'Ä�ÈpÆZÒ'É ÷�ï
St,γ,ξ1,dt(ϕ),

ÍÎØ,5FÌ
ÓÎÈWØ×Ò�ÆZÈ8ÍÕÆµØj÷�ÈWÊ�ÄËÉqÖpÇ×ï�5�Ö�õWÒ'ÇáÆµÍÂÌ=ÖpÓ
çWÇZÖpò�ÞxÈ�õWÒ'Ç0ÆµÞËÒ�ÖpÄ�Ä�ÊËÓÎÊ�Ø

B2rε −Brε

ù�Þ�ÈWØ×Ò«ò�ÖpÇµÖpÔJÒíÆµÇZÍ��=ÖÚÆZÍÂÈWÄ�ÍÎØ0çWÍÕõWÒ'Ä75Ëß(ÈWÇ
β = 0

÷?ï

Ūt,1(r, θ) = −(1 + γ) ln(2r) + rκ1 cos θ+
1 + γ

r
ξ1 cos θ+ dt + H̄vε,ϕ(ln 2r− vε, θ) + Vt(r, θ).\�ÛËÁÜëWë�]

ÖpÄ�ÉV5�ß(ÈWÇ
α = 0,

÷?ï

Ūt,2(r, θ) = −(1 + γ) ln(2r)− rκ2 sin θ +
1 + γ

r
ξ2 sin θ + dt + H̄vε,ϕ(ln 2r− vε, θ) + Vt(r, θ).\�ÛËÁÜëpè�]

ù�Þ�Ò
ÇZÒ
vε = −1

2
ln ε + O(1).

Ý0Þ�Ò"÷�ÈpÊ�Ä�ÉqÖpÇáïRÈÚßvÆZÞ�ÒJØ×Ê�Ç×ßÖpÌ
ÒJÌ'ÈWÇ×ÇZÒ'Ø×ò�ÈWÄ�É�Ø�ÆZÈ
rε = 1

2
√
ε
.
Ý0Þ�Ò

ß(Ê�Ä�ÌíÆµÍÂÈWÄ
Vt
É�Ò'ò�Ò
Ä�É�Ø�Ä�ÈpÄxÓÎÍÂÄ�Ò=ÖpÇ×ÓÕï@ÈpÄ

ε, φ.
ÃþÆfØZÖÚÆµÍÂØ×úqÒ
Ø ‖Vt(ε, φi)(rε·, ·)‖C2,α(B̄2−B1) 6 cε

ÖpÄËÉ

‖V̄t(ε, φ)(rε·, ·)− V̄t(ε, φ
′)(rε·, ·)‖C2,α(B̄2−B1) 6 cε1/2‖φ− φ′‖C2,α .

\�ÛËÁÜë���]
Ý0Þ�ÍÂØ�Ò'ØáÆµÍÎÔ"ÖÚÆZÒjß(ÈWÓÂÓÎÈ�ù�Øvß(ÇZÈWÔ

‖V̄t(ε, φ)(rε·, ·)− V̄t(ε, φ
′)(rε·, ·)‖C2,α(B̄2−B1) 6 eµvε‖S(φ, V̄t)− S(φ′, V̄t)‖C2,α

µ (Iσ×[vε,+∞))

ÖpÄ�É8ÆZÞ�ÒîÒ'ØáÆµÍÎÔ"ÖÚÆZÒE\�Û�ÁÐëÚÛ�]XÁ
ù%ó4  úëû + 1 öD2� û Q,$0/ &�üÔþ×ö�O' û . -'öD2�ö
ÃÅÄ8ÆµÞ�ÍÂØ0ØZÒ'ÌíÆµÍÂÈWÄ8ùvÒ�Ø×ÞqÖpÓÂÓ¸Ì'ÈWÔJò�ÓÂÒ
ÆZÒjÆµÞ�Òîò�Ç×È�Èpß�ÈÚßGÆZÞ�Ò'ÈWÇ×Ò'ÔJØfÛËÁÕÀWÁÕÀ�5qÛËÁÕÀWÁÐÏmÖÚÄ�ÉUÛËÁÕÀWÁÜÛ�Á

��:=é�:>9 hiZNR��VH�FCF;p$FnpÔ[GZNR]FIH�RTS ��:>9;:�f
Ý0Þ�ÒTò�ÇZÈ�Èpß<Èpß�ÆµÞ�Ò
ÈWÇZÒ
ÔðÛËÁÂÀpÁÐÏ[ÍÎØ5ÖpÇ×ÆµÍÂÌ'ÊËÓøÖÚÆZÒ'É�ÍÎÄ�ÆÅùvÈ!ÉËÍÎØ×ÆZÍÎÄ�ÌíÆ0òqÖÚÇ×ÆµØ,U3ÆZÞ�ÒTò�Ç×È�ÈÚßGÈÚß<ÆµÞËÒTÒíì�ÍÎØáÆµÒ'ÄËÌ'Ò
Èpß<ÆµÞ�ÒTßÖpÔJÍÎÓ ï K1

ÖpÄËÉxÈpßGÆZÞ�ÒîÒíì�ÍÎØáÆµÒ
Ä�Ì'Ò�ÈpßGÆZÞ�ÒTßÖpÔJÍÎÓ ï K2.

T.Ò5Ø×ÆµÖpÇ×Æ9ò�Ç×È�õ�ÍÎÄ�ç�ÆµÞ�ÒvÒíì�ÍÎØáÆµÒ'ÄËÌ'Ò0ÈpßqÆµÞËÒvßÖpÔJÍÎÓ ï K2.
Ý0Þ�Ò5ò�Ç×È�Èpß2ÍÎØ�÷�ÖpØZÒ
É!ÈWÄmÖpÄmÖpÄqÖpÓÕï?ÆµÍÎÌ'ÖpÓ?çWÓÎÊËÍÎÄ�ç

ò�Ç×È�Ì'Ò'ÉËÊ�ÇZÒÚÁ>Ý0Þ�Ò@ØZÊ�Ç×ßÖÚÌ'Ò
Ø�ÍÎÄ ßÖpÔ"ÍÂÓÕï K2
ÖÚÇZÒ"Ø×ï�ÔJÔ"ÒíÆµÇZÍÂÌ!ù�ÍÂÆµÞAÇ×Ò'Ø×ò%Ò
Ì
Æ�ÆZÈUÆµÞ�Ò"õWÒ
Ç×ÆZÍÎÌ=ÖÚÓ·ò�ÓøÖpÄËÒ

ê�ë¤ìîí=ï>ð]í=ñòï;ó>ô2ðgð=ïçó�í]ógñXô2õ÷ö�ïbô¤ìGígñòï;óEôùøXö�í�ë¤ø�í
k
í=ñXë¤í£ë¤úòú ï4ë2ðgökõûøNí=ñòïIï4ö�í=õûüCë8ígïbô¤ìGígñòïIøòôùð=ü|ô2ì

ϕ.

À=Ù�À



x2 = 0.
��È@ÖpÓÎÓ¸ÈpßGÆµÞ�Ò�Ø×Ê�Ç×ßÖpÌ
Ò'Ø�ÍÎÄ�õWÈWÓÕõWÒ'ÉxÍÎÄ8ÆµÞËÒ�ß(ÈpÓÎÓÂÈ�ù�ÍÂÄ�ç!òËÇZÈ�Èpß�Ô�Ê�Ø×ÆfÒ'Äba×È�ï�ÆµÞ�Ò�ØZÖpÔ"ÒîÔ"ÍÂÇZÇ×ÈWÇ

Ø×ï�ÔJÔ"ÒíÆµÇáï�ò�Ç×ÈWò�Ò'ÇáÆ�ïpÁNT.Ò0ù�ÍÂÓÎÓ�Ø×Þ�È�ù�ÞËÈ�ù�ÆµÈTçWÓÎÊËÒ0ÖTÌ
ÈWÔ"ò�ÖpÌ
Æ3ò�ÍÂÒ'Ì'Ò0ÈÚß�ÖîàvÈWØ×ÆµÖ*â�ãfÈpä%Ô@ÖpÄ�âáåUÒ
Ò'æ?Ø
ÆÅï�ò�Ò�ØZÊ�ÇáßÖpÌ'Ò0ù�ÍÂÆµÞ!÷�Ò'Ä�Æ·Ì=ÖÚÆZÒ'Ä�ÈWÍÂÉqÖpÓ�Ò
Ä�ÉJÆZÈîÆÅùvÈ�ÞqÖÚÓÂõWÒ'Ø�ÈÚß%ÆµÞËÒ¥��å>ö�ÒXì�ÖÚÔ"ò�ÓÂÒ

M̃σ,α,0
ÖpÓÂÈWÄ�çjÆµÞËÒ

Ê�ò�ò�Ò
ÇvÖpÄËÉ"ÓÎÈ�ù�Ò'Ç�÷�ÈWÊ�ÄËÉqÖpÇZÍÂÒ'Ø�ÖÚÄ�ÉJÆµÈ«Ö�Þ�ÈpÇZÍ=�
ÈWÄ�Æ§ÖpÓ�ò�Ò'Ç×ÍÎÈ�É�ÍÂÌm�2Ö*ÆvÖpÄËÄ�Ê�ÓÂÊ�Ø�ù�ÍÕÆµÞ@ÖîÇZÒ
Ô"È�õWÒ'É"É�ÍÂØZæ
ÖpÓÂÈWÄ�ç�ÆµÞ�ÒîÔJÍÎÉ�ÉËÓÎÒô÷%ÈpÊ�Ä�ÉqÖÚÇ×ïWÁ�ñôÓÂÓ¸Èpß<ÆµÞ�ÒîØZÊËÇ×ßÖpÌ
Ò'Ø#a×Ê�Ø×ÆfÔJÒ'Ä�ÆµÍÂÈWÄ�Ò'É8Þ�Ö�õWÒîÆZÞ�ÒîÉ�Ò'Ø×ÍÎÇ×Ò'ÉUòËÇZÈWò�Ò
Ç×ÆÅï
Èpß�Øáï�Ô"ÔJÒ
ÆZÇ×ï>ÖÚØ�ùvÒ'ÓÂÓ�ÖpØ�ÆµÞËÒ�Ø×Ê�Ç×ßÖpÌ
Ò'ØjÈW÷ËÆµÖpÍÎÄ�Ò
É�÷�ïxÆµÞ�Ò
Ô ÷�ï>Ö@ØZÓÂÍÎçWÞ�Æ�ò%Ò
Ç×ÆZÊ�ÇZ÷qÖ*ÆµÍÎÈpÄ¸Á¥T.Ò«ù�ÍÎÓÂÓ
ÇZÒ
Ì=ÖpÓÂÓ¸÷�Ò'ÓÂÈ�ù©ÆZÞ�ÒîÄ�Ò'Ì
Ò'Ø×ØµÖpÇ×ï8ÇZÒ'Ø×Ê�ÓÂÆZØ0ùvÒ�òËÇZÈ�õWÒ
ÉUÍÎÄ8òËÇZÒ
õ�ÍÂÈWÊ�Ø�ØZÒ
Ì
ÆZÍÎÈWÄ�Ø
Á
J�Ø×ÍÎÄ�ç�ÆµÞ�Ò Ç×Ò'Ø×Ê�ÓÂÆxÈpß[Ø×Ò'Ì
ÆZÍÎÈWÄ©ÛËÁ��A5�ùvÒ Ì=ÖpÄ�ÈW÷ËÆ§ÖÚÍÎÄ�Ö,Ô"ÍÂÄ�ÍÂÔ"ÖÚÓôØZÊËÇ×ßÖpÌ
Ò ÆZÞqÖÚÆxÍÂØxÖ,ò�Ò'ÇáÆµÊ�Ç×÷qÖ*â
ÆµÍÂÈWÄ�ÈpßîÞ�ÖpÓÂßjÆµÞËÒq��å>ö ÒXìËÖpÔJò�ÓÎÒ

M̃σ,α,0
ÖpÄ�ÉhÍÎØ@ÖpØ×ï�ÔJòËÆµÈÚÆµÍÎÌxÆZÈ�ÍÂÆ'ÁLÝ0Þ�ÍÂØ�Ø×Ê�Ç×ßÖÚÌ'Ò�5�É�Ò'Ä�ÈÚÆµÒ
É

÷?ï
St,λt,ξt,dt(ϕt),

Ì=ÖpÄU÷�Ò«òqÖÚÇµÖpÔJÒ
ÆZÒ'ÇZÍ��'Ò
ÉUÈ�õWÒ'Ç�ÆµÞ�Ò«ÖpÄ�Ä?Ê�ÓøÖÚÇ�Ä�Ò'ÍÂçWÞ�÷�ÈpÊ�ÇZÞ�È�È�É
B2rε − Brε ,

ÈÚß9ÍÂÆZØ
÷�ÈWÊ�ÄËÉqÖpÇ×ï8ÖÚØ0ÆµÞ�ÒTõWÒ
Ç×ÆµÍÂÌ=ÖpÓ¸çWÇZÖpò�ÞxÈÚßm\Ø×Ò'ÒG\ÛËÁÜëWë�]o]
Ūt(r, θ) = −(1+λt) ln(2r)+rκt cos θ−

(1 + λt)

r
ξt cos θ+dt+H̄vε,ϕt(ln 2r−vε, θ)+OC2,α

b
(ε).

Ý0Þ�ÍÂØ�ØZÊ�ÇáßÖpÌ'Ò�ù�ÍÎÓÎÓ?÷�ÒvçWÓÂÊ�Ò'É«ÆµÈ�ÆµÞ�Ò0àvÈWØáÆ§Ö*âÅã�Èpä%Ô"ÖpÄ�âáåxÒ'Ò'æ?Ø�ÒíìËÖpÔJò�ÓÂÒ5ÖÚÓÎÈWÄ�ç�ÍÕÆµØGÊ�ò�ò�Ò
Ç9÷�ÈWÊ�ÄËÉqÖpÇ×ïpÁ
Ý0Þ�Ò�ØZÊ�ÇáßÖpÌ'ÒfÆZÞqÖÚÆ·ù�ÍÂÓÎÓq÷�ÒfçWÓÎÊ�Ò
É@ÖpÓÂÈWÄ�çîÆZÞ�Ò�ÓÂÈ�ùvÒ
Ç·÷�ÈWÊ�ÄËÉqÖpÇ×ï�5�É�Ò
Ä�ÈpÆµÒ
É�÷�ï

Sb,λb,ξb,db(ϕb),
Ì'ÖpÄ@÷�Ò

òqÖpÇZÖpÔJÒ
ÆµÒ
ÇZÍ��'Ò
ÉxÍÂÄ�ÆµÞ�Ò�ÖpÄËÄ�Ê�ÓÂÊ�Ø
B2rε −Brε ,

ÖpØ0ÆZÞ�ÒTõWÒ'ÇáÆµÍÎÌ'ÖpÓ¸çWÇµÖpòËÞxÈpß

Ūb(r, θ) = (1+λb) ln(2r)+rκb cos θ−
(1 + λb)

r
ξb cos θ+db+H̄vε,ϕb(ln 2r−vε, θ)+OC2,α

b
(ε).

T.Ò[Ç×Ò'Ô"ÖpÇZæ�ÆZÞqÖÚÆfÆµÞ�Ò�ß(Ê�ÄËÌ
ÆµÍÂÈWÄ�Ø
ϕt, ϕb ∈ C2,α(S1)

ÖpÇ×Ò«Ò
õWÒ
ÄRÖpÄËÉ�ÈpÇ×ÆµÞËÈWçWÈWÄ�ÖpÓ�ÍÂÄxÆµÞ�Ò
L2 âÅØ×Ò'Ä�Ø×ÒÆµÈmÆµÞËÒ�Ì
ÈWÄ�ØáÆ§ÖpÄ�Æfß(ÊËÄ�Ì
ÆZÍÎÈWÄxÖpÄ�É8ÆZÈ

θ → cos θ.

J�Ø×ÍÎÄ�ç.ÆµÞËÒ>ÇZÒ'Ø×Ê�ÓÂÆ@ÈpßTØZÒ'ÌíÆµÍÂÈWÄ_ÛËÁÜÏA55ùvÒ>Ì=ÖpÄhÌ
ÈWÄ�Ø×ÆZÇZÊ�ÌíÆ8ÖAÔJÍÂÄ�ÍÂÔ"ÖÚÓ�çpÇµÖpò�Þ
Sm(ϕm)

Ì
ÓÎÈWØ×ÒUÆZÈ�Ö
Þ�ÈWÇ×Í=�
ÈWÄ?ÆµÖpÓ�ò�Ò'ÇZÍÂÈ�É�ÍÎÌC�2ÖÚÆ3ÖpÄ�Ä?Ê�ÓÎÊËØ'Á�ÃþÆ3Ì'ÖpÄm÷�Ò0ò�ÖpÇµÖpÔJÒ
ÆZÒ'Ç×Í=�
Ò'É75pÍÎÄ[ÆµÞËÒ5Ä�Ò'ÍÂçWÞ�÷�ÈWÊËÇZÞ�È�È�É

B2rε−BrεÈpßGÍÂÆZØ0÷�ÈWÊ�Ä�ÉqÖÚÇ×ï�52ÖpØ0ÆZÞ�ÒTõWÒ'ÇáÆµÍÎÌ'ÖpÓ¸çWÇµÖÚò�ÞxÈpß
Ūm(r, θ) = H̃rε,ϕm(r, θ) +OC2,α

b
(ε),

ù�Þ�Ò
ÇZÒ
H̃rε,ϕm

ÍÂØjÆZÞ�Ò!Þ�ÖpÇZÔJÈWÄ�ÍÂÌ[Òíì�ÆµÒ
Ä�ØZÍÂÈWÄ Èpß
ϕm ∈ C2,α(S1)

ù�Þ�ÍÂÌXÞRÍÎØTÖpÄRÒíõWÒ'Ä ß(ÊËÄ�Ì
ÆZÍÎÈWÄ{ÈWÇáâ
ÆµÞËÈWçWÈWÄqÖÚÓ¸ÍÎÄ�ÆZÞ�Ò

L2 âÅØ×Ò'Ä�Ø×Ò�ÆZÈ!ÆZÞ�ÒîÌ'ÈWÄËØ×Æ§ÖÚÄ?Æ�ß(Ê�Ä�ÌíÆµÍÎÈpÄ¸Á
Ý0ÞqÖpÄËæ�Ø�ÆµÈTÆµÞ�Ò�ÇZÒ
ØZÊ�ÓÕÆ·Èpß%ØZÒ'ÌíÆµÍÂÈWÄ"ÛËÁéÙ^5�ùvÒ�Ì=ÖpÄJÌ'ÈpÄ�Ø×ÆZÇZÊ�ÌíÆ5ÖTÔ"ÍÂÄ�ÍÂÔ"ÖÚÓËØ×Ê�Ç×ßÖÚÌ'Ò

M̄T
k,ε(ε/2,Ψ),

ù�ÍÂÆZÞ
Ψ = (ψt, ψb, ψm),

ù�ÞËÍÎÌ§Þ@ÍÎØ·Ì
ÓÎÈWØ×ÒfÆZÈ�ÖîÆµÇ×Ê�Ä�Ì'ÖÚÆµÒ
É�çWÒ
Ä�Ê�Ø
k
àvÈWØáÆ§Ö*âÅã�Èpä%Ô"ÖpÄ�âáåxÒ'Ò'æ?Ø�Ø×Ê�Ç×ßÖpÌ
ÒjÖÚÄ�É

ÞqÖpØfÆZÞ�ÇZÒ
Ò[÷�ÈWÊËÄ�ÉqÖpÇ×ÍÎÒ
Ø'Á�Ý0Þ�Ò�ß(Ê�Ä�ÌíÆµÍÎÈpÄ�Ø
ψt, ψb, ψm ∈ C2,α(S1)

ÖpÇZÒ�Ò
õWÒ
Ä¸ÁôåUÈWÇZÒ
È�õWÒ
Ç
ψt, ψb

ÖpÇZÒ
L2 âÅÈpÇ×ÆµÞËÈWçWÈWÄqÖÚÓ�ÆZÈ{ÆµÞ�Ò8Ì
ÈWÄ�ØáÆ§ÖpÄ�Æ!ß(Ê�Ä�ÌíÆµÍÎÈpÄ�ÖpÄ�É�ÆµÈ θ → cos θ

ÖpÄ�É
ψm

ÍÎØmÈpÇ×ÆµÞËÈWçWÈWÄ�ÖpÓ�ÆµÈ{ÆµÞËÒ
Ì'ÈpÄ�Ø×ÆµÖpÄ?Æ�ß(Ê�Ä�ÌíÆµÍÂÈWÄ¸Á
Ý0Þ�Ò«Ø×Ê�Ç×ßÖpÌ
Ò

M̄T
k,ε(ε/2,Ψ)

ÍÎØ,52Ì
ÓÎÈWØ×ÒîÆµÈ"ÍÕÆµØ�Ê�ò�ò�Ò
ÇôÖpÄ�ÉUÓÂÈ�ùvÒ
Çf÷�ÈWÊËÄ�ÉqÖpÇáï�5%ÖmõWÒ'Ç×ÆZÍÎÌ'ÖpÓ�çWÇZÖpò�ÞUÈ�õWÒ'Ç
ÆµÞËÒ«ÖÚÄ�Ä�Ê�ÓÂÊ�Ø

Brε −Brε/2,
ù�Þ�ÈWØ×Ò�òqÖpÇµÖÚÔ"ÒíÆµÇZÍ��=Ö*ÆµÍÂÈpÄ�ÍÎØ,5�ÇZÒ'Ø×ò�Ò'ÌíÆµÍÂõWÒ
ÓÂï�52çWÍÕõWÒ'Äx÷�ï

Ut(r, θ) = σt − ln(2r)− ε

2
r cos θ +Hψt(sε − ln 2r, θ) +OC2,α

b
(ε),

À=Ù?Ï



Ub(r, θ) = −σb + ln(2r)− ε

2
r cos θ +Hψb(sε − ln 2r, θ) +OC2,α

b
(ε),

ù�Þ�Ò
ÇZÒ
sε = −1

2
ln ε.

WfÒ=ÖpÇ×÷?ï{ÆµÞ�Ò"ÔJÍÂÉ�É�ÓÂÒ!÷�ÈpÊ�Ä�ÉqÖpÇáïRÆZÞ�Ò"Ø×Ê�Ç×ßÖpÌ
Ò"ÍÎØ�Ö8õWÒ'ÇáÆµÍÎÌ'ÖpÓ�çWÇZÖpò�Þ ù�Þ�ÈpØZÒ
òqÖpÇZÖpÔJÒ
ÆµÇ×Í=�'ÖÚÆµÍÂÈpÄ�ÍÂØ

Um(r, θ) = H̃ρε,ψm

(
1

r
, θ

)
+OC2,α

b
(ε).

Ý0Þ�Ò[ß(ÊËÄ�Ì
ÆZÍÎÈWÄ�Ø OC2,α
b

(ε)
ÇZÒ
ò�ÓøÖÚÌ'Ò«ÆZÞ�Ò«ß(Ê�Ä�Ì
ÆZÍÎÈWÄËØ

Vt, Vb, Vm, V̄t, V̄b, V̄m
ÆµÞqÖ*ÆTÖpòËò�Ò=ÖpÇjÖÚÆ�ÆZÞ�Ò[Ò'Ä�É

ÈpßfØ×Ò'ÌíÆµÍÎÈpÄ�Ø!ÛËÁÜÏA5�ÛËÁ ÙRÖpÄËÉ�Û�Á���ÁRÝ0Þ�Òíï�ÉËÒ'ò�Ò
Ä�É�Ä�ÈWÄ�ÓÂÍÎÄ�Ò'ÖpÇ×ÓÂïRÈWÄ�ÆµÞ�Ò�É�ÍÂä%Ò'Ç×Ò'Ä�ÆmòqÖpÇZÖpÔ"ÒíÆµÒ
ÇZØmÖpÄËÉ
÷�ÈWÊ�ÄËÉqÖpÇ×ï{ÉqÖÚÆµÖ�ß(Ê�Ä�ÌíÆµÍÂÈWÄ�Øî÷�ÊËÆîÆµÞ�Òíï ÖpÇ×Ò!÷�ÈWÊ�Ä�É�Ò
ÉA÷�ï Ö8Ì
ÈWÄ�ØáÆ§ÖpÄ�Æ�ÆµÍÂÔ"Ò
Ø

ε
ÍÎÄ
C2,α
b

ÆZÈWò�ÈWÓÂÈWçpï�5
ù�Þ�Ò
ÇZÒ0òqÖpÇ×ÆZÍøÖpÓ�É�Ò
ÇZÍÕõÚÖÚÆµÍÕõWÒ'Ø3ÖÚÇZÒvÆ§ÖÚæpÒ'Ämù�ÍÕÆµÞmÇ×Ò'ØZò�Ò
Ì
Æ�ÆZÈjÆµÞËÒ5õWÒ
Ì
ÆµÈpÇ9úqÒ'ÓÂÉ�Ø

r∂r
ÖpÄËÉ

∂θ.
T.Ò�ÖpØ×ØZÊ�ÔJÒ

ÆµÞ�ÖÚÆ�ÆZÞ�ÒîòqÖpÇZÖpÔJÒ
ÆµÒ
ÇZØ�ÖpÄ�É8ÆµÞËÒ�÷�ÈpÊ�Ä�ÉqÖpÇáï�ß(Ê�Ä�ÌíÆµÍÎÈpÄ�ØfÖÚÇZÒîÌ§Þ�ÈWØ×Ò'ÄUØZÈ!ÆµÞ�ÖÚÆ
|λt|+ |λb|+ |−λt ln

(
ε−1/2

)
+ηt|+ |λb ln

(
ε−1/2

)
+ηb|+ε−1/2/2|κt+ε/2|+ε−1/2/2|κb+ε/2|+\�ÛËÁÜë���]

2ε1/2(|(1 + λt)ξt|+ |(1 + λb)ξb|) + ‖ϕt‖C2,α(S1) + ‖ϕb‖C2,α(S1) + ‖ϕm‖C2,α(S1)+

+‖ψt‖C2,α(S1) + ‖ψb‖C2,α(S1) + ‖ψm‖C2,α(S1) 6 kε,ù�Þ�Ò
ÇZÒ
ηt = dt−σt, ηb = db+σb.

ù�Þ�Ò'Ç×Ò0ÆµÞ�Ò5Ì'ÈWÄ�ØáÆ§ÖpÄ�Æ
k > 0

ÍÎØ�úËì�Ò
ÉJÓøÖpÇ×çWÒvÒ'Ä�ÈpÊ�çWÞ¸Á�ÃþÆ�Ç×Ò'Ô"ÖpÍÎÄ�Ø
ÆµÈ�ØZÞ�È�ù_ÆZÞqÖÚÆ�5�ß(ÈWÇ·ÖpÓÎÓ

ε
ØZÔ"ÖpÓÎÓ�Ò'ÄËÈWÊ�çWÞ75�ÍÂÆ�ÍÎØ�ò%ÈpØZØZÍÂ÷�ÓÎÒ0ÆµÈ«Ì§Þ�È�ÈpØZÒfÆµÞ�ÒfòqÖpÇZÖpÔJÒ
ÆµÒ
ÇZØ�ÖpÄËÉ@÷�ÈWÊËÄ�ÉqÖpÇáï

ß(Ê�Ä�ÌíÆµÍÂÈWÄ�Ø�ÍÂÄ8ØZÊËÌXÞ>ÖmùvÖ�ï�ÆµÞ�ÖÚÆ0ÆµÞ�ÒîØZÊËÇ×ßÖpÌ
Ò
St,λt,ξt,dt(ϕt) ∪ Sb,λb,ξb,db(ϕb) ∪ Sm(ϕm) ∪MT

k (ε/2,Ψ)

ÍÎØjÖ
C1 Ø×Ê�Ç×ßÖpÌ
Ò!ÖÚÌ'ÇZÈpØZØjÆZÞ�Ò�÷�ÈWÊ�ÄËÉqÖpÇZÍÂÒ'ØjÈÚß�ÆµÞËÒ�É�ÍÂä%Ò'Ç×Ò'Ä�ÆTØZÊËÔ"Ô"ÖpÄ�ÉËØ'ÁîöfÒ
çWÊ�ÓÎÖpÇZÍÕÆ�ï�ÆµÞËÒ'ÈWÇáïUù�ÍÎÓÂÓÆµÞËÒ'Ä!Ò
Ä�ØZÊËÇZÒ5ÆµÞqÖÚÆ�ÆZÞ�ÍÎØ�ØZÊËÇ×ßÖpÌ
Ò0ÍÎØ�ÍÂÄ[ßÖpÌ
Æ9ØZÔJÈ�ÈpÆZÞ!ÖÚÄ�Ém÷?ï[Ì
ÈWÄ�ØáÆµÇZÊËÌ
ÆµÍÂÈWÄmÍÕÆ9ÞqÖÚØ9ÆZÞ�Ò5É�Ò'Ø×ÍÎÇ×Ò'Émò�ÇZÈWò�â

Ò'ÇáÆµÍÂÒ'Ø'Á�Ý0Þ�ÍÂØjù�ÍÂÓÎÓ�ÆµÞ�Ò
ÇZÒíß(ÈWÇZÒmÌ
ÈWÔJò�ÓÎÒíÆµÒ«ÆµÞ�Ò�ò�ÇZÈ�Èpß·ÈÚß�ÆµÞ�Ò�Òíì�ÍÎØáÆµÒ'ÄËÌ'Ò!Èpß�ÆZÞ�Ò�ßÖpÔJÍÎÓ ïxÈpß·ÒXì�ÖÚÔ"ò�ÓÂÒ'Ø
É�Ò
Ä�ÈpÆµÒ
ÉU÷?ï K1

Á
ÃþÆfÍÂØ0Ä�Ò'Ì
Ò'ØZØZÖpÇ×ï8ÆZÈ!ß(ÊËÓÂúqÓÂÓ%ÆµÞËÒîß(ÈpÓÎÓÂÈ�ù�ÍÂÄ�çmØáï�ØáÆµÒ
ÔdÈpßGÒ'û?ÊqÖ*ÆµÍÎÈpÄ�Ø





Ut(rε, ·) = Ūt(rε, ·)
Ub(rε, ·) = Ūb(rε, ·)
Um(rε, ·) = Ūm(rε, ·)
∂rUb(rε, ·) = ∂rŪb(rε, ·)
∂rUt(rε, ·) = ∂rŪt(rε, ·)
∂rUm(rε, ·) = ∂rŪm(rε, ·)

ÈWÄ
S1.

Ý0Þ�ÒîúqÇ×Ø×Æ�ÆµÞËÇZÒ'ÒîÒ'û?ÊqÖ*ÆµÍÎÈpÄ�Ø�ÓÎÒ'ÖpÉ�ÆµÈmÆµÞ�ÒîØáï�ØáÆµÒ
Ô




−λt ln (2rε) + ηt −
(
(1 + λt)

ξt
rε

)
cos θ + rε(κt +

ε
2
) cos θ + ϕt − ψt = OC2,α

b
(ε)

λb ln (2rε) + ηb −
(
(1 + λb)

ξb
rε

)
cos θ + rε(κb +

ε
2
) cos θ + ϕb − ψb = OC2,α

b
(ε)

ϕm − ψm = OC2,α
b

(ε).

\�ÛËÁÜëpü�]

À=Ù�Û



Ý0Þ�Ò�ÓÎÖpØ×Æ5ÆµÞ�Ç×Ò'ÒîÒ'û?ÊqÖÚÆZÍÎÈWÄ�Ø0çWÍÂõWÒjÆµÞËÒ�Øáï�Ø×ÆµÒ
Ô




−λt +
(
(1 + λt)

ξt
rε

)
cos θ + rε(κt +

ε
2
) cos θ − ∂θ(ϕt + ψt) = OC1,α

b
(ε)

λb +
(
(1 + λb)

ξb
rε

)
cos θ + rε(κb +

ε
2
) cos θ − ∂θ(ϕb + ψb) = OC1,α

b
(ε)

∂θ(ϕm + ψm) = OC1,α
b

(ε).

\�ÛËÁéè�
�]

Ý<È�ÈW÷�Æ§ÖpÍÂÄmÆZÞ�ÍÎØ9Ø×ï�Ø×ÆZÒ'Ô|ùvÒfÖpòËò�ÓÎÍÂÒ'É�ÆµÞËÒ�ÇZÒ
ØZÊ�ÓÕÆµØ3Èpß%ÓÎÒ'ÔJÔ"ÖjÛËÁéüËÁéèîÖpÄ�ÉJÛËÁéüËÁ���Á9ã�Ò
ÇZÒ�5�ÆZÞ�Ò0ß(Ê�ÄËÌ
ÆµÍÂÈWÄ�Ø
OCl,α(ε)

ÍÂÄ_ÆZÞ�Ò Öp÷�È�õWÒRÒXìËò�ÖpÄ�ØZÍÂÈWÄ�Ø8É�Ò
ò�Ò'Ä�É©ÄËÈWÄ�ÓÎÍÂÄ�Ò=ÖÚÇZÓÕï}ÈWÄ_ÆµÞËÒRÉ�ÍÕä�Ò
ÇZÒ
Ä?Æ8òqÖÚÇµÖpÔJÒ
ÆZÒ'ÇZØ8ÖÚÄ�É
÷�ÈWÊ�ÄËÉqÖpÇ×ïîÉqÖÚÆ§Ö�ß(ÊËÄ�Ì
ÆZÍÎÈWÄ�Ø<÷�ÊËÆ<ÆµÞ�Òíï«ÖpÇZÒ·÷�ÈWÊ�ÄËÉ�Ò'É�÷�ï«ÖfÌ'ÈWÄËØ×Æ§ÖÚÄ?ÆGÆµÍÂÔ"Ò
Ø

ε
ÍÂÄ
C l,α ÆµÈWò�ÈWÓÂÈWçpïpÁ<Ý0Þ�Òò�Ç×È�a×Ò
Ì
ÆZÍÎÈWÄ{ÈÚß·ÆZÞ�Ò�úqÇ×Ø×ÆTÆÅùvÈ�Ò'û?ÊqÖÚÆZÍÎÈWÄ�ØjÈpß·Ò=ÖÚÌXÞRØ×ï�Ø×ÆZÒ'Ô È�õWÒ'ÇjÆµÞËÒ

L2 âÅÈWÇáÆµÞ�ÈpçWÈWÄqÖpÓ<Ì'ÈpÔ"ò�ÓÂÒ'ÔJÒ'Ä�ÆÈpß
Span{1, cos θ} ÖpÄ�É8ÆZÞ�ÒîÇZÒ'Ô"ÖpÍÂÄ�ÍÂÄ�ç�ÆÅùvÈJÒ
û?ÊqÖÚÆµÍÂÈWÄ�Ø�çpÍÂõWÒ'Ø5ÆµÞ�ÒîØ×ï�ØáÆµÒ'Ô





ϕt − ψt = OC2,α
b

(ε)

ϕb − ψb = OC2,α
b

(ε)

ϕm − ψm = OC2,α
b

(ε)

∂θϕt + ∂θψt = OC1,α
b

(ε)

∂θϕb + ∂θψb = OC1,α
b

(ε)

∂θϕm + ∂θψm = OC1,α
b

(ε).

\�ÛËÁéèËÀS]

� ��¯A¯A�p?w&)7w�xw µ7�x� z �x� {o| ~ zb{ h �c�����V�9� ª �
C2,α(S1)→ C1,α(S1)

ϕ→ ∂θϕ

|c� ~��l� �ez � � �A� � ~�� z �^��~�� | ~ |�{ � zb{ ~l� z9�cz � |�} ~ z ~l�x� ��z �^�R~ | �x~ � �A� � ~�� z �³�l�³~��x� L2 § ���R�^��� | �j� |�{ �� � �R�^¨��=���l� � � { ~�� ª6} �6�
� ¼*¨¸¨2ª�^�Ðã%�Ñ�aSw T.ÒîÈW÷�Ø×Ò'Ç×õWÒîÆµÞ�ÖÚÆfÍÕß<ùvÒîÉ�Ò'Ì
ÈWÔJò�ÈWØZÒ

ϕ =
∑

j>2 ϕj cos(jθ),
ÆZÞ�Ò'Ä

h(ϕ) = −
∑

j>2

jϕj cos(jθ),

ÆµÞ�ÖÚÆôÍÂØfÌ'ÓÎÒ'ÖpÇZÓÕï�ÍÎÄ?õpÒ'Ç×ÆZÍÎ÷�ÓÂÒTß(ÇZÈWÔ
H1(S1)

ÍÂÄ?ÆZÈ
L2(S1).

W�È�ùºÒ
ÓÎÓÂÍÂòËÆµÍÕÌîÇZÒ
çWÊ�ÓøÖÚÇZÍÂÆÅï�ÆZÞ�Ò'ÈpÇ×ïxÍÎÔJò�ÓÂÍÕÒ'Ø
ÆµÞ�ÖÚÆ�ÆZÞ�ÍÎØ0ÍÂØ�ÖpÓÎØ×ÈmÆµÞ�ÒîÌ'ÖpØZÒTù�Þ�Ò'ÄxÆµÞËÍÎØ0ÈWò�Ò'ÇZÖÚÆµÈpÇ�ÍÂØ0É�Ò
ú�Ä�Ò'ÉU÷�Ò
ÆÅùvÒ'Ò
Ä�ã�ÈWÓÂÉ�Ò'Ç0Ø×òqÖpÌ
Ò'Ø'Á
J�Ø×ÍÎÄ�çmÆµÞËÍÎØ0ÇZÒ
ØZÊ�ÓÕÆ�5ËÆµÞ�ÒîØ×ï�ØáÆµÒ'Ô \�ÛËÁéèËÀ�]vÌ=ÖpÄx÷�ÒîÇZÒíù�ÇZÍÕÆZÆµÒ
ÄUÖpØ

(ϕt, ϕb, ϕm, ψt, ψb, ψm) = OC2,α(ε).
\�Û�ÁÜè�Ï�]

ö�Ò'Ì=ÖÚÓÎÓ�ÆZÞqÖÚÆ�ÆµÞ�Ò[Ç×ÍÎçWÞ�ÆôÞ�ÖpÄ�É�ØZÍÂÉ�Ò[É�Ò
ò�Ò'Ä�ÉËØTÄ�ÈWÄ�ÓÂÍÎÄ�Ò'ÖpÇZÓÕï�ÈWÄ
ϕt, ϕb, ϕm, ψt, ψb, ψm

ÖÚÄ�É{ÖpÓÎØ×È@ÈWÄ
ÆµÞËÒ�òqÖÚÇµÖpÔJÒ
ÆZÒ'ÇZØ

λt, λb, ηt, ηb, ξt, ξb, κt, κb.
T.ÒfÓÎÈ�ÈWæ�ÖÚÆ·ÆZÞ�ÍÎØ�Ò'û?ÊqÖ*ÆµÍÎÈpÄ@ÖpØ�ÖîúËì�Ò'É@ò�ÈWÍÎÄ�Æ·ò�ÇZÈp÷�ÓÎÒ
Ô
À=ÙWÙ



ÖpÄ�É�úËì
k
ÓÎÖpÇZçpÒjÒ
Ä�ÈWÊ�çpÞ¸Á�Ý0ÞqÖÚÄ�æ?Ø�ÆZÈ!Ò
Ø×ÆµÍÂÔ@Ö*ÆµÒ
Ø�\ÛËÁÜë���]�5?\�ÛËÁÜÏ�]�5=\�ÛËÁéÛ�]�5H\ÛËÁÜÏ�
�]vÖÚÄ�Ép\�Û�ÁÐÏ�À�]�5Ëù�ÒîÌ'ÖpÄ

Ê�Ø×ÒTÖ�úËì�Ò'É�ò�ÈWÍÂÄ?Æ·ÆµÞ�Ò
ÈWÇZÒ
Ô�ß(ÈWÇ�Ì'ÈpÄ?ÆµÇZÖpÌ
ÆZÍÎÄ�ç«Ô@ÖÚò�ò�ÍÎÄËçWØ·ÍÎÄ"ÆZÞ�Òô÷qÖpÓÂÓ�ÈÚß�ÇZÖpÉ�ÍÂÊ�Ø
kε
ÍÂÄ

(C2,α(S1))6ÆµÈTÈW÷ËÆµÖpÍÎÄ75Úß(ÈWÇ3ÖpÓÎÓ
ε
ØZÔ"ÖpÓÂÓ�Ò'Ä�ÈpÊ�çWÞ75?ÖTØZÈWÓÂÊËÆµÍÂÈWÄ

(ϕt, ϕb, ϕm, ψt, ψb, ψm)
Èpß.\ÛËÁÜèWÏ�]XÁ�Ý0Þ�ÍÂØ�Ø×ÈWÓÂÊËÆµÍÂÈWÄ

÷�Ò'ÍÂÄ�çîÈp÷ËÆ§ÖpÍÂÄ�Ò'É!ÖjúËì�Ò'ÉJò�ÈWÍÎÄ�Æ9ß(ÈWÇ9Ì'ÈWÄ�ÆµÇµÖÚÌ
ÆZÍÎÈWÄmÔ"Öpò�ò�ÍÂÄ�çîÖÚÄ�É!ÆZÞ�Ò0ÇZÍÎçpÞ?Æ3Þ�ÖpÄ�ÉJØ×ÍÎÉ�Ò0ÈÚß)\ÛËÁéè�Ï�]G÷�Òíâ
ÍÎÄËçîÌ'ÈWÄ�ÆµÍÂÄ�Ê�ÈpÊ�Ø3ù�ÍÂÆZÞJÇZÒ
ØZò�Ò'ÌíÆ�ÆµÈ�ÖpÓÂÓ�ÉqÖ*Æ§Ö^5WùvÒfØZÒ
Ò�ÆµÞqÖÚÆ3ÆµÞ�ÍÂØ3ú�ìËÒ
É@ò�ÈpÍÎÄ?Æ

(ϕt, ϕb, ϕm, ψt, ψb, ψm)É�Ò
ò�Ò'Ä�É�ØîÌ'ÈWÄ�ÆµÍÂÄ�Ê�ÈWÊËØZÓÂï¤\�ÖpÄ�É{ÍÎÄ�ßÖpÌíÆTØZÔJÈ�ÈpÆµÞ�ÓÕï^]�ÈpÄ{ÆµÞËÒmòqÖpÇµÖÚÔ"ÒíÆµÒ'Ç×Ø
λt, λb, ηt, ηb, ξt, ξb, κt, κb.ÃÅÄ�Ø×Ò'Ç×ÆZÍÎÄ�çUÆZÞ�ÒJß(ÈWÊ�Ä�ÉËÒ'É�Ø×ÈWÓÎÊËÆZÍÎÈWÄ ÍÂÄ?ÆZÈ¤\�ÛËÁÜëpü�]îÖpÄ�É¡\�Û�ÁÜè�
�]�5GùvÒ"ØZÒ'Ò"ÆZÞqÖÚÆ«ÍÂÆ�ÇZÒ'Ô"ÖpÍÂÄ�ØîÆµÈUØZÈpÓÂõWÒ@Ö

Ø×ï�ØáÆµÒ'ÔêÈpß<ÆµÞ�ÒTß(ÈWÇ×Ô




−λt ln(2rε) + ηt +
(
−(1 + λt)

ξt
rε
+ rε(κt +

ε
2
)
)
cos θ = O(ε),

λb ln(2rε) + ηb +
(
−(1 + λb)

ξb
rε
+ rε(κb +

ε
2
)
)
cos θ = O(ε),

−λt +
(
(1 + λt)

ξt
rε
+ rε(κt +

ε
2
)
)
cos θ = O(ε),

λb +
(
(1 + λb)

ξb
rε
+ rε(κb +

ε
2
)
)
cos θ = O(ε).

\�ÛËÁéèWÛ�]

ù�Þ�Ò
ÇZÒTÆZÞ�ÍÎØ�ÆµÍÂÔ"Ò�5�ÆµÞËÒTÇZÍÂçWÞ�Æ5ÞqÖpÄËÉ8ØZÍÂÉ�Ò'Ø5ÈWÄ�ÓÂï"ÉËÒ'ò�Ò'ÄËÉxÄ�ÈWÄ�ÓÂÍÎÄ�Ò'ÖpÇZÓÕïJÈpÄ
λt, λb, ηt, ηb, ξt, ξb, κt, κb.Ý0Þ�Ò
ÇZÒmÖpÇ×Ò[Ò'ÍÂçWÞ?ÆôÒ
û?ÊqÖÚÆµÍÂÈWÄ�Ø�ÆZÞqÖÚÆjÖpÇZÒ«ÈW÷ËÆ§ÖÚÍÎÄ�Ò
É�÷�ïUò�ÇZÈba×Ò
Ì
ÆµÍÂÄ�ç"ÆµÞËÍÎØ�Ø×ï�Ø×ÆZÒ'Ô È�õWÒ'Ç�ÆZÞ�Ò[Ì'ÈWÄ�ØáÆ§ÖpÄ�Æ

ß(Ê�Ä�ÌíÆµÍÂÈWÄxÖpÄ�É8ÆµÞËÒTß(Ê�Ä�Ì
ÆZÍÎÈWÄ
θ → cos θ.

ÃþßGùvÒ�Ø×Ò
Æ

(η̄t, η̄b) = (−λt ln(2rε) + ηt, λb ln(2rε) + ηb),

(ξ̄t, ξ̄b) = r−1
ε ((1 + λt)ξt, (1 + λb)ξb), (κ̄t, κ̄b) = rε(κt, κb),ÆµÞËÒ�òËÇZÒ
õ�ÍÂÈWÊ�Ø�Ø×ï�Ø×ÆZÒ'ÔêÌ=ÖpÄx÷�ÒîÇZÒíù�ÇZÍÕÆZÆµÒ
ÄUÖpØ

(λt, λb, ξ̄t, ξ̄b, η̄t, η̄b, κ̄t, κ̄b) = O(ε).
\ÛËÁÜèÚÙ�]

Ý0Þ�ÍÂØ�ÆZÍÎÔJÒ�5Wò�ÇZÈ�õ�ÍÂÉ�Ò'É
k
ÞqÖpØ·÷�Ò
Ò'ÄJúËì�Ò'É@ÓÎÖpÇZçWÒ5Ò'Ä�ÈWÊËçWÞ75?ù�ÒfÌ=ÖpÄ"ÊËØZÒ¥�FÒ'ÇµÖ=ï�âg��Ì§Þ0�pÊËÉ�Ò'Ç�úËì�Ò'É@ò�ÈWÍÂÄ?Æ

ÆµÞËÒ'ÈWÇ×Ò'Ô ÍÂÄ�ÆµÞ�Ò�÷qÖpÓÎÓGÈpß·ÇZÖpÉ�ÍÎÊËØ
kε

ÍÂÄ R8 ÆµÈ�ØZÈWÓÕõWÒ�\ÛËÁéèpÙ�]�5�ß(ÈWÇTÖÚÓÎÓ ε Ø×Ô@ÖÚÓÎÓ<Ò'Ä�ÈWÊËçWÞ¸Á«Ý0Þ�ÍÎØjò�ÇZÈÚâõ�ÍÎÉ�Ò
Ø«ÖxØZÒíÆ[ÈÚß5òqÖÚÇµÖpÔJÒ
ÆZÒ'Ç×Ø«ÖpÄ�É.ÖxØZÒíÆ[ÈÚß5÷�ÈWÊËÄ�ÉqÖpÇáïRÉqÖÚÆ§Ö8ØZÊËÌXÞ.ÆZÞqÖÚÆG\�ÛËÁÜëpü�]jÖpÄ�ÉÕ\ÛËÁÜè�
�]jÞ�ÈpÓÎÉ¸Á>3û?Ê�ÍÂõ*ÖpÓÎÒ
Ä?ÆµÓÕï�ùvÒ«ÞqÖ=õWÒ«ò�Ç×È�õWÒ
Ä>ÆZÞ�Ò«ÒXì�ÍÎØ×ÆZÒ'Ä�Ì
Ò[Èpß3Ö!ØZÈWÓÂÊËÆµÍÂÈWÄxÈÚß9Ø×ï�Ø×ÆZÒ'ÔJØ3\�Û�ÁÐëÚü�]0ÖpÄ�É¤\�ÛËÁéè�
�]§Á.��È
ÆµÞËÒ�òËÇZÈ�ÈpßGÈpß<ÆµÞ�ÒTúqÇ×Ø×ÆfòqÖpÇáÆfÈpß<ÆµÞËÒ'ÈWÇ×Ò'ÔêÛËÁÕÀWÁÐÏ�ÍÂØ0Ì'ÈWÔJò�ÓÎÒíÆµÒÚÁ
Ý0Þ�Òfò�ÇZÈ�ÈÚß�Èpß%ÆZÞ�ÒfØ×Ò'Ì'ÈpÄ�É@òqÖpÇáÆ·Èpß%ÆµÞËÒ'ÈWÇ×Ò'Ô ÛËÁÂÀpÁÐÏTÊËØZÒ'Ø�ÆµÞ�Ò�ØµÖpÔJÒfÖpÇZçpÊ�ÔJÒ'Ä?ÆZØ�ØZÒ
Ò'Ä�Öp÷�È�õWÒpÁ���ÈîùvÒ
ù�ÍÎÓÂÓ�ÈpÔ"ÍÕÆfÔ"ÈpØ×Æ�Èpß9ÆµÞËÒ[É�Ò
ÆµÖpÍÂÓÎØ'Á)ÓjÊ�ÇôÖpÍÎÔðÍÎØ�Ø×Þ�È�ù�ÍÂÄ�ç"ÆµÞËÒ[Òíì�ÍÂØ×ÆµÒ
Ä�Ì'Ò�ÈÚß9ÆµÞ�Ò�ßÖpÔ"ÍÂÓÕï�ÈÚß3ØZÊ�ÇáßÖpÌ'Ò
Ø
É�Ò
Ä�ÈpÆµÒ
É>÷?ï K1.

Ý0Þ�Ò«Ø×Ê�Ç×ßÖÚÌ'Ò'Ø�ÍÂÄ8ÆµÞ�ÒîßÖÚÔ"ÍÂÓÕï K1
ÖÚÇZÒ�Øáï�Ô"ÔJÒ
ÆZÇZÍÎÌjù�ÍÂÆZÞUÇ×Ò'Ø×ò�Ò'Ì
Æ�ÆµÈ!ÆZÞ�ÒîõWÒ'Ç×ÆZÍÎÌ'ÖpÓ

ò�ÓÎÖpÄ�Ò
x1 = 0.

ÃÅÆTÍÂØjÍÎÔJò�ÈWÇáÆ§ÖpÄ�Æ�ÆµÈ�Èp÷�ØZÒ
Ç×õWÒmÆµÞ�ÖÚÆTÍÎÄ>ÆµÞËÒmò�ÇZÈ�ÈÚß�5�ÆZÞ�ÒL��å>ö¡ÒXìËÖpÔ"òËÓÎÒ[ù�ÞËÍÎÌ§Þ{ùvÒ
É�Ò'ÖpÓGù�ÍÂÆZÞ75¸ÍÂØôÈW÷ËÆ§ÖÚÍÎÄ�Ò
É{÷�ï>ØZÓÎÍÂçWÞ?Æôò�Ò
Ç×ÆµÊËÇZ÷qÖÚÆZÍÎÈWÄ�Èpß

M̃σ,0,β.
Ý0ÞËÒmØ×ï�Ô"ÔJÒ
ÆZÇ×ïUò�ÇZÈWò�Ò
Ç×ÆµÍÂÒ'ØjÈÚß�ÆµÞ�ÍÂØ

ØZÊËÇ×ßÖpÌ
ÒmÉ�ÍÂä%Ò'Çô÷�ïUÆµÞ�Ò�ÈWÄ�Ò
ØTÈpß�ÆZÞ�Ò�ØZÊ�ÇáßÖpÌ'ÒmÌ
ÓÎÈWØ×Ò[ÆµÈ
M̃σ,α,0

ÍÎÄ�õWÈWÓÂõWÒ
É{ÍÂÄ>ÆµÞ�Ò�çWÓÎÊËÍÎÄ�ç@òËÇZÈ�Ì'Ò
É�Ê�Ç×Ò
É�Ò
ØZÌ'Ç×ÍÎ÷�Ò
É�Öp÷�È�õWÒÚÁºÃÅÄ_òqÖpÇáÆµÍÎÌ
Ê�ÓÎÖpÇ

M̃σ,0,β
ÍÎØ@Ø×ï�ÔJÔJÒ
ÆµÇ×ÍÎÌxù�ÍÂÆZÞ_Ç×Ò'ØZò�Ò
Ì
Æ�ÆµÈAÆµÞËÒ>õWÒ'Ç×ÆZÍÎÌ'ÖpÓ�ò�ÓøÖpÄËÒ

x1 = 0.
T.ÒîÇ×Ò'Ì'ÖpÓÎÓ%ÆµÞ�ÖÚÆ0ÆµÞ�Ò�àvÈWØáÆ§Ö*âÅã�Èpä%Ô@ÖÚÄ�âáåUÒ
Ò'æ?Ø5Æ�ï�ò�ÒîØZÊ�ÇáßÖpÌ'ÒîÍÂÄ?õWÈWÓÕõWÒ'É�ÍÎÄ�ÆµÞ�ÒjúqÇZØáÆfçWÓÂÊ�ÍÎÄ�ç

ò�Ç×È�Ì'Ò'ÉËÊ�ÇZÒîÒ'ÄSa×È�ï�ØfÖmÔJÍÂÇZÇZÈpÇvØáï�Ô"ÔJÒ
ÆZÇ×ï@ù0ÍÂÆµÞ�ÇZÒ
ØZò�Ò'ÌíÆfÆZÈmÆZÞ�ÒjõWÒ'ÇáÆµÍÎÌ'ÖpÓ¸òËÓøÖpÄËÒ
x2 = 0.

Ý0Þ�Ò
ÄxÍÂÆ0ÍÂØ
À=Ù?ë



Ä�ÈpÆ<Öpò�òËÇZÈWò�Ç×ÍøÖÚÆZÒ9ß(ÈWÇ¸ÆZÞ�Ò�çWÓÎÊ�ÍÂÄ�ç5ù�ÍÕÆµÞ�Ö)��å>öAÒíìËÖpÔJò�ÓÎÒ3Èpß�ÆµÞ�Ò3ÆÅï�ò�Ò·É�Ò'Ø×Ì'Ç×ÍÎ÷�Ò'É[Öp÷�È�õWÒpÁGÝ<ÈfÈW÷ËÆ§ÖÚÍÎÄ
ÆµÞËÒîàvÈpØ×Æ§Ö�â�ãfÈpä�Ô"ÖpÄ�â�åUÒ'Ò
æ?ØvÆÅï�ò�ÒjØ×Ê�Ç×ßÖpÌ
ÒôùvÒôÄ�Ò'Ò
É75ËÍÂÆ�ÍÎØ�ØZÊA�"Ì
ÍÎÒ
Ä?ÆvÆµÈ�Ç×ÈpÆ§Ö*ÆµÒ�Ì'ÈpÊ�Ä?ÆZÒ'ÇZÌ
ÓÎÈ�Ì§æ�ù�ÍÎØ×Ò
÷?ï

π/2
ù�ÍÂÆZÞ�Ç×Ò'ØZò�Ò
Ì
ÆxÆµÞ�Ò{õWÒ
Ç×ÆZÍÎÌ=ÖÚÓîÖ*ì�ÍÂØ

x3
ÆZÞ�Ò.àvÈWØ×ÆµÖ*â�ãfÈpä%Ô@ÖpÄ�âáåUÒ
Ò'æ?Ø8ØZÊ�ÇáßÖpÌ'Ò{ù�ÍÂÆZÞ�÷�Ò
Ä?Æ

Ì=Ö*ÆµÒ'ÄËÈWÍÎÉ�ÖpÓ0Ò'ÄËÉ�Ø"É�Ò'Ø×Ì'ÇZÍÂ÷�Ò'É�ÍÂÄ�ØZÒ'ÌíÆµÍÂÈWÄ�ÛËÁ Ù�Á}Ý0Þ�ÒUØ×Ê�Ç×ßÖpÌ
ÒUÈW÷�Æ§ÖpÍÂÄ�Ò'É�ÍÂÄ,ÆµÞ�ÍÂØ!ùvÖ�ï,Ò
Äba×È�ï�ØJÆµÞËÒ
ÔJÍÎÇZÇ×ÈWÇ3Øáï�Ô"ÔJÒ
ÆZÇ×ïmù�ÍÂÆZÞ"ÇZÒ
ØZò�Ò
Ì
ÆvÆµÈ�ÆZÞ�ÒfõWÒ
Ç×ÆZÍÎÌ=ÖÚÓ2ò�ÓøÖÚÄ�Ò

x1 = 0.
ÃÅÄJÆµÞ�ÒfòqÖpÇµÖÚÔ"ÒíÆµÇZÍ��=ÖÚÆZÍÂÈpÄ�Ø�Èpß�ÆZÞ�Ò

ÆµÈpòUÖpÄ�Éx÷�ÈÚÆZÆµÈpÔðÒ
Ä�É�Ø�ÆZÞ�ÒîÌ'ÈWØ×ÍÎÄ?Ê�Ø0ß(Ê�Ä�Ì
ÆZÍÎÈWÄ8ÍÂØ0ÇZÒ'òËÓøÖpÌ
Ò'Éx÷?ï�ÆZÞ�ÒîØZÍÂÄ�Ê�Ø0ß(Ê�ÄËÌ
ÆµÍÂÈWÄ75ËÆZÞqÖÚÆ�ÍÎØ,U
Ut(r, θ) = σt − ln(2r)− ε

2
r sin θ +Hψt(sε − ln(2r), θ) +OC2,α

b
(ε),

Ub(r, θ) = −σb + ln(2r)− ε

2
r sin θ +Hψb(sε − ln(2r), θ) +OC2,α

b
(ε),

ù�Þ�Ò
ÇZÒ
sε = −1

2
ln ε

ÖpÄ�É
(r, θ) ∈ Brε −Brε/2.

ñôØ5ß(ÈpÇvÆZÞ�Òjò�ÓøÖÚÄqÖpÇvÔJÍÂÉ�É�ÓÂÒ�Ò'Ä�É75�ÆµÞ�Òôß(ÈWÇZÔ ÈÚß<ÍÂÆZØ
òqÖpÇZÖpÔJÒ
ÆµÇ×Í=�'ÖÚÆµÍÂÈpÄ"ÇZÒ
Ô@ÖÚÍÎÄ�Ø�Ê�ÄËÌXÞ�ÖpÄ�çWÒ
É¸ÁiTAÒôÇZÒíß(Ò'ÇvÆZÈ[ÆµÞËÒôúqÇ×Ø×Æ0ò�ÖpÇ×Æ5ÈÚßFÆµÞ�Òôò�ÇZÈ�ÈÚßFß(ÈWÇ�ÍÂÆµØ�ÒXìËòËÇZÒ'Ø�â
ØZÍÂÈWÄ¸Á9ñ�Ä�ÈpÆµÞËÒ'ÇvÍÎÔJò�ÈWÇ×ÆµÖpÄ�Æ�ÇZÒ
Ô@ÖÚÇZæmÆZÈ�É�ÈF5�Ì
ÈWÄ�Ì
Ò'ÇZÄËØ5ÆµÞ�Òôò�Ç×ÈWò�Ò'ÇáÆµÍÂÒ'ØvÈpß¸ÆµÞ�ÒjóôÍÂÇZÍÎÌ§Þ�ÓÂÒ
Æ�÷�ÈWÊËÄ�ÉqÖpÇáï
ÉqÖÚÆµÖ

ψt, ψb, ψm.
Ãþß·÷�Òíß(ÈWÇZÒ[ÍÕÆ�ù5ÖpØôÇZÒ
û�ÊËÒ'Ø×ÆZÒ'É{ÆµÞqÖÚÆ�ÆµÞ�ÒíïUùvÒ
ÇZÒ�ÒíõWÒ'Ä{ß(ÊËÄ�Ì
ÆZÍÎÈWÄ�ØôÖpÄ�É�ÈWÇ×ÆZÞ�ÈWçWÈpÄqÖpÓ\ÈpÄ�ÓÂï

ψt, ψb
]5ÆµÈJÆµÞ�Ò«Ì
ÈWÄ�ØáÆ§ÖpÄ�Æôß(ÊËÄ�Ì
ÆZÍÎÈWÄ>ÖpÄ�ÉxÆµÈ

θ → cos θ
ÆµÈ"ò�ÇZÒ
ØZÒ
Ç×õWÒ[ÆZÞ�Ò«Ô"ÍÂÇZÇZÈpÇ0Ø×ï�Ô"ÔJÒ
ÆZÇ×ï

ò�Ç×ÈWò�Ò'ÇáÆ�ï�ù�ÍÕÆµÞ�Ç×Ò'ØZò�Ò
Ì
Æ�ÆµÈ.ÆZÞ�ÒUõWÒ
Ç×ÆµÍÂÌ=ÖpÓfò�ÓÎÖpÄ�Ò
x1 = 0,

Ä�È�ù ÖpØ"Ì'ÈpÄ�ØZÒ
û�ÊËÒ'Ä�Ì'Ò{ÈpßjÆµÞ�Ò�ÖÚ÷�È�õWÒ
ÈW÷�Ø×Ò'ÇáõÚÖÚÆµÍÂÈWÄ�ØôÆµÞ�Òíï�Ô�Ê�Ø×ÆT÷�ÒmÈ�ÉËÉ{ß(Ê�Ä�ÌíÆµÍÂÈWÄ�ØTÖpÄ�É

ψt, ψb
ÔmÊËØ×ÆT÷�ÒmÈWÇáÆµÞ�ÈWçpÈWÄqÖpÓ<ÆZÈ�ÆµÞ�Ò�Ì'ÈWÄ�ØáÆ§ÖpÄ�Æ

ß(Ê�Ä�ÌíÆµÍÂÈWÄ�ÖpÄ�É@ÆµÈ
θ → sin θ.

ÃþÆ0ÍÂØvÌ'ÓÎÒ'ÖpÇ�ÆZÞqÖÚÆ0ÖpÓÂÓ2ÆµÞ�ÒjÇ×Ò'ØZÊËÓÂÆµØvØZÞ�È�ùvÒ'É8ÍÎÄ@ØZÒ
Ì
ÆµÍÂÈWÄ8ÛËÁ Ù�Ì'ÈpÄ?ÆµÍÂÄ�Ê�Ò�ÆµÈ
Þ�ÈWÓÂÉ¸Á
W�È�ùVùvÒôçWÍÂõWÒfÆµÞËÒjÒXìËòËÇZÒ'Ø×ØZÍÎÈpÄ�Ø0Èpß¸ÆµÞ�ÒôòqÖpÇZÖpÔ"ÒíÆµÇ×Í=�=Ö*ÆµÍÂÈpÄ�Ø·ÈpßFÆZÞ�ÒjØ×Ê�Ç×ßÖÚÌ'Ò

St,λt,ξt,dt(ϕt),
ÆµÞ�ÒôÔ"ÍÂÄ�â

ÍÎÔ"ÖpÓ�ØZÊ�ÇáßÖpÌ'Ò�ÈW÷ËÆ§ÖÚÍÎÄ�Ò
ÉU÷�ï8ò�Ò'Ç×ÆZÊ�ÇZ÷�ÖÚÆµÍÂÈWÄ8ß(ÇZÈWÔ ÆZÞ�Ò���å>ö ÒíìËÖpÔJò�ÓÂÒ
M̃σ,0,β

ÖpÄ�É>ÖpØ×ï�ÔJòËÆµÈÚÆµÍÎÌjÆµÈ
ÍÂÆ'Á"Ý0Þ�ÍÎØ�ØZÊ�ÇáßÖpÌ
Ò"Ì=ÖpÄ.÷�Ò"òqÖÚÇµÖpÔJÒ
ÆZÒ'ÇZÍ��'Ò
É.ÍÎÄRÆZÞ�Ò"ÄËÒ'ÍÎçpÞ�÷�ÈWÊ�Ç×Þ�È�È�É

B2rε − Brε ,
ÖpØîÆµÞ�Ò!õWÒ'ÇáÆµÍÎÌ'ÖpÓ

çWÇZÖpò�ÞxÈÚß

Ūt = −(1 + λt) ln(2r) + rκt sin θ −
(1 + λt)

r
ξt sin θ + dt + H̄vε,ϕt(ln 2r − vε, θ) +OC2,α

b
(ε).

Ý0Þ�Ò"òqÖÚÇµÖpÔJÒ
ÆZÇZÍ=�'ÖÚÆZÍÂÈWÄRÈÚßvÆµÞ�ÒJØZÊËÇ×ßÖpÌ
ÒJÆµÞqÖ*Æ�ùvÒ!ù�ÍÎÓÂÓ3çpÓÎÊ�ÒmÆµÈ8ÆµÞ�Ò@àvÈWØáÆ§Ö*âÅã�Èpä%Ô"ÖpÄ�âáåxÒ'Ò'æ?ØîÆÅï�ò�Ò
ØZÊËÇ×ßÖpÌ
Ò«ÖpÓÂÈWÄ�çmÍÂÆZØ0ÓÎÈ�ùvÒ'Ç0÷�ÈWÊËÄ�ÉqÖpÇáï8ÍÂØ0çWÍÂõpÒ'Äx÷�ï

Ūb(r, θ) = (1 + λb) ln(2r)− ξb
(1 + λb)

r
sin θ + db + H̄vε,ϕb(ln 2r − vε, θ) +OC2,α

b
(ε),

ù�Þ�Ò
ÇZÒ
(r, θ) ∈ B2rε −Brε .

Ý<È�ò�Ç×È�õWÒ«ÆµÞËÒ«ÆµÞËÒ'ÈWÇ×Ò'Ô ÍÕÆ�ÍÎØ�Ä�Ò
Ì'Ò
ØZØµÖpÇáï>ÆZÈ@ØZÞ�È�ùºÆZÞ�Ò[Òíì�ÍÂØ×ÆµÒ
Ä�Ì'Ò�Èpß�Ö"Ø×ÈWÓÎÊËÆZÍÎÈWÄxÈpß9ÆµÞ�Ò�ß(ÈWÓÎÓÂÈ�ù�ÍÂÄ�ç
Ø×ï�ØáÆµÒ'ÔêÈpßGÒ'û?ÊqÖÚÆZÍÎÈWÄ�Ø





Ut(rε, ·) = Ūt(rε, ·)
Ub(rε, ·) = Ūb(rε, ·)
Um(rε, ·) = Ūm(rε, ·)
∂rUb(rε, ·) = ∂rŪb(rε, ·)
∂rUt(rε, ·) = ∂rŪt(rε, ·)
∂rUm(rε, ·) = ∂rŪm(rε, ·)

À=Ù�è



ÈWÄ
S1,

Ê�Ä�É�Ò
Ç�ÆµÞËÒ@ÖÚØZØZÊËÔ"òËÆZÍÎÈWÄ²\ÛËÁÜë���]ôß(ÈpÇîÆZÞ�ÒJòqÖpÇZÖpÔ"ÒíÆµÒ
ÇZØ«ÖÚÄ�É ÆµÞ�ÒJ÷�ÈWÊËÄ�ÉqÖpÇáï{ß(Ê�Ä�Ì
ÆZÍÎÈWÄËØ'Á@ÃþÆ
ÍÎØ�Ì'ÓÂÒ=ÖÚÇ�ÆµÞ�ÖÚÆôÆZÞ�Ò�òËÇZÈ�Èpß3Èpß3ÆµÞ�Ò[Òíì�ÍÂØ×ÆµÒ
Ä�Ì
ÒmÈpß·Ö@Ø×ÈWÓÎÊËÆZÍÎÈWÄUÈpß9ÆµÞ�ÍÂØôØ×ï�ØáÆµÒ'Ô ÍÎØ�÷qÖpØZÒ
É{ÈWÄ>ÆµÞ�Ò[ØµÖpÔJÒ
ÖpÇ×çWÊ�ÔJÒ'Ä�ÆµØ"Ø×Ò'Ò
Ä_÷�Òíß(ÈWÇZÒÚÁ¡T.Ò>Ç×Ò'Ô"ÖpÇZæ�ÆZÞqÖÚÆJÆµÞ�ÒUÇ×ÈWÓÎÒ8ò�ÓÎÖ�ïWÒ'É}÷�Ò
ß(ÈWÇ×Ò>÷�ï,ÆµÞËÒUß(ÊËÄ�Ì
ÆZÍÎÈWÄ�Ø

θ →
cos(iθ),

Ä�È�ù©ÍÂØ5ò�ÓøÖ=ïWÒ'É�÷?ï@ÆZÞ�Òjß(Ê�Ä�ÌíÆµÍÂÈWÄ�Ø
θ → sin(iθ).

Ý0ÞqÖÚÆ�Ì
ÈWÔJò�ÓÎÒíÆµÒ
Ø5ÆZÞ�ÒTò�Ç×È�Èpß<Èpß�ÆµÞ�Ò
ÈWÇZÒ
Ô
ÛËÁÕÀWÁÜÏ�Á

��:=é�:gf hiZNR��VH�FCF;p$FnpÔ[GZNR]FIH�RTS ��:>9;:49
Ý<È,ò�ÇZÈ�ÈÚß�ÆµÞËÒ�ÆµÞ�Ò
ÈWÇZÒ
Ô Û�ÁÂÀWÁÕÀ�ùvÒ�ù�ÍÎÓÎÓfçWÓÎÊ�Ò{Ö�Ì'ÈpÔ"òqÖÚÌ
Æ�ò�ÍÎÒ
Ì'Ò{ÈpßîÆµÞËÒRØ×Ê�Ç×ßÖÚÌ'Ò

MT
k (ξ),

ù�ÍÂÆµÞ
ξ = 0,

É�Ò
ØZÌ'Ç×ÍÎ÷�Ò
É,ÍÂÄAØZÒ
Ì
ÆµÍÂÈWÄ�ÛËÁ Ù>ÆZÈ>ÆÅùvÈ�ÞqÖpÓÕõWÒ'Ø[Èpß�Öq��Ì§Þ�Ò
ÇZæ ÆÅï�ò�Ò@ØZÊ�ÇáßÖpÌ'Ò�ÖÚÓÎÈWÄËçUÆZÞ�Ò@Ê�ò�ò�Ò'Ç
ÖpÄ�É�ÓÂÈ�ù�Ò'Ç�÷�ÈWÊ�Ä�É�ÖpÇ×ï@ÖpÄËÉ@ÆµÈ�Ö[Þ�ÈpÇZÍ=�
ÈWÄ?ÆµÖpÓ2ò�Ò'Ç×ÍÎÈ�É�ÍÂÌ)�2Ö*Æ0ÖpÄËÄ�Ê�ÓÂÊ�Ø5ÖpÓÂÈWÄ�ç�ÆµÞËÒôÔ"ÍÂÉ�É�ÓÂÒf÷�ÈWÊ�ÄËÉqÖpÇ×ïpÁ
Ý0Þ�Ò{Ì'ÈpÄ�Ø×ÆZÇZÊ�ÌíÆµÍÎÈpÄVÈÚßîÆµÞ�Ò
ØZÒ{ØZÊ�ÇáßÖpÌ'Ò
Ø8ÍÎØ@ØZÞËÈ�ùvÒ
É�ÍÎÄhØZÒ
Ì
ÆZÍÎÈWÄVÛËÁÜÏ�ÁºÃÅÄVòqÖpÇáÆµÍÂÌ'Ê�ÓÎÖpÇJùvÒ{Ø×Þ�È�ù�Ò'É
ÆµÞËÒ@ÒXìËÍÂØ×ÆZÒ'Ä�Ì
Ò�Èpß�ÖUÔJÍÎÄËÍÎÔJÖpÓ9çWÇZÖpò�ÞAÌ'ÓÂÈWØZÒJÆZÈ>ÞqÖÚÓÂß0ÖI��Ì§Þ�Ò
ÇZæRÆ�ï�ò�Ò@ÒXì�ÖÚÔ"ò�ÓÂÒ!ù�Þ�ÈWØZÒ@Ò'ÄËÉ�Ø�Þ�Ö�õWÒ
ÖpØáï�ÔJòËÆZÈpÆµÍÂÌ�É�ÍÎÇ×Ò'Ì
ÆZÍÎÈWÄËØvçpÍÂõWÒ'Ä�÷�ï

cos θ1e1 + sin θ1e3
ÖÚÄ�É − cos θ2e1 + sin θ2e3.

Ý0Þ�Ò
ØZÒTØZÊ�ÇáßÖpÌ'Ò
Ø
ÍÎÄ�ÆZÞ�ÒîÄ�Ò
ÍÎçWÞ?÷�ÈWÊ�ÇZÞËÈ�È�É

B2rε −Brε

ÈÚßGÆµÞËÒî÷�ÈWÊ�Ä�ÉqÖÚÇ×ï�52ÖpÉËÔ"ÍÕÆ5ÆµÞËÒîß(ÈpÓÎÓÂÈ�ù�ÍÂÄ�çmò�ÖpÇµÖpÔJÒ
ÆZÇZÍ��=ÖÚÆZÍÂÈWÄ
Ūt = dt − ln(2r) + H̃rε,ϕt(r, θ) +OC2,α

b
(ε),

Ūb = db + ln(2r) + H̃rε,ϕb(r, θ) +OC2,α
b

(ε),

ù�Þ�Ò
ÇZÒvÆµÞ�Ò5óôÍÎÇ×ÍÎÌ§Þ�ÓÎÒíÆ�÷�ÈpÊ�Ä�ÉqÖpÇáï[É�ÖÚÆ§Ö
ϕi ∈ C2,α(S1),

ß(ÈpÇ
i = t, b,

ÖpÇZÒvÇ×Ò'û?Ê�Ò'ØáÆµÒ
É!ÆµÈj÷�ÒvÒ
õWÒ
ÄJÖpÄ�É
ÈWÇáÆµÞ�ÈWçpÈWÄqÖpÓ�ÆµÈxÆZÞ�ÒJÌ'ÈWÄ�ØáÆ§ÖpÄ�Æ«ß(ÊËÄ�Ì
ÆZÍÎÈWÄ75

wϕi
É�Ò'ÄËÈpÆµÒ
Ø«ÆZÞ�Ò'ÍÂÇîÞqÖpÇZÔJÈWÄ�ÍÂÌmÒíì�ÆµÒ
Ä�ØZÍÂÈWÄ�Ø
Á�Ý0Þ�Ò"ÈpÆZÞ�Ò'Ç

ØZÊËÇ×ßÖpÌ
Ò'Ø0ÍÎÄ�õWÈWÓÂõWÒ
É�ÍÂÄ@ÆµÞ�ÒjçWÓÂÊ�ÍÎÄËç[ò�ÇZÈ�Ì
Ò'É�ÊËÇZÒTÞqÖ=õWÒT÷�Ò'Ò
Ä8É�Ò'Ø×Ì'ÇZÍÂ÷�Ò'É8ÍÎÄ@ÆZÞ�Òjò�ÇZÒíõ�ÍÂÈWÊ�Ø5ØZÊË÷�ØZÒ
Ì
ÆµÍÂÈWÄ¸Á
Ý0Þ�Ò�ò�ÇZÈ�Èpß�ÍÂØ�ØZÍÂÔ"ÍÂÓÎÖÚÇvÆµÈ!ÆµÞËÒ�ÈWÄ�Ò�çpÍÂõWÒ'Ä8ß(ÈWÇ0ÆZÞ�Ò'ÈpÇZÒ'ÔdÛ�ÁÂÀpÁÐÏA5qØ×ÈJùvÒîù�ÍÎÓÂÓ¸çWÍÕõWÒîÈWÄ�ÓÕï�ÆµÞËÒ�Ò'Ø×ØZÒ'Ä�ÆµÍÎÖpÓ
É�ÒíÆ§ÖpÍÂÓÎØ'Á�ñ0Ì
ÆZÊqÖpÓÎÓÕï@ÆµÈJò�Ç×È�õWÒîÆZÞ�ÒîÆµÞËÒ'ÈWÇ×Ò'ÔêÍÕÆfÍÂØ�Ä�Ò
Ì'Ò'Ø×ØµÖpÇáïxÆµÈJØ×Þ�È�ùLÆµÞ�Ò�ÒXì�ÍÎØ×ÆZÒ'Ä�Ì
Ò«Èpß9ÖJØ×ÈWÓÎÊ�ÆµÍÎÈpÄ
Èpß<ÆµÞ�ÒTß(ÈWÓÂÓÂÈ�ù�ÍÂÄ�ç�Ø×ï�ØáÆµÒ'ÔêÈpßGÒ'û?ÊqÖÚÆZÍÎÈWÄ�Ø





Ut(rε, ·) = Ūt(rε, ·)
Ub(rε, ·) = Ūb(rε, ·)
Um(rε, ·) = Ūm(rε, ·)
∂rUb(rε, ·) = ∂rŪb(rε, ·)
∂rUt(rε, ·) = ∂rŪt(rε, ·)
∂rUm(rε, ·) = ∂rŪm(rε, ·)

ÈWÄ
S1,

Ê�ÄËÉ�Ò'Ç�Ö"ÖÚØZØZÊËÔ"òËÆZÍÎÈWÄ8ØZÍÂÔ"ÍÂÓÎÖÚÇvÆµÈe\�ÛËÁÜë���]XÁCT.Ò�ÇZÒ
ß(Ò
Ç�ÆµÈJØ×Ê�÷�ØZÒ
Ì
ÆµÍÂÈWÄ�Û�Á���ÁÂÀîß(ÈWÇ0ÆZÞ�Ò�ÒXìËòËÇZÒ'Ø�â
ØZÍÂÈWÄ�Ø·Èpß

Ut, Ub, Um, Ūm.
ÃþÆvÍÂØ·Ä�Ò
Ì'Ò'Ø×ØµÖpÇ×ïJÆµÈ«ò�ÈWÍÂÄ?Æ·ÈWÊËÆ·ÆµÞ�ÖÚÆ�ÍÎÄJÆZÞ�ÍÎØ�ØZÊ�÷�Ø×Ò'Ì
ÆZÍÎÈWÄ"ùvÒ�Ì'ÈWÄËØZÍÎÉËÒ'Ç·ÆZÞ�Ò

ÔJÈWÇZÒ!Ø×ï�ÔJÔ"ÒíÆµÇZÍÂÌ!ÒíìËÖpÔJò�ÓÎÒ_\
ξ = 0

]TÍÎÄ ÆZÞ�ÒJßÖÚÔ"ÍÂÓÕï
(MT

k (ξ))ξ
Á'��È>ÍÕÆ�ÍÎØîÄ�Ò'Ì
Ò'ØZØZÖpÇ×ï ÆµÈUÇ×Ò'ò�ÓÎÖpÌ'Ò

ε/2
÷�ï

0
ÍÂÄ�ÆµÞ�ÒîÒXìËòËÇZÒ'Ø×ØZÍÎÈpÄ�Ø�Èpß<ÆµÞËÒîß(ÊËÄ�Ì
ÆZÍÎÈWÄËØ

Ut
ÖpÄ�É

Ub
ÈÚßGÆµÞËÒîÆZÈWòUÖÚÄ�Éx÷�ÈpÆZÆZÈWÔ Ò'ÄËÉ�Ø'Á

T.Ò·ù5ÖpÄ�ÆGÆµÈ�ÇZÒ
Ô@ÖÚÇZæjÆZÞ�Ò�÷�ÈWÊ�Ä�É�ÖpÇ×ï�É�ÖÚÆ§Ö�ß(ÈWÇ�ÆZÞ�Ò�ØZÊËÇ×ßÖpÌ
Ò'ØGùvÒvÖpÇ×Ò�çWÈpÍÎÄ�ç�ÆZÈôçpÓÎÊ�Ò�ÆZÈWçWÒíÆµÞ�Ò
ÇGÉ�È�Ä�ÈpÆ
ØµÖ*ÆµÍÎØáß$ïJÆµÞ�ÒjØZÖpÔJÒjÞ�ï�ò�ÈpÆµÞ�Ò
ØZÒ
ØfÈpß�ÈWÇáÆµÞ�ÈpçWÈWÄqÖÚÓÎÍÕÆÅïWÁGñôÓÎÓ�ÈpßFÆµÞ�Ò
ØZÒjß(Ê�ÄËÌ
ÆµÍÂÈWÄ�Ø5ÖpÇZÒôÈWÇáÆµÞ�ÈWçpÈWÄqÖpÓ2ÆµÈ[ÆµÞËÒ

À=Ù��



Ì'ÈpÄ�Ø×ÆµÖpÄ?Æ·ß(Ê�ÄËÌ
ÆµÍÂÈWÄ75�÷�ÊËÆ�ÈWÄËÓÂï
ψt, ψb

ÖÚÇZÒ�ÈWÇ×ÆZÞ�ÈWçWÈWÄ�ÖpÓËÆµÈ
θ → cos θ

ÆµÈ�ÈËÁ�Ý0Þ�Òfß(Ê�ÄËÌ
ÆµÍÂÈWÄ�Ø�É�Ò
Ä�ÈpÆµÒ
É
÷?ï OC2,α

b
(ε)

ÆµÞqÖÚÆTÖpò�ò�Ò'ÖpÇjÍÂÄ>ÆµÞ�Ò�ÒXì�ò�ÇZÒ
ØZØZÍÎÈpÄ�ØîÈÚß
Ūi
ÖpÄ�É

Ui,
ù�ÍÂÆµÞ

i = t, b,m,
ÞqÖ=õWÒ!Ön<qÈWÊ�Ç×ÍÎÒ
Ç

ØZÒ
ÇZÍÂÒ'Ø�ÉËÒ'Ì'ÈpÔ"ò�ÈpØZÍÂÆZÍÎÈWÄ!Ì
ÈWÄ?ÆµÖpÍÎÄ�ÍÂÄ�ç�ÖîÆZÒ'ÇZÔ|Ì'ÈWÓÂÓÎÍÂÄ�Ò'ÖpÇ9ÆZÈ
cos θ

ÈWÄ�ÓÂï�ÍÂß%ÆµÞËÒ�Ì
ÈWÇZÇ×Ò'ØZò�ÈpÄ�É�ÍÂÄ�ç«÷�ÈWÊ�Ä�É�â
ÖpÇáï!ÉqÖÚÆ§Ö�ÍÂØ�ÖpØ×ØZÊ�ÔJÒ'É"ÆZÈ«÷�Ò�ÈWÇ×ÆZÞ�ÈWçWÈpÄqÖpÓqÈWÄ�ÓÕï�ÆµÈ�ÆµÞËÒ�Ì'ÈpÄ�Ø×ÆµÖpÄ?Æ�ß(Ê�ÄËÌ
ÆµÍÂÈWÄ¸Á#<qÊ�Ç×ÆZÞ�Ò'Ç×Ô"ÈpÇZÒ0ÆµÞ�ÒfßÖÚÌ
Æ
ÆµÞ�ÖÚÆ

ξ = 0
\$ÆµÞ�ÒmÌ=ÖÚÆZÒ'Ä�ÈpÍÎÉqÖpÓ�Ò'ÄËÉ�Ø«ÖpÇ×Ò!ÄËÈpÆî÷�Ò'Ä�Æ�]jÍÂÔ"ò�ÓÂÍÕÒ'ØôÆZÞqÖÚÆTß(Ê�Ä�ÌíÆµÍÂÈWÄ�Øjù�Þ�ÍÂÌXÞ ò�ÖpÇµÖÚÔ"ÒíÆµÇZÍ��'Ò

ÆµÞËÒmÆµÈWò ÖpÄ�É ÷�ÈpÆ×ÆµÈWÔ Ò
Ä�É.Èpß
MT

k (0)
ÖpÇ×Ò!ÈWÇáÆµÞ�ÈWçpÈWÄqÖpÓGÆµÈ

cos θ.
ÃÅÄ ÈpÆZÞ�Ò'ÇjÆµÒ'Ç×Ô"Ø,5�ÍÎÄRÉËÍÂä%Ò'ÇZÒ
Ä�Ì'Ò

ù�ÍÂÆZÞ�ÆµÞ�Ò_��Ì§Þ�Ò
ÇZæ�ÆÅï�ò�ÒxØ×Ê�Ç×ßÖpÌ
Ò'Ø,5�ùvÒxÖpÇZÒ�Ä�ÈpÆJÖp÷�ÓÂÒ�ÆZÈ òËÇZÒ'Ø×Ì'ÇZÍÂ÷�Ò�ÆµÞ�Ò8Ì
È�Ò,�JÌ'ÍÂÒ'Ä�ÆµØJÍÂÄ�ß(ÇZÈWÄ�Æ!Èpß
ÆµÞËÒjÒ'ÍÂçWÒ'Ä�ß(Ê�Ä�Ì
ÆZÍÎÈpÄ

cos θ
ß(ÈWÇ·ÆµÞ�ÒôÌ=ÖÚÆZÒ'Ä�ÈWÍÂÉqÖpÓ�Ò'Ä�ÉËØ0Èpß

MT
k (0),

÷�Ò'Ì'ÖpÊ�Ø×ÒîÍÂÄ@ÆZÞ�ÍÎØ�Ô"ÈWÇ×ÒôØáï�Ô"ÔJÒ
ÆZÇZÍÎÌ
ØZÒíÆZÆZÍÎÄ�çJÖpÇZÒTÈW÷�ÓÂÍÎçWÒ
É�ÆµÈmõÚÖpÄ�ÍÂØZÞ¸Á
Ý0Þ�Òîú�ÇZØ×Æ�ÆZÞ�ÇZÒ
Ò�Ò
û�Ê�ÖÚÆµÍÂÈWÄ�Ø�ÓÂÒ=ÖpÉ�ÆµÈmÆµÞËÒ�Øáï�Ø×ÆµÒ
Ô





ηt + ϕt − ψt = OC2,α
b

(ε)

ηb + ϕb − ψb = OC2,α
b

(ε)

ϕm − ψm = OC2,α
b

(ε),

\�ÛËÁéè�ë�]

ù�Þ�Ò
ÇZÒ
ηt = dt − σt, ηb = db + σb.

Ý0Þ�ÒîÓøÖpØáÆ0ÆµÞ�Ç×Ò'ÒîÒ'û?ÊqÖÚÆZÍÎÈpÄ�Ø�çWÍÂõWÒjÆZÞ�ÒîØ×ï�Ø×ÆZÒ'Ô




∂θ(ϕt + ψt) = OC1,α
b

(ε)

∂θ(ϕb + ψb) = OC1,α
b

(ε)

∂θ(ϕm + ψm) = OC1,α
b

(ε).

\�ÛËÁéèWè�]

W�È�ù©ÆµÈJÌ
ÈWÔJò�ÓÎÒíÆµÒjÆZÞ�Òîò�ÇZÈ�ÈÚß�ÍÕÆ�ÍÂØ�Ø×Ê^�JÌ'ÍÂÒ'Ä�ÆfÆµÈ!Ê�ØZÒTÆµÞ�ÒîØµÖÚÔ"ÒîÖpÇZçpÊ�ÔJÒ'Ä?ÆZØ�ÈÚß�ØZÊË÷�ØZÒ
Ì
ÆµÍÂÈWÄ>ÛËÁº�ËÁÕÀWÁ
��:=é�:�� hiZNR��VH�FCF;p$FnpÔ[GZNR]FIH�RTS ��:>9;:=�
Ý<ÈJò�ÇZÈ�õWÒîÆZÞ�ÍÎØ5ÆZÞ�Ò'ÈWÇ×Ò'ÔðÍÂÆ0ÍÎØ0Ä�Ò
Ì'Ò
ØZØµÖpÇáï8ÆZÈ!ÆµÇ×Ò=ÖÚÆ�ØZÒ
òqÖpÇZÖÚÆµÒ
ÓÂï�ÆZÞ�ÒîÌ=ÖÚØZÒ

k = 0
ÖpÄ�É

k > 1.

v ¬��V¾W�q®'�_»�ý�¸Hw TAÒ�ù�ÍÂÓÎÓvçWÓÂÊ�Ò�ÞqÖÚÓÂßôÖ³��Ì§Þ�Ò'Ç×æ�ÒíìËÖpÔJò�ÓÂÒ�ù�ÍÂÆµÞ,ÞqÖpÓÕßôÖf��å>öðÒXìËÖpÔJò�ÓÎÒ�ù�ÍÕÆµÞ
α = β = 0.

T.Ò@ÈW÷ËØZÒ'ÇáõWÒ@ÆµÞ�ÖÚÆ«ÆZÞ�ÍÎØ�ØZÊ�ÇáßÖpÌ'Ò@ÍÂØ�Ø×ï�Ô"ÔJÒ
ÆZÇZÍÂÌ!ù�ÍÂÆµÞ.ÇZÒ
ØZò�Ò'ÌíÆ�ÆµÈxÆµÞ�Ò
x1 = 0

ÖpÄËÉ
x2 = 0

ò�ÓøÖpÄËÒ'Ø'Á3Ý0Þ�Ò���ÌXÞËÒ'ÇZæ�ÒíìËÖpÔJò�ÓÎÒTÍÂØ0Ø×ï�ÔJÔ"ÒíÆµÇ×ÍÎÌôù�ÍÂÆµÞ8Ç×Ò'ØZò�Ò
Ì
ÆfÆµÈmÆµÞËÒ
x2 = 0.

ÝGÈ!ò�ÇZÒ
ØZÒ'ÇáõWÒ
ÆµÞËÍÎØFò�ÇZÈpò%Ò
Ç×ÆÅïTÈpßËØáï�Ô"ÔJÒ
ÆZÇ×ïjÍÎÄTÆµÞËÒ·Ø×Ê�Ç×ßÖÚÌ'Ò·Èp÷ËÆ§ÖpÍÂÄ�Ò'Éî÷�ïTÆZÞ�Ò�çWÓÎÊËÍÎÄ�ç5ò�ÇZÈ�Ì
Ò'É�ÊËÇZÒ�5*ùvÒ3ù�ÍÎÓÎÓpÌ
ÈWÄ�Ø×ÍÎÉ�Ò
Ç
ÆµÞËÒ!ò�Ò'ÇáÆµÊ�Ç×÷qÖÚÆZÍÎÈWÄ{Èpß

M̃σ,0,0
ù�Þ�ÍÂÌXÞRÒ'Äba×È�ï�ØîÆZÞ�Ò!ØZÖpÔJÒmÔ"ÍÂÇZÇ×ÈWÇôØáï�Ô"ÔJÒ
ÆZÇ×ïpÁ�Ý0ÞqÖÚÆîÍÎØôÆµÞ�ÒmØZÊ�ÇáßÖpÌ'Ò

É�Ò
Ä�ÈpÆµÒ
É!÷�ï
St,λt,ξt,dt(ϕ)

ù�ÍÕÆµÞ
λt = ξt = 0

ÖÚÄ�É
dt = d.

ÃþÆ3Ì'ÖpÄm÷�Ò5ò�ÖpÇµÖpÔJÒ
ÆZÇZÍ��'Ò'É[ÍÂÄ[ÆµÞËÒ0ÖpÄ�Ä?Ê�ÓÎÊËØ
B2rε −Brε

ÖpØ5ÆµÞ�ÒTõWÒ'ÇáÆµÍÂÌ=ÖpÓ¸çWÇµÖÚò�ÞxÈÚß

Ū(r, θ) = − ln(2r) + d̄+ H̄vε,ϕ(ln 2r − vε, θ) +OC2,α
b

(ε).

Ý0Þ�Ò���ÌXÞËÒ'ÇZæ�ÒXìËÖpÔ"òËÓÎÒTÍÎØ0òqÖÚÇµÖpÔJÒ
ÆZÇZÍ��'Ò'É8ÖpØ0ÆµÞ�ÒTõWÒ
Ç×ÆZÍÎÌ=ÖÚÓFçWÇZÖpò�Þ8Èpß
U(r, θ) = − ln(2r) + d+ H̃rε,ψ(r, θ) +OC2,α

b
(ε).

À=Ù��



ñôØîß(ÈpÇTÆµÞ�ÒJóôÍÎÇ×ÍÎÌ§Þ�ÓÎÒíÆî÷�ÈWÊËÄ�ÉqÖpÇáïRÉqÖÚÆµÖ^5�ù�Ò@ÖÚØZØZÊ�ÔJÒ
ϕ
ÆµÈx÷�Ò"ÖpÄ Ò
õWÒ
Ä.ß(Ê�Ä�Ì
ÆZÍÎÈWÄRÈWÇ×ÆZÞ�ÈWçWÈWÄ�ÖpÓ�ÆµÈ

ÆµÞËÒ�Ì
ÈWÄ�ØáÆ§ÖpÄ�Æjß(ÊËÄ�Ì
ÆZÍÎÈWÄ�ÖpÄ�É>ÆZÈ
θ → cos θ,

ÖpÄ�É
ψ
ÆµÈ@÷�ÒmÖÚÄ�Ò
õWÒ
Ä{ß(Ê�ÄËÌ
ÆµÍÂÈWÄ>ÈWÇ×ÆZÞ�ÈWçWÈpÄqÖpÓFÆµÈ"ÆµÞ�Ò

Ì'ÈpÄ�Ø×ÆµÖpÄ?Æ�ß(Ê�Ä�ÌíÆµÍÂÈWÄ¸Á
Ý<È[ò�ÇZÈ�õWÒ�ÆZÞ�ÒfÆµÞ�Ò
ÈWÇZÒ
Ô ÍÂÄJÆµÞ�Ò�Ì'ÖpØZÒ

k = 0,
ÍÕÆ�ÍÂØ·Ä�Ò'Ì
Ò'ØZØZÖpÇ×ï"ÆZÈ[Ø×Þ�È�ù_ÆZÞ�Ò�Òíì�ÍÎØáÆµÒ'ÄËÌ'ÒôÈpß�Ö�ØZÈWÓÂÊËÆµÍÂÈWÄ

Èpß<ÆµÞ�ÒTß(ÈWÓÂÓÂÈ�ù�ÍÂÄ�ç�Ø×ï�ØáÆµÒ'ÔêÈpßGÒ'û?ÊqÖÚÆZÍÎÈWÄ�Ø
U(rε, ·) = Ū(rε, ·)

∂rU(rε, ·) = ∂rŪ(rε, ·)
ÈWÄ

S1,
Ê�Ä�É�Ò
ÇjÖpò�ò�Ç×ÈWò�ÇZÍÎÖÚÆµÒ«ÖÚØZØZÊËÔ"òËÆZÍÎÈWÄËØ�ÈWÄUÆµÞ�Ò«Ä�ÈWÇ×Ô"ØfÈpß9ÆµÞ�Ò[óôÍÎÇ×ÍÎÌ§Þ�ÓÎÒíÆ�÷�ÈpÊ�Ä�ÉqÖpÇáïUÉqÖ*Æ§Ö@ÖpÄËÉ

ÆµÞËÒ�ò�ÖpÇµÖpÔJÒ
ÆZÒ'Ç×Ø
ξ, d, d̄.

Ý0Þ�Ò
ØZÒ«Ò
û?ÊqÖÚÆZÍÎÈWÄ�Ø�ÓÂÒ=ÖpÉ�ÆZÈ!ÆZÞ�ÒîØ×ï�Ø×ÆZÒ'Ô
{

η + ϕ− ψ = OC2,α
b

(ε)

∂θ(ϕ+ ψ) = OC1,α
b

(ε).

\�ÛËÁéè���]
ù�Þ�Ò
ÇZÒ

η = d̄− d.
WfÈ�ù©ÆµÈ!Ì'ÈpÔ"ò�ÓÂÒ
ÆZÒjÆµÞ�ÒTò�ÇZÈ�ÈpßGÍÂÆ0ÍÂØ0ØZÊ^�JÌ'ÍÂÒ'Ä�ÆfÆZÈJÊ�Ø×ÒîÆZÞ�ÒîØµÖpÔJÒîÖpÇZçpÊ�Ô"Ò
Ä?ÆZØ�Èpß

ØZÊË÷�ØZÒ
Ì
ÆµÍÂÈWÄ>ÛËÁº�ËÁÕÀWÁ3Ý0Þ�Ò�ÉËÒ
Æ§ÖÚÍÎÓÎØ0ÖpÇ×ÒîÈWÔJÍÂÆ×ÆµÒ
É¸Á
v ¬���¾W�q®'�

k > 1.
Ý0Þ�Ò!ò�ÇZÈ�Èpß�Èpß·ÆµÞËÒmÆµÞ�Ò
ÈWÇZÒ
Ô ÍÎÄ{ÆZÞ�ÍÎØTÌ'ÖpØZÒ!ÍÎØTØZÍÂÔJÍÎÓÂÖpÇ�ÆµÞËÒ!ò�ÇZÈ�Èpß�Èpß·ÆµÞËÒ'ÈWÇ×Ò'Ô

ÛËÁÕÀWÁÕÀWÁ3ÃÅÄ�ßÖpÌíÆ5ÆµÞËÇZÒ'ÒjÈpß�ÆZÞ�ÒTØ×Ê�Ç×ßÖÚÌ'Ò'Ø5ùvÒîÖÚÇZÒjçWÈpÍÎÄ�ç«ÆµÈ�çWÓÎÊ�ÒjÖÚÇZÒTÖ�Ì
ÈWÔJòqÖpÌ
Æ5ò�ÍÂÒ'Ì'ÒjÈpßFÆµÞ�ÒîàvÈWØ×ÆµÖ*â
ã�ÈÚä�Ô"ÖpÄ�â�åUÒ'Ò
æ?Ø«ÒíìËÖpÔJò�ÓÎÒ

Mk,
ÞqÖpÓÕß5Öe��ÌXÞËÒ'ÇZæ{ÆÅï�ò�Ò"ÒXìËÖpÔ"òËÓÎÒ"ÖÚÄ�ÉAÖxÞ�ÈWÇZÍ��'ÈWÄ�Æ§ÖÚÓ3ò�Ò'Ç×ÍÎÈ�É�ÍÂÌ3�2ÖÚÆ

ÖpÄ�Ä?Ê�ÓÂÊ�ØjÖpØôÍÎÄUÆZÞ�Ò�òËÇZÈ�Èpß3Èpß3ÆZÞ�Ò'ÈWÇ×Ò'Ô ÛËÁÕÀWÁÕÀWÁôÝ0ÞËÒ[ß(ÈWÊ�Ç×ÆZÞ�ØZÊËÇ×ßÖpÌ
Ò�ÍÎØ�ÞqÖpÓÕß�Ön��å>öºÒíìËÖpÔJò�ÓÎÒ�5%Èpß
ÆµÞËÒfØZÖpÔJÒ0ÆÅï�ò�ÒfÈÚß%ÆµÞËÒfòËÇZÈ�Èpß%Èpß%ÆZÞ�Ò'ÈWÇ×Ò'Ô ß(ÈWÇ

k = 0.
Ý0Þ�ÒfØ×Ê�Ç×ßÖpÌ
Ò'Ø�ÖpÇZÒ0òqÖpÇµÖÚÔ"ÒíÆµÇ×Í=�'Ò
ÉJÖpØ3õWÒ'ÇáÆµÍÂÌ=ÖpÓ

çWÇZÖpò�ÞxÈ�õWÒ'Ç
B2rε −Brε

ÈÚßGÆµÞËÒîß(ÈpÓÎÓÂÈ�ù�ÍÂÄ�ç�ß(ÊËÄ�Ì
ÆZÍÎÈWÄ�Ø,U
Ūb(r, θ) = ln(2r) + db + H̃rε,ϕb(r, θ) +OC2,α

b
(ε),

ß(ÈWÇ5ÆZÞ�Ò���Ì§Þ�Ò'Ç×æ�Æ�ï�ò�Ò�ÒXì�ÖÚÔ"òËÓÎÒ�5
Ūm(r, θ) = H̃rε,ϕm(r, θ) +OC2,α

b
(ε),

ß(ÈWÇ5ÆZÞ�ÒîÞ�ÈWÇZÍ��'ÈpÄ?Æ§ÖÚÓ¸ò�Ò
ÇZÍÎÈ�ÉËÍÎÌ��2ÖÚÆfÖpÄ�Ä�ÊËÓÎÊ�Ø,5
Ūt(r, θ) = − ln(2r) + dt + H̄vε,ϕt(ln 2r − vε, θ) +OC2,α

b
(ε),

ß(ÈWÇ5ÆZÞ�Ò��«åUö ÒXìËÖpÔ"òËÓÎÒ�5
Ut(r, θ) = σt − ln(2r) +Hψt(sε − ln(2r), θ) +OC2,α

b
(ε),

Ub(r, θ) = −σb + ln(2r) +Hψb(sε − ln(2r), θ) +OC2,α
b

(ε),

Um(r, θ) = H̃ρε,ϕm(
1

r
, θ) +OC2,α

b
(ε)

À=Ù�ü



ß(ÈWÇ�ÆµÞËÒxÌ
ÈWÔ"ò�ÖpÌ
Æ!ò�ÍÎÒ
Ì'Ò8Èpß�ÆZÞ�ÒUàvÈWØ×ÆµÖ*â�ãfÈpä�Ô"ÖpÔmâ�åUÒ'Ò
æ?Ø!ÒíìËÖpÔJò�ÓÎÒÚÁ,Ý0Þ�ÒUóôÍÂÇZÍÂÌXÞ�ÓÂÒ
Æm÷�ÈWÊËÄ�ÉqÖpÇáï
ÉqÖÚÆµÖ!ÖpÇZÒTÇZÒ'û?Ê�Ò
Ø×ÆZÒ'ÉUÆµÈ!÷�ÒîÒ
õWÒ
ÄUß(ÊËÄ�Ì
ÆZÍÎÈWÄ�Ø
ÁC<qÊ�ÄËÌ
ÆµÍÂÈWÄ�Ø

ψt, ψb
ÖpÇZÒTÈWÇ×ÆZÞ�ÈWçpÈWÄqÖpÓ%ÆµÈmÆµÞËÒîÌ'ÈWÄ�ØáÆ§ÖpÄ�Æ

ß(Ê�Ä�ÌíÆµÍÂÈWÄUÖpÄ�É8ÆµÈ
θ → cos θ.

<qÊ�ÄËÌ
ÆµÍÂÈWÄ�Ø
ψm, ϕt, ϕb, ϕm

ÖpÇ×ÒîÈWÇ×ÆµÞËÈWçWÈWÄ�ÖpÓ¸ÈWÄ�ÓÕï�ÆZÈ!ÆµÞ�ÒîÌ'ÈWÄ�ØáÆ§ÖpÄ�Æ
ß(Ê�Ä�ÌíÆµÍÂÈWÄ¸Á3ÃÅÄ8ÆµÞ�ÍÂØ0Ì=ÖpØ×ÒîÆµÞ�ÒîØáï�Ø×ÆµÒ
ÔdÈpßGÒ'û?ÊqÖ*ÆµÍÎÈpÄ�Ø0ÆµÈ!ØZÈWÓÕõWÒîÍÂØ6U





ηt + ϕt − ψt = OC2,α
b

(ε)

ηb + ϕb − ψb = OC2,α
b

(ε)

ϕm − ψm = OC2,α
b

(ε)

∂θ(ϕt + ψt) = OC1,α
b

(ε)

∂θ(ϕb + ψb) = OC1,α
b

(ε)

∂θ(ϕm + ψm) = OC1,α
b

(ε),

\�ÛËÁéè���]

ù�Þ�Ò
ÇZÒ
ηt = dt − σt, ηb = db + σb.

Ý0Þ�ÒîÉ�Ò
ÆµÖpÍÎÓÂØ�ÖÚÇZÒîÓÂÒ
ß$Æ5ÆµÈ!ÆZÞ�ÒîÇZÒ'ÖpÉ�Ò
Ç'Á

ù%ó4¥ �6575q+.$'-'Q8, �
� �"�9�<¤(¥�¤(¨��t7w��7w�Xw ÷�� � �R� ` ∈ N ¨ α ∈ (0, 1)

| �j� ν ∈ R ¨.~��x����� |c� � C`,αν (Bρ0(0)) �=�L�c�����V�9�~ zGª ��~l�x�D��� |c� � z��#� �A� � ~�� z �^���l� C`,αloc (Bρ0(0))
��zb{ �N�c� � �0~��x� ��zb}l}=z �i�l� � � zb{�� �=�i���x�l~��

‖ρ−ν w‖C`,α(Bρ0 (0)).W�È�ù©ùvÒ�Ì'ÖpÄxØ×Æ§Ö*ÆµÒTÆµÞ�ÒTß(ÈpÓÎÓÂÈ�ù�ÍÂÄËçmÇ×Ò'ØZÊËÓÂÆ=Á
� ¼*¨2°3¨�®=¤(¥�¤(¨��²?w��7wÂ¿?w µ7�x� { ���o���=�R~�� | � z �x� {9| ~ zb{

H̃ : C2,α(S1) −→ C2,α
0 (S1 × [ρ̄,+∞)),

�R� � �_~l� | ~ ��zb{ � |c� �q� � �R� � �c� � ~�� z � ϕ(θ) ∈ C2,α(S1) ¨P�N�c� � ���=� L2 § zb{ ~�� z9�cz � |�} ~ z ~��x� �kz �^�R~ | �x~� �c� � ~�� z �^¨�~l�x�R� wϕ = H̃ρ̄,ϕ � zb} � �k�
{
4wϕ = 0

z � S1 × [ρ̄,+∞)
wϕ = ϕ

z � S1 × {ρ̄}.

� zb{ � zb� � { ¨
||H̃ρ̄,ϕ||C2,α

−1 (S1×[ρ̄,+∞)) 6 c ||ϕ||C2,α(S1),
\�ÛËÁéèWü�]

��zb{ � zb� � �kz �^�R~ | �x~ c > 0 �
`���¯A��¼�»_7w=�7w�7wiy�zb}l}=z �i�l� � ~l�X� |�{�� � � �R�x~l� z�� ~l�x�;� {`z�z���ª � }=z �N¨7�l~7�=��� z �`�R� ª6} �P~ z ��~ | ~�� | �R� � � }d|�{� {`z � z �R�l~�� z � ª �c~P�i�l~��'~��x���A�k� z ~l�X�k���=� ϕ z �����

À�ë�




� ¼*¨¸¨2ª`w T.Ò�Ì
ÈWÄ�Ø×ÍÎÉ�Ò
Ç>ÆZÞ�Ò�É�Ò
Ì'ÈpÔ"ò�ÈWØ×ÍÂÆZÍÎÈWÄ©ÈpßmÆµÞËÒAß(Ê�Ä�ÌíÆµÍÂÈWÄ
ϕ
ù�ÍÕÆµÞ Ç×Ò'ØZò�Ò
Ì
Æ{ÆZÈ�ÆµÞ�ÒA÷qÖpØ×ÍÎØ

{cos(iθ)} 5ËÆµÞ�ÖÚÆfÍÂØ
ϕ =

∞∑

i=1

ϕi cos(iθ).

Ý0Þ�Ò
ÄUÆZÞ�ÒîØZÈWÓÂÊËÆµÍÂÈWÄ
wϕ

ÍÂØ0çWÍÂõWÒ
Äx÷?ï

wϕ(ρ, θ) =
∞∑

i=1

(
ρ̄

ρ

)i
ϕi cos(iθ).

��ÍÂÄ�Ì'Ò ρ̄
ρ

6 1,
ÆµÞ�Ò
Ä ( ρ̄

ρ

)i
6
(
ρ̄
ρ

)
,
ùvÒ�Ì'ÖpÄ�Ì'ÈWÄ�Ì
ÓÎÊ�ÉËÒ�ÆZÞqÖÚÆ |w(r, θ)| 6 cρ−1|ϕ(θ)| ÖÚÄ�É�ÆµÞ�Ò
Ä

||wϕ||C2,α
−1

6 c||ϕ||C2,α .W�È�ù©ùvÒ�çWÍÕõWÒjÆµÞ�ÒîØ×ÆµÖÚÆµÒ
Ô"Ò
Ä?ÆfÈÚß9ÖpÄ8Ê�ØZÒíß(Ê�Ó�Ç×Ò'ØZÊËÓÂÆ�ù�ÞËÈWØZÒ�ò�Ç×È�ÈpßGÍÎØ0Ì'ÈpÄ?Æ§ÖÚÍÎÄ�Ò
ÉxÍÎÄ³Y è�[�Á
� ¼*¨2°3¨�®=¤(¥�¤(¨��²?w��7w¸�w µ7�x� { ���o���=�R~�� | � z �x� {9| ~ zb{

H : C2,α(S1) −→ C2,α−2 ([0,+∞)× S1),

�R� � ��~l� | ~ ��zb{�|�}l} ϕ ∈ C2,α(S1) ¨;� � �R� � �c� � ~�� z � | �j� zb{ ~l� z9�cz � |�} ~ z 1 | �X� cos θ, �l�L~l�x� L2 § ���R�^���k¨~l�x� � �A� � ~�� z � w = Hϕ � zb} � �k�
{

(∂2s + ∂2θ )w = 0 �l� [0,+∞)× S1

w = ϕ
z � {0} × S1

� zb{ � zb� � {
‖Hϕ‖C2,α

−2
6 c ‖ϕ‖C2,α ,��zb{ � zb� � �kz �^�R~ | �x~ c > 0 �

� ¼*¨2°3¨�®=¤(¥�¤(¨��²?w��7w ÿ w µ7�x� { ���o���=�R~�� | � z �x� {9| ~ zb{
H̄v0 : C2,α(S1) −→ C2,α

µ (S1 × [v0,+∞)),

µ ∈ (−2,−1), �R� � �¤~l� | ~ ��zb{ � � � { � � �A� � ~�� z � ϕ(v) ∈ C2,α(S1) ¨��N�c� � �·�=� L2 § zb{ ~�� z9�cz � |�} ~ z
e0,i(u) �i�l~�� i = 0, 1

| �j�'� � �R�^¨i~��x� � �c� � ~�� z � wϕ = H̄v0(ϕ) � zb} � �k�
{
∂2uuwϕ + ∂2vvwϕ = 0

z � S1 × [v0,+∞)
wϕ = ϕ

z � S1 × {v0}.

� zb{ � zb� � { ¨
||H̄v0(ϕ)||C2,α

µ (S1×[v0,+∞]) 6 c ||ϕ||C2,α(S1),
\�ÛËÁ���
�]

��zb{ � zb� � �kz �^�R~ | �x~ c > 0 �
À�ë�À



� ¼*¨¸¨2ª`w T.Ò�Ì
ÈWÄ�Ø×ÍÎÉ�Ò
Ç>ÆZÞ�Ò�É�Ò
Ì'ÈpÔ"ò�ÈWØ×ÍÂÆZÍÎÈWÄ©ÈpßmÆµÞËÒAß(Ê�Ä�ÌíÆµÍÂÈWÄ
ϕ
ù�ÍÕÆµÞ Ç×Ò'ØZò�Ò
Ì
Æ{ÆZÈ�ÆµÞ�ÒA÷qÖpØ×ÍÎØ

{e0,i(u)}
5ËÆµÞqÖÚÆ�ÍÎØ

ϕ =
∞∑

i=2

ϕie0,i(u).

Ý0Þ�Ò
ÄUÆZÞ�ÒîØZÈWÓÂÊËÆµÍÂÈWÄ
wϕ

ÍÂØ0çWÍÂõWÒ
Äx÷?ï

wϕ(u, v) =
∞∑

i=2

e−i(v−v0)ϕie0,i(u).

T.Ò�ÇZÒ
Ì=ÖÚÓÎÓ·ÆµÞqÖÚÆ
µ ∈ (−2,−1) Ø×È{ùvÒ�Þ�Ö�õWÒ −i 6 µ

ß(ÇZÈWÔ ù�Þ�ÍÂÌXÞ�ÍÂÆ[ß(ÈWÓÂÓÂÈ�ù�Ø |wϕ|2,α;[v,v+1] 6

eµ(v−v0)|ϕ|2,α
ÖpÄ�É

‖wϕ‖C2,α
µ

= sup
v∈[v0,∞]

e−µv|w|2,α;[v,v+1] 6 sup
v∈[v0,∞]

e−µveµ(v−v0)|ϕ|2,α 6 e−µv0|ϕ|2,α.

� ��¯A¯A�'7w��?w&%7wC¦ �R~ u(r, θ) ª �.~l�x�m� |�{��Gz �x� � �o��~��R�^�R� z �n�A���i�V�`� z � [r0,+∞)×S1 z�� ~l�x��� � �R�� �c� � � z � ϕ ∈ C2,α(S1)
| �j�L�R� � �'~�� | ~ u(r0, θ) = ϕ(θ). µ7�x�R�

∂θu(r, θ − π/2)|r=r0 = −r0∂ru(r, θ)|r=r0 .� ¼*¨¸¨2ª`w Ãþß
ϕ(θ) =

∑
i>0 ϕi cos(iθ),

ÆZÞ�Ò'Ä8ÆµÞ�ÒTß(ÊËÄ�Ì
ÆZÍÎÈWÄ
u
ÍÂØ0çWÍÂõWÒ
Äx÷?ï

u(r, θ) =
∑

i>0

ϕi

(
r

r0

)i
cos(iθ).

Ý0Þ�Ò
Ä
∂ru(r, θ) =

∑

i>1

ϕi

(
r

r0

)i
i cos(iθ)

r
ÖpÄ�É

∂θu(r, θ) = −
∑

i>0

ϕi

(
r

r0

)i
i sin(iθ).

àvÈWÄ�Ø×Ò'û?Ê�Ò'Ä�ÆµÓÂï
∂θu(r, θ − π/2) = −

∑

i>0

ϕi

(
r

r0

)i
i cos(iθ)

ß(ÇZÈpÔ ù�Þ�ÍÎÌ§ÞxÓÎÒ
Ô"Ô"Ö«ß(ÈWÓÎÓÂÈ�ù�Ø5Ò=ÖpØ×ÍÎÓÂïpÁ
� ��¯A¯A�£7w��7w('Vw¥¦ �R~ u(r, θ) ª ��~��x��� |�{��Gz �x� � �o��~��R�^�R� z �·�c�����V�9� z � [0, r0] × S1 z�� ~l�x�%� � �R�� �c� � � z � ϕ ∈ C2,α(S1)

| �j�L�R� � �'~�� | ~ u(r0, θ) = ϕ(θ). µ7�x�R�
∂θu(r, θ − π/2)|r=r0 = r0∂ru(r, θ)|r=r0 .

À�ëWÏ



� ¼*¨¸¨2ª`w Ãþß
ϕ(θ) =

∑
i>0 ϕi cos(iθ),

ÆZÞ�Ò'Ä8ÆµÞ�ÒTß(ÊËÄ�Ì
ÆZÍÎÈWÄ
u
ÍÂØ0çWÍÂõWÒ
Äx÷?ï

u(r, θ) =
∑

i>0

ϕi

(r0
r

)i
cos(iθ).

Ý0Þ�Ò
Ä
∂ru(r, θ) = −

∑

i>1

ϕi

(r0
r

)i i cos(iθ)
r

ÖpÄ�É
∂θu(r, θ) = −

∑

i>0

ϕi

(r0
r

)i
i sin(iθ).

àvÈWÄ�Ø×Ò'û?Ê�Ò'Ä�ÆµÓÂï
∂θu(r, θ − π/2) = −

∑

i>0

ϕi

(r0
r

)i
i cos(iθ)

ß(ÇZÈpÔ ù�Þ�ÍÎÌ§ÞxÓÎÒ
Ô"Ô"Ö«ß(ÈWÓÎÓÂÈ�ù�Ø5Ò=ÖpØ×ÍÎÓÂïpÁ

ù%ó6ò�¶ �6575q+.$'-0Q¤, þ
� ¼*¨¸¨2ªî¨2ª�°<¼�¨�°3¨�®=¤$¥�¤¨��t7w('Vw�xw �FÒ
Æ

Z
÷�Ò�ÆµÞËÒ!ÍÂÔ"ÔJÒ
ÇZØ×ÍÎÈpÄ�Èpß·ÆZÞ�ÒmØZÊ�ÇáßÖpÌ'Ò

M̃σ,α,β
ÖpÄ�É

N
ÍÂÆZØ

Ä�ÈWÇ×Ô@ÖÚÓ5õWÒ'ÌíÆµÈWÇ
Á¡T.Òxù5ÖpÄ�Æ"ÆZÈ.ú�Ä�É}ÆµÞ�ÒUÉËÍÂä%Ò'Ç×Ò'Ä?ÆZÍøÖpÓ5Ò'û?ÊqÖÚÆZÍÎÈWÄ�ÆZÈ.ù�ÞËÍÎÌ§ÞhÖRß(Ê�Ä�ÌíÆµÍÎÈpÄ
f
ÔmÊËØ×Æ

ØµÖ*ÆµÍÎØáß$ï_ØZÊËÌXÞ�ÆµÞqÖÚÆ�ÆµÞ�ÒRØZÊ�Ç×ßÖÚÌ'Ò òqÖpÇZÖpÔJÒ
ÆµÇ×Í=�
Ò'ÉV÷?ï
Zf = Z + fN

ÍÎØ�Ô"ÍÂÄ�ÍÂÔ"ÖÚÓ�Á ÃÅÄ�ØZÒ'ÌíÆµÍÂÈWÄ
ÛËÁÜë�ÁÜÏ[ù�ÒîòqÖpÇZÖpÔ"ÒíÆµÇ×Í=�'Ò
É�ÆµÞ�ÒTØ×Ê�Ç×ßÖpÌ
Ò

M̃σ,α,β
ÈWÄ�ÆZÞ�ÒTÌ
ï�ÓÎÍÂÄ�É�Ò'Ç S1 ×R. TAÒTÍÎÄ�ÆµÇ×È�É�Ê�Ì'Ò
É�ÆµÞ�ÒTÔ"Öpò

z(x, y) : S1× [0, π[→ C̄ ù0Þ�Ò'Ç×Ò
x, y

É�Ò
Ä�ÈpÆZÒ�ÆµÞ�Ò�ØZò�ÞËÒ'ÇZÈ*âÅÌ'ÈpÄqÖpÓ�Ì'È�ÈWÇ×É�ÍÎÄqÖ*ÆµÒ'Ø
ÁNTAÒ�Ø×Æ§ÖÚÇ×Æ�ùvÈWÇ×æ?ÍÎÄ�ç
ù�ÍÂÆZÞ�ÆZÞ�ÒTÌ
ÈWÄËß(ÈWÇ×Ô@ÖÚÓ�õ*ÖpÇZÍÎÖp÷�ÓÎÒ
Ø

p, q
É�Ò
úqÄËÒ'É8ÆµÈ�÷�ÒîÖÚØ5ÆZÞ�ÒjÇZÒ=ÖÚÓ¸ÖpÄ�É�ÆµÞ�ÒjÍÎÔ"ÖpçpÍÂÄqÖÚÇ×ïJò�ÖpÇ×Æ5Èpß

z.
ÃþÆ

Þ�ÈWÓÂÉ�Ø5ÆµÞqÖ*Æ
|Zp|2 = |Zq|2 = Λ, |Np|2 = |Nq|2 = −KΛ,

〈Np, N〉 = 〈Nq, N〉 = 0, 〈Zp, Zq〉 = 0, 〈Np, Nq〉 = 0,

〈Nq, Zq〉 = −〈Np, Zp〉, 〈Nq, Zp〉 = 〈Np, Zq〉,ØZÈ
〈Np, Zp〉 = |Np||Zp| cos γ1 =

√
−KΛcos γ1,

〈Np, Zq〉 = |Np||Zq| cos γ2 =
√
−KΛcos γ2.ã�Ò
ÇZÒ

K
É�Ò'Ä�ÈÚÆµÒ
Ø!ÆµÞ�Ò�B�ÖÚÊ�ØZØmÌ'Ê�ÇáõÚÖÚÆZÊ�ÇZÒ�5

Zp, Zq
ÖpÄ�É

Np, Nq
ÉËÒ'Ä�ÈpÆZÒ�ÆµÞ�Ò�òqÖpÇ×ÆZÍøÖÚÓvÉ�Ò
ÇZÍÕõÚÖÚÆµÍÕõWÒ'Ø

Èpß·ÆµÞ�ÒmõWÒ
Ì
ÆZÈWÇZØ
Z
ÖÚÄ�É

N, γ1
ÍÎØjÆZÞ�ÒJÖpÄ�çWÓÂÒm÷�ÒíÆ�ùvÒ
Ò'Ä.ÆZÞ�ÒmõWÒ'ÌíÆµÈWÇ×Ø

Np
ÖÚÄ�É

Zp
5
γ2
ÍÂØjÆµÞ�ÒJÖpÄËçWÓÎÒ

÷�Ò
ÆÅùvÒ
Ò'ÄUÆµÞËÒTõWÒ'ÌíÆµÈWÇZØ
Np

ÖpÄ�É
Zq.

Ý0Þ�ÒJòËÇZÈ�Èpß�Èpß�ò�ÇZÈWò�ÈpØZÍÂÆZÍÎÈpÄRÛËÁ���ÁÂÀ!ÍÂØîÖpÇ×ÆZÍÎÌ'ÊËÓøÖÚÆZÒ'É{ÍÎÄRØ×ÈWÔJÒ!ÓÂÒ'ÔJÔ@ÖÚØ'Á�TAÒ!É�Ò
Ä�ÈpÆZÒJ÷�ï
Ef , Ff , GfÆµÞËÒ�Ì'È�ÒR�JÌ'ÍÎÒ
Ä�ØTÈÚß3ÆµÞ�Ò[ØZÒ'Ì
ÈWÄ�É{ß(ÊËÄ�ÉqÖpÔJÒ'Ä�Æ§ÖpÓ�ß(ÈWÇZÔêß(ÈWÇfÆµÞ�Ò�Ø×Ê�Ç×ßÖÚÌ'Ò�òqÖpÇZÖpÔJÒ
ÆµÇ×Í=�
Ò'É>÷?ï
Zf
ÁjÝ0Þ�Ò

ß(ÈWÓÂÓÎÈ�ù�ÍÂÄ�ç�ÓÎÒ
Ô"Ô"Ö[çWÍÂõpÒ'Ø0ÆµÞËÒ�ÒXì�ò�ÇZÒ
ØZØZÍÂÈWÄUÈpß<ÆµÞ�Ò�ÖpÇ×Ò=Ö!Ò
Ä�Ò'Ç×çpï�ß(Ê�Ä�Ì
ÆZÍÎÈWÄ�ÖpÓ½Á
À�ëpÛ



� ��¯A¯A�p?w�¹¸?w�Xw
A(f) :=

∫ √
EfGf − F 2

f dp dq,

�i�l~l�
EfGf − F 2

f = Λ2 + Λ(f 2p + f 2q ) + 2KΛ2f 2 + 2f(f 2q − f 2p )
√
−KΛcos γ1

−4ffpfq
√
−KΛcos γ2 −KΛf 2(f 2p + f 2q ) + f 4K2Λ2.

� ¼*¨¸¨2ª`w Ý0Þ�Ò�Ì'È�ÒR�JÌ'ÍÂÒ'Ä?ÆZØfÈpßGÆZÞ�ÒîØZÒ
Ì'ÈWÄ�Éxß(Ê�Ä�É�ÖpÔJÒ'Ä?ÆµÖpÓ�ß(ÈWÇ×ÔðÖpÇZÒ�U
Ef = |∂pZf |2 = |Zp|2 + f 2p + f 2|Np|2 + 2f〈Np, Zp〉,

Gf = |∂qZf |2 = |Zq|2 + f 2q + f 2|Nq|2 + 2f〈Nq, Zq〉,
Ff = |∂pZf · ∂qZf | = fpfq + f(〈Zp, Nq〉+ 〈Zq, Np〉).Ý0Þ�Ò
Ä

EfGf = |Zp|2|Zq|2 + f 2p |Zq|2 + f 2q |Zp|2 + f 2(|Nq|2|Zp|2 + |Np|2|Zq|2)+
f 2(f 2p |Nq|2+f 2q |Np|2)+f 4|Np|2|Nq|2+4f 2(〈NpZp〉)(〈NqZq〉)+2f(f 2p 〈Nq, Zq〉+f 2q 〈Np, Zp〉)+

f 2p f
2
q + 2f(〈Nq, Zq〉|Zp|2 + 〈Np, Zp〉|Zq|2) + 2f 3(〈Nq, Zq〉|Zp|2 + 〈Np, Zp〉|Zq|2).��ÍÂÄ�Ì'Ò 〈Nq, Zq〉 + 〈Np, Zp〉 = 0

ÖÚÄ�É |Zp|2 = |Zq|2
ùvÒ[Ì=ÖÚÄ�Ì'ÈpÄ�Ì'ÓÂÊ�É�Ò«ÆZÞqÖÚÆ�ÆZÞ�Ò[ÓøÖÚØ×ÆfÆ�ù�È@ÆZÒ'ÇZÔJØ

Èpß<ÆµÞ�Òîò�Ç×Ò
õ�ÍÎÈpÊ�Ø�Òíì�ò�ÇZÒ
ØZØZÍÂÈWÄ>ÖpÇ×Ò��'Ò
ÇZÈ�ÁP��ÍÂÄ�Ì
Ò 〈Nq, Zp〉 = 〈Np, Zq〉
ùvÒîÞqÖ=õWÒ

Ff = fpfq + 2f〈Np, Zq〉.
Ý0Þ�Ò
Ä

F 2
f = f 2p f

2
q + 4f 2(〈Np, Zq〉)2 + 4ffpfq〈Np, Zq〉.��È!ÆZÞ�ÒîÒíì�ò�Ç×Ò'ØZØ×ÍÎÈWÄUÈpß

EfGf − F 2
f

ÍÎØ6U
|Zp|2|Zq|2 + f 2p |Zq|2 + f 2q |Zp|2 + f 2(|Nq|2|Zp|2 + |Np|2|Zq|2)+

f 2(f 2p |Nq|2+f 2q |Np|2)+f 4|Np|2|Nq|2+4f 2(〈Np, Zp)(〈Nq, Zq〉)+2f(f 2p 〈Nq, Zq〉+f 2q 〈Np, Zp〉)
−4f 2(〈Np, Zq〉)2 − 4ffpfq〈Np, Zq〉.ÓjÇZÉ�Ò
ÇZÍÂÄ�çmÆµÞ�ÒTÆZÒ'ÇZÔJØ5ùvÒ�çWÒíÆ�U

|Zp|2|Zq|2 + f 2p |Zq|2 + f 2q |Zp|2 + f 2(|Nq|2|Zp|2 + |Np|2|Zq|2)− 4f 2(〈Np, Zq〉)2

+4f 2(〈Np, Zp〉)(〈Nq, Zq〉) + 2f(f 2p 〈Nq, Zq〉+ f 2q 〈Np, Zp〉)− 4ffpfq〈Np, Zq〉+
+f 2(f 2p |Nq|2 + f 2q |Np|2) + f 4|Np|2|Nq|2.

À�ëÚÙ



Ý0Þ�Ò�ÒXì�ò�ÇZÒ
ØZØZÍÂÈWÄUÈpß
EfGf − F 2

f

÷�Ò'Ì
ÈWÔJÒ'Ø,U
Λ2 + Λ(f 2p + f 2q )− 2KΛ2f 2 + 4f 2KΛ2

(
cos2 γ1 + cos2 γ2

)
+

+2f(f 2q − f 2p )
√
−KΛcos γ1 − 4ffpfq

√
−KΛcos γ2 −KΛf 2(f 2p + f 2q ) + f 4K2Λ2.J�Ø×ÍÎÄ�ç�ÆµÞ�Ò�ÇZÒ'ÓÎÖÚÆµÍÂÈWÄ�Ø 〈Nq, Zp〉 = 〈Np, Zq〉
ÖpÄ�É 〈Nq, Zq〉 = −〈Np, Zp〉,

ÍÂÆ�ÍÂØ�ò�ÈWØ×ØZÍÂ÷�ÓÎÒ.ÆµÈ
Ê�Ä�ÉËÒ'ÇZØáÆ§ÖpÄËÉ�ÆµÞqÖÚÆJÆZÞ�ÒUÇ×Ò'ÓÎÖÚÆµÍÕõWÒ8ò�ÈWØZÍÕÆµÍÂÈWÄ�Ø!ÈpßôÆZÞ�Ò'Ø×ÒUõWÒ'ÌíÆµÈWÇ×Ø�ÖpÇ×ÒUØ×Ê�Ì§Þ�ÆµÞ�ÖÚÆ

γ2 = π
2
± γ1.

��È
cos2 γ2 = cos2(π

2
± γ1) = sin2 γ1

ÖÚÄ�É
cos2 γ1 + cos2 γ2 = 1.

Ý0ÞËÒ'ÄxùvÒ�Ì'ÖpÄ8ù�ÇZÍÕÆµÒ�U
Λ2 + Λ(f 2p + f 2q ) + 2KΛ2f 2 + 2f(f 2q − f 2p )

√
−KΛcos γ1

−4ffpfq
√
−KΛcos γ2 −KΛf 2(f 2p + f 2q ) + f 4K2Λ2.

Ý0Þ�Ò�ÄËÒíì�Æ�ÓÂÒ'ÔJÔ@Ö[Ì'ÈpÔ"ò�ÓÂÒ
ÆZÒ'Ø5ÆµÞ�Òîò�Ç×È�ÈpßGÈpßGÆZÞ�Òîò�ÇZÈWò�ÈpØZÍÂÆZÍÎÈpÄ8ÛËÁ���ÁÂÀpÁ
� ��¯A¯A�s7w��¹¸?wÂ¿?w µ7�x�E�R� {l�,|c� �G�N� z ���%� �3� � { �R� z �r�=� � � � �R� ª � Z + fN, �=� � �l�x� �E|�} � �n| �j�z � } �E� � f � | ~��=�����k�

Lσf +Qσ(f) = 0,

�N�x� { � Lσ �=�C~l�x� ¦7|�� Ç z �x� {o| ~ zb{P| �j� Qσ �=� | ��� �kz �j� zb{ �c� { ��� ��� { �R�x~�� |�}Az �x� {9| ~ zb{ �N�c� � ��� | ~��=�����k�
‖Qσ(f2)−Qσ(f1)‖C0,α(Iσ×[v,v+1]) 6 c sup

i=1,2
‖fi‖C2,α(Iσ×[v,v+1]) ‖f2 − f1‖C2,α(Iσ×[v,v+1]).

� ¼*¨¸¨2ª`w Ý0Þ�ÒUØZÊËÇ×ßÖpÌ
Ò>ò�ÖpÇµÖÚÔ"ÒíÆµÒ'Ç×Í=�
Ò'É}÷�ï
Zf = Z + fN

ÍÂØJÔJÍÎÄ�ÍÂÔ"ÖÚÓ5ÍÕßjÖpÄ�É�ÈpÄ�ÓÂï�ÆZÞ�ÒxúqÇ×Ø×Æ
õÚÖÚÇZÍøÖ*ÆµÍÎÈpÄ�Èpß

A(f)
ÍÎØ
0
Á�Ý0Þ�ÖÚÆfÍÎØ

2DA|f (g) =

∫
1√

(EfGf − F 2
f )|f=0

Df (EfGf − F 2
f ) (g) dp dq.

Ý0ÞqÖpÄËæ�Ø�ÆµÈmÆµÞËÒ�òËÇZÒ
õ�ÍÂÈWÊ�Ø�ÓÎÒ
Ô"Ô"Ö[ÍÂÆ0Þ�ÈWÓÂÉ�Ø5ÆµÞqÖÚÆ
1√

(EfGf − F 2
f )|f=0

Df (EfGf − F 2
f )(g) =

1

Λ

(
2Λ(fpgp + fqgq) + 4KΛ2fg+

+2
√
−KΛcos γ1

[
2ffqgq + gf 2q − 2ffpgp − gf 2p

]
+

−4
√
−KΛcos γ2 [ffqgp + fgqfp + gfpfq] +

−2KΛ
[
fgf 2p + fpgpf

2 + fgf 2q + fqgqf
2
]
+ 4K2Λ2f 3g

)
.ö�Ò'ÈWÇ×É�Ò'Ç×ÍÎÄ�çmÆZÞ�ÒîØZÊ�ÔJÔ@ÖÚÄ�É�Ø65ËùvÒîÞqÖ=õWÒ�U

1√
(EfGf − F 2

f )|f=0

Df (EfGf − F 2
f )(g) = 2 (fpgp + fqgq + 2KΛfg+

À�ëWë



+
√
−K cos γ1

[
2f(fqgq − fpgp) + g(f 2q − f 2p )

]
+

−2
√
−K cos γ2 [f(fqgp + gqfp) + gfpfq] +

−K
[
fg(f 2p + f 2q ) + f 2(fpgp + fqgq)

]
+ 2K2Λf 3g

)
.ÃÅÄ8ÆµÞ�ÒîÄ�ÒXì�Æ�Ì'ÈpÔ"ò�Ê�Æ§ÖÚÆZÍÎÈWÄ�ùvÒîÌ=ÖÚÄUØ×æ?ÍÎò8ÆµÞ�ÒTßÖÚÌ
ÆµÈpÇfÏmÍÎÄ�ß(Ç×ÈWÄ?Æ�ÈÚßGÆµÞËÒîÓøÖpØáÆ�Òíì�ò�Ç×Ò'ØZØZÍÂÈWÄ¸Á

fpgp + fqgq + 2KΛfg +Q1(f, fp, fq)g −Q2(f, fp, fq)gp −Q3(f, fp, fq)gq = 0,

ù�Þ�Ò
ÇZÒ

Q1(f, fp, fq) = −(f 2p − f 2q )
√
−K cos γ1 − 2fpfq

√
−K cos γ2 −Kf(f 2p + f 2q ) + 2K2Λf 3,

Q2(f, fp, fq) = 2ffp
√
−K cos γ1 + 2ffq

√
−K cos γ2 +Kf 2fp,

Q3(f, fp, fq) = −2ffq
√
−K cos γ1 + 2ffp

√
−K cos γ2 +Kf 2fq.ñôÄxÍÂÄ?ÆµÒ
çWÇµÖ*ÆµÍÂÈWÄ�÷�ï�òqÖpÇáÆµØfÖpÄËÉ>ÖmÌ§ÞqÖpÄ�çpÒ�ÈpßGØZÍÂçWÄ8çWÍÂõWÒTÊ�Ø0ÆµÞ�ÒîÒ
û?ÊqÖÚÆµÍÂÈWÄ7U

(fpp + fqq − 2KΛf −Q1(f, fp, fq)+

+P2(f, fp, fq, fpp, fpq, fqq) + P3(f, fp, fq, fpp, fpq, fqq)) g = 0,ù�Þ�Ò
ÇZÒ
P2(f, fp, fq, fpp, fpq, fqq) = ∂pQ2(f, fp, fq)ÖpÄ�É
P3(f, fp, fq, fpp, fpq, fqq) = ∂qQ3(f, fp, fq).Ý0ÞqÖÚÆfÍÂØ

P2(f, fp, fq, fpp, fpq, fqq) = 2(f 2p + ffpp)
√
−K cos γ1 + 2(fpfq + ffpq)

√
−K cos γ2+

+K(2ff 2p + f 2fpp) + 2f(fp(
√
−K cos γ1)p + fq(

√
−K cos γ2)p) + f 2fpKpÖpÄ�É

P3(f, fp, fq, fpp, fpq, fqq) = −2(f 2q + ffqq)
√
−K cos γ1 + 2(fpfq + ffpq)

√
−K cos γ2+

+K(2ff 2q + f 2fqq) + 2f(−fq(
√
−K cos γ1)q + fp(

√
−K cos γ2)q) + f 2fqKq.W�È�ùêù�Ò>Ì§ÞqÖpÄ�çpÒUÆZÞ�ÒUõ*ÖpÇZÍÎÖp÷�ÓÂÒ'Ø65vò�ÖpØZØ×ÍÎÄ�ç.ß(Ç×ÈWÔ�ÆµÞËÒ

(p, q)
õ*ÖpÇZÍÎÖp÷�ÓÂÒ'Ø!ÆZÈ.ÆZÞ�Ò

(u, v)
õÚÖpÇ×ÍøÖp÷ËÓÎÒ'Ø
Á

Ý0Þ�Ò
ÄRùvÒmùvÖpÄ?ÆTÆZÈ8ÊËÄ�É�Ò'Ç×Ø×ÆµÖpÄ�É Þ�È�ù Öp÷�È�õWÒ!ÉËÍÂä%Ò'ÇZÒ
Ä?ÆZÍøÖpÓGÒ
û?ÊqÖÚÆµÍÂÈWÄ{ÌXÞqÖÚÄ�çWÒ'Ø
Á�T.ÒmÇZÒ
Ì=ÖpÓÂÓGÆµÞqÖ*Æ
pÖpÄ�É

q
ÖpÇZÒTÆµÞËÒ�ÇZÒ=ÖÚÓ<ÖpÄËÉUÍÎÔ"ÖpçWÍÕÄqÖpÇáï@òqÖpÇáÆ�ÈÚß�ÆZÞ�ÒîõÚÖpÇ×ÍøÖp÷ËÓÎÒ

z
ÈpßGù�Þ�ÍÂÌXÞxùvÒ�æ?Ä�È�ù ÆµÞ�Ò�ÒXì�ò�ÇZÒ
ØZØZÍÂÈWÄ

ÍÎÄ�ÆµÒ
ÇZÔJØîÈpß·ÆZÞ�Ò!ØZò�ÞËÒ'ÇZÈ�Ì
ÈWÄqÖpÓ3Ì'È�ÈpÇZÉ�ÍÂÄqÖÚÆµÒ
Ø
x, y

\Ø×Ò'Òe\ÛËÁÜÏpü�]o]XÁmÃþÆ�ÍÂØTæ?Ä�È�ù�ÄRÆµÞqÖÚÆTÆZÞ�Ò!ÔJÒ
ÆµÇ×ÍÎÌ
ḡÍÎÄËÉ�Ê�Ì'Ò
É>ÈpÄ>ÖJØ×Ê�Ç×ßÖÚÌ'Ò�ù�ÞËÈWØZÒ«ÍÂÔ"ÔJÒ
ÇZØZÍÂÈpÄ

Z
ÍÂØfçpÍÂõWÒ
ÄU÷?ï�ÆZÞ�Ò�T.Ò'ÍÎÒ
ÇZØáÆµÇµÖÚØZØ�Ç×Ò'ò�Ç×Ò'ØZÒ
Ä?ÆµÖÚÆµÍÂÈWÄUÈWÄ>Ö
À�ëpè



É�ÈWÔ"ÖpÍÂÄ�Èpß<ÆZÞ�ÒîÌ'ÈpÔ"òËÓÎÒíì
z
âþò�ÓøÖÚÄ�Ò�5ËÌ=ÖÚÄx÷�ÒîÒíì�ò�Ç×Ò'ØZØ×Ò'É�ÍÂÄ�ÆZÒ'ÇZÔJØ0Èpß<ÆµÞËÒîÔ"ÒíÆµÇ×ÍÎÌ

ds̄2 = dp2 + dq2,÷?ï
ḡ = Λ(dp2 + dq2),

ù�Þ�Ò
ÇZÒ
Λ = |Zp|2 = |Zq|2.

Ý0Þ�ÒE�<ÖÚò�ÓøÖÚÌ'Òíâ��vÒ'ÓÕÆµÇZÖpÔJÍGÈpò�Ò'ÇµÖ*ÆµÈWÇ×ØTù�Ç×ÍÂÆZÆZÒ'Ä
ù�ÍÂÆZÞxÇ×Ò'Ø×ò�Ò'Ì
ÆfÆµÈmÆµÞ�ÒîÔJÒ
ÆZÇZÍÂÌ'Ø

ds̄2
ÖpÄ�É

ḡ
ÖpÇZÒTÇZÒ
ÓøÖÚÆZÒ'É8÷?ïjU

∆ds̄2 =
1

Λ
∆ḡ.

Ý0ÞqÖÚÆmÍÎØ[ÆZÞ�Ò
ï�É�ÍÕä�Ò
Ç�÷�ïAÆµÞ�Ò�Ì'ÈWÄËß(ÈpÇZÔ"ÖpÓ·ßÖpÌíÆµÈWÇ
1/Λ.

ÃÅÄ,ØZÒ
Ì
ÆZÍÎÈWÄ,ÛËÁ���ÁÂÀ�ùvÒ�ÈW÷ËØZÒ'ÇáõWÒ'É,ÆµÞqÖÚÆ�ÆZÞ�Ò
Ì'ÈpÄËß(ÈWÇZÔ"ÖpÓ�ßÖpÌ
ÆZÈWÇ�Ç×Ò'ÓÎÖÚÆµÒ
É!ÆµÈîÆZÞ�ÒfÌ§ÞqÖpÄËçWÒfÈpß�Ì
È�ÈWÇZÉ�ÍÂÄqÖÚÆZÒ'Ø

(x, y)→ (u, v)
ÍÂØ −K/k. ��È�ÆZÞ�ÒfÌ
ÈWÄ�âß(ÈWÇ×Ô@ÖpÓ�ßÖpÌíÆµÈWÇGÉ�Ê�ÒvÆZÈôÆµÞ�ÒvÌXÞqÖÚÄ�çWÒ5Èpß2Ì
È�ÈWÇZÉËÍÎÄqÖÚÆZÒ'Ø

(p, q)→ (u, v)
ÍÂØ�ÈW÷�Æ§ÖpÍÂÄ�Ò'É[÷?ï[Ô�ÊËÓÂÆµÍÂò�ÓÕÍÂÌ'ÖÚÆµÍÕÈWÄ

Èpß<ÆµÞ�ÒîÌ
ÈWÄËß(ÈWÇ×Ô@ÖÚÓ�ßÖpÌíÆµÈWÇ×Ø�É�Ò
ØZÌ
ÇZÍÎ÷�Ò
É>Öp÷�È�õWÒÚÁP��Ê�ÔJÔ@ÖpÇ×Í��'ÍÂÄ�ç�ÍÂÆ0Þ�ÈWÓÂÉ�Ø5ÆµÞqÖÚÆ

fpp + fqq =
−KΛ

k
(fuu + fvv).

��È!ù�Ò�Ì'ÖpÄ8ù�ÇZÍÂÆZÒ
−KΛ

k
(fuu + fvv) + 2 (−KΛ) f +R1 +R2 +R3 = 0,

ù�Þ�Ò
ÇZÒ

R1(f, fu, fv) = −
−KΛ

k

[
−(f 2u − f 2v )

√
−K cos γ1 − 2fufv

√
−K cos γ2 −Kf(f 2u + f 2v )

]
−2K2Λf 3

=
−KΛ

k

[
(f 2u − f 2v )

√
−K cos γ1 + 2fufv

√
−K cos γ2 +Kf(f 2u + f 2v )− 2Kkf 3

]
=

−KΛ

k
P̄1(f, fu, fv),

R2(f, fu, fv, fuu, fuv, fvv) =
−KΛ

k
P2(f, fu, fv, fuu, fuv, fvv)

ÖpÄ�É
R3(f, fu, fv, fuu, fuv, fvv) =

−KΛ

k
P3(f, fu, fv, fuu, fuv, fvv).T.Ò�Ì'ÖpÄ8ù�ÇZÍÕÆµÒ�5qØ×ÍÎÔJò�ÓÎÍ ß$ï�ÍÂÄ�ç[ÆµÞ�ÒîÄ�ÈpÆµÖÚÆµÍÂÈWÄ7U

−KΛ

k

[
fuu + fvv + 2k(u, v)f + P̄1(f) + P2(f) + P3(f)

]
= 0.

T.Ò�Ì'ÖpÄxÇZÒ
Ì'ÈWçpÄ�Í=�
ÒTÆµÞ�Ò���ÖpÔE:TÈWò�Ò
ÇµÖÚÆZÈWÇ65
Lσf = fuu + fvv + 2(sin2 σ cos2 x(u) + cos2 σ sin2 y(v))f,

ÆµÞËÒ'Ä75qÍÂß�ùvÒ�Ø×Ò
Æ
Qσ = P̄1(f) + P2(f) + P3(f),

ÆµÞ�ÒîÒ
û?ÊqÖÚÆµÍÂÈWÄxÌ'ÖpÄx÷�ÒTù�ÇZÍÂÆ×ÆµÒ
Ä

Lσf +Qσ(f) = 0.

À�ë��



Ý<ÈJØZÞ�È�ùLÆµÞ�ÒîÒ
Ø×ÆµÍÂÔ@Ö*ÆµÒîÖÚ÷�ÈWÊËÆ
Qσ

ÍÎØ0ØZÊA�"Ì
ÍÎÒ
Ä?Æ�ÆµÈ!ØZÞ�È�ùLÆµÞqÖÚÆfÖpÓÂÓ¸ÍÕÆµØ0Ì
È�Ò,�JÌ'ÍÂÒ'Ä�ÆµØ�ÖpÇ×Òî÷�ÈWÊ�ÄËÉ�Ò'É¸Á
ÃÅÄ�òqÖpÇ×ÆZÍÎÌ
Ê�ÓøÖpÇ«ùvÒ8ù�ÍÂÓÎÓvØZÞËÈ�ù ÆµÞqÖ*Æ!ÆµÞËÒeBîÖpÊ�Ø×ØJÌ
Ê�Ç×õ*ÖÚÆµÊ�Ç×Ò

K
ÖÚÄ�É�ÍÂÆµØmÉËÒ'ÇZÍÕõÚÖÚÆZÍÂõWÒ
Ø

Ku, Kv
ÖpÇZÒ

÷�ÈWÊ�ÄËÉ�Ò'É¸ÁiT.ÒTØ×ÆµÖpÇ×Æ0Èp÷�ØZÒ
Ç×õ�ÍÎÄ�ç�ÆµÞ�ÖÚÆ −K
k(x(u),y(v))

ÍÎØ5÷�ÈpÊ�Ä�É�Ò
É¸Á�ÃþÆ�ÍÂØvùvÒ
ÓÎÓ�æ?Ä�È�ù�Ä8ÆZÞqÖÚÆ5ÆZÞ�Ò�BîÖpÊ�Ø×Ø
Ì'ÊËÇ×õÚÖ*ÆµÊ�ÇZÒîÞqÖpØ0ÆµÞËÒîß(ÈpÓÎÓÂÈ�ù�ÍÂÄËçmÒXìËòËÇZÒ'Ø×ØZÍÎÈpÄ>ÍÂÄ�ÆµÒ
ÇZÔJØ�Èpß<ÆµÞËÒ�T.Ò
ÍÎÒ'Ç×Ø×ÆZÇµÖpØZØ�ÉqÖÚÆµÖ

g, dh
U

K = −16
(
|g|+ 1

|g|

)−4 ∣∣∣∣
dg

g

∣∣∣∣
2

|dh|−2

T.Ò�Ç×Ò'Ì'ÖpÓÎÓÚÆZÞqÖÚÆ
dh = µdz√

(z2+λ2)(z2+λ−2)
.
��ÍÎÄËÌ'Ò |z2+λ2||z2+λ−2| ÖpÄËÉ k(x, y) = sin2 σ cos2 x(u)+

cos2 σ sin2 y(v)
ÞqÖ=õWÒ@ÆµÞ�Ò@ØµÖpÔJÒG�
Ò'ÇZÈ�Ò
Ø653ÆZÞqÖÚÆ�ÍÂØ«ÆZÞ�Ò�ò�ÈpÍÎÄ?ÆZØ

D,D′, D′′, D′′′ çWÍÂõWÒ
Ä�÷?ï°\ÛËÁÐÏÚÛ�]�5ÆµÞËÒ'Ä −K/k ÍÎØ0÷�ÈWÊ�ÄËÉ�Ò'É>ÖpØ0ù�Ò'ÓÎÓFÖpØ�ÍÕÆµØ0É�Ò
ÇZÍÕõÚÖÚÆµÍÕõWÒ'Ø
Á
T.Ò Ì=ÖÚÄ©çWÍÕõWÒ ÖpÄ�Ò'Ø×ÆZÍÎÔ"ÖÚÆµÒ{ÈÚß«ÆµÞ�ÒRÉ�Ò'Ç×ÍÂõÚÖÚÆZÍÂõWÒ
ØxÈÚß

K
ÖpÄ�É √−K. T.Ò Ì'ÖpÄ�ù�ÇZÍÕÆµÒ √−K =√

k
√

−K
k
.
<qÇZÈWÔ ÆµÞ�Ò!ÈW÷�Ø×Ò'ÇáõÚÖÚÆµÍÂÈWÄ�ØîÔ"ÖpÉ�Ò!Öp÷�È�õWÒ!ÍÂÆjß(ÈWÓÎÓÂÈ�ù�ØjÆZÞqÖÚÆîÍÂÆTÍÎØTØ×Ê^�JÌ'ÍÎÒ
Ä?ÆîÆµÈ8Ø×ÆµÊËÉËï{ÆZÞ�Ò

É�Ò
ÇZÍÂõ*ÖÚÆµÍÕõWÒ'Ø�ÈÚß √
k
ÆµÈ!ØZÞ�È�ùLÆµÞqÖ*Æ�ÆZÞ�ÒîÉ�Ò'Ç×ÍÂõÚÖ*ÆµÍÂõWÒ
Ø�Èpß √−K ÖpÇ×Òî÷�ÈWÊ�ÄËÉ�Ò'É¸Á

T.Ò�Ç×Ò'Ì'ÖpÓÎÓ�ÆZÞqÖÚÆ
l(x) =

√
1− sin2 σ sin2 x m(y) =

√
1− cos2 σ cos2 y.

<qÇZÈpÔ ÆµÞ�ÒîÒXìËòËÇZÒ'Ø×ØZÍÎÈpÄUÈpß
k,
Ê�Ø×ÍÎÄ�ç_\�ÛËÁéÛ�
�]�ÍÂÆ0ÍÎØ0Ò=ÖÚØ×ï�ÆµÈ!çWÒ
Æ6U
∂

∂u

√
k = −sin2 σ sin 2x(u)

2
√
k

l(x(u)),

∂

∂v

√
k =

cos2 σ sin 2y(v)

2
√
k

m(y(v)).

Ý0Þ�Ò
Ä
∣∣∣∣
∂

∂u

√
k

∣∣∣∣ =
sin2 σ| sin 2x(u)|l(x(u))

2
√

sin2 σ cos2 x(u) + cos2 σ sin2 y(v)
6

sin2 σ| sin 2x(u)|
2 sin σ| cos x(u)| 6 sin σ,

∣∣∣∣
∂

∂v

√
k

∣∣∣∣ =
cos2 σ| sin 2y(v)|m(y(v))

2
√

sin2 σ cos2 x(u) + cos2 σ sin2 y(v)
6

cos2 σ| sin 2y(v)|
2 cos σ| sin y(v)| 6 cos σ.

Ý0ÞqÖÚÆîÍÂØjÆµÞËÒ!É�Ò
ÇZÍÕõÚÖÚÆZÍÂõWÒ'ØTÈÚß √
k
\�ÖÚÄ�ÉRÌ'ÈWÄ�Ø×Ò'û?Ê�Ò'Ä�ÆµÓÂï�ÆZÞ�Ò!ÈpÄ�Ò'ØîÈÚß √−K ]jÖpÇ×Òm÷�ÈWÊ�Ä�É�Ò
É¸ÁmÝ0Þ�ÖÚÆÌ'ÈpÔ"ò�ÓÂÒ
ÆZÒ'Ø5ÆµÞ�Òîò�Ç×È�Èpß�Á
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ù%ó6ò�ò �6575q+.$'-0Q¤, þ
Ý0Þ�Ò�ÉËÍÂä%Ò'ÇZÒ
Ä?ÆZÍøÖpÓ�Ò
û�Ê�ÖÚÆµÍÂÈWÄ

sin y ∂y (sin y ∂yf)− j2f + 2 sin2 y f = 0
\�ÛËÁ���À�]

ÍÎØfÖJòqÖÚÇ×ÆµÍÂÌ'Ê�ÓÎÖpÇ0Ì'ÖpØZÒn\
l = 1

]0ÈpßGÆµÞ�Ò«ÖpØZØ×È�Ì'ÍÎÖÚÆµÒ
ÉI�FÒ'çpÒ'Ä�É�Ç×Ò«É�ÍÂä%Ò'Ç×Ò'Ä�ÆµÍøÖÚÓFÒ
û�Ê�ÖÚÆµÍÂÈWÄ75qÆZÞqÖÚÆ�ÍÂØfçpÍÂõWÒ'Ä
÷?ï

sin y ∂y (sin y ∂yf)− j2f + l(l + 1) sin2 y f = 0,ù�Þ�Ò
ÇZÒ
l, j ∈ N. Ý0ÞËÒîßÖpÔJÍÎÓ ï@Èpß<ÆµÞ�ÒîØ×ÈWÓÎÊ�ÆµÍÎÈpÄ�Ø0ÈÚß�Ò'û?ÊqÖ*ÆµÍÎÈpÄ·\ÛËÁ���ÀS]D\Ø×Ò'Ò%Y À6[h]5ÍÂØ

c1P
j
l (cos y) + c2Q

j
l (cos y),

ß(ÈWÇ
l = 1,

ù�Þ�Ò'Ç×Ò
P j
l (t)

ÖpÄ�É
Qj
l (t)

ÖpÇ×Ò0ÇZÒ'Ø×ò�Ò'ÌíÆµÍÂõpÒ'ÓÂï�ÆZÞ�ÒfÖÚØZØZÈ�Ì
ÍøÖÚÆZÒ'ÉE��Ò
çWÒ
Ä�É�ÇZÒ0ß(Ê�Ä�ÌíÆµÍÂÈWÄ�Ø3Èpß�úqÇ×Ø×Æ
ÖpÄ�ÉxØ×Ò'Ì
ÈWÄ�ÉUæ�ÍÂÄ�É¸Á3Ãþß

l = 1
ÆµÞ�Ò
ØZÒîß(Ê�Ä�ÌíÆµÍÎÈpÄ�ØfÖpÇ×ÒîÉ�ÒíúqÄ�Ò
É�ÖpØ0ß(ÈpÓÎÓÂÈ�ù�Ø6U

P j
1 (t) =





t
ÍÂß

j = 0

−
√
1− t2

ÍÂß
j = 1

0,
ÍÕß

j > 2,

Qj
1(t) = (−1)j

√
(1− t2)j

djQ0
1(t)

dtj
ÖpÄ�É

Q0
1(t) =

t

2
ln

(
1 + t

1− t

)
− 1.
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